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WPROWADZENIE

We wspodlczesnych badaniach ekonomicznych, bedacych podstawa podej-
mowania decyzji na réznych poziomach — przedsigbiorstwa, regionu czy tez
kraju — zauwaza si¢ wzrost zapotrzebowania na metody statystyczne. Odgrywaja
one role w procesach zbierania informacji, ich analizowania i interpretowania,
a takze udostepniania otrzymanych wynikéw. Ze wzgledu na ztozono$¢ i rézno-
rodno$¢ gromadzonych obserwacji metody statystyczne oparte na klasycznych
parametrach i ich estymatorach, wykorzystywane do analizy zjawisk ekono-
micznych, nie zawsze pozwalaja na przeprowadzenie poglebionych analiz
i sformutowanie prawidtowych wnioskéw. Brak momentéw zwyktych i central-
nych odpowiednich rzedéw analizowanych zmiennych losowych, z ktorymi
utozsamiane sg badane cechy statystyczne, jak rowniez wystgpowanie obserwa-
cji nietypowych utrudnia wnioskowanie statystyczne klasycznymi metodami.
W takich przypadkach moga by¢ przydatne procedury oparte na statystykach
pozycyjnych.

Statystyki pozycyjne stanowia grupe statystyk wyznaczanych na podstawie
uporzadkowanych prob losowych. Znajduja one zastosowanie w konstrukcji
estymatorow parametrow zmiennych losowych wykorzystywanych w procedu-
rach parametrycznej i nieparametrycznej estymacji oraz przy weryfikacji hipotez
statystycznych.

Do podstawowych statystyk pozycyjnych zalicza si¢ kwantyle z proby, w tym
mediang, statystyki ekstremalne, tj. maksimum i minimum, oraz dominant¢
z proby. Mediang z proby stosuje si¢ do szacowania wartosci $redniej, gdy roz-
ktad populacji jest asymetryczny badz charakteryzuje si¢ tzw. grubymi ogonami.
Jest ona znacznie stabilniejsza niz $rednia arytmetyczna, ktéra jest bardzo wraz-
liwa na warto$ci ekstremalne. Kwantyle rozktadu empirycznego uzywa sig¢ do
pomiaréw ryzyka rynkowego, finansowego i operacyjnego. Miary oparte na
statystykach pozycyjnych stosowane sa takze w analizach dochodow oraz anali-
zach zjawisk bardzo rzadko wystepujacych, ktérych pojawienie si¢ powoduje
duze straty finansowe. Oszacowanie wielkoSci tych strat mozliwe jest przy uzy-
ciu statystyk ekstremalnych, ich rozkladéw doktadnych lub granicznych. Staty-
styki pozycyjne i ich funkcje wykorzystywane sa rowniez w statystycznej kon-
troli jako$ci do tworzenia kart kontrolnych stosowanych w monitorowaniu
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i regulacji procesu produkcyjnego oraz w wielu innych analizach dotyczacych
roéznorodnych probleméw ekonomicznych.

Glownym celem rozprawy jest przedstawienie metod estymacji parametrow
rozktadu populacji wykorzystujacych statystyki pozycyjne oraz propozycji ich
modyfikacji wraz z zaprezentowaniem wynikéw przeprowadzonych analiz wta-
snosci estymatorow stanowiacych wskazéwki w praktycznych zastosowaniach.
W rozwazaniach uwzglednione jest klasyczne ujgcie procedur estymacji oraz
podejscie nieklasyczne — bayesowskie i bootstrapowe, zardowno parametryczne,
jak i nieparametryczne.

Aby zrealizowa¢ tak sformulowany cel glowny, okreslono cele szczegoto-
we, do ktorych naleza:

— analiza wlasnosci statystyk pozycyjnych, w szczegolnosci ich rozktadow
dla wybranych klas rozktadoéw zmiennych losowych;

— prezentacja metod opartych na statystykach pozycyjnych wykorzystywa-
nych do szacowania parametréw rozktadow zmiennych losowych oraz analiza
ich wlasnosci;

— propozycje modyfikacji procedur szacowania parametrow rozktadu zmien-
nej losowej, prowadzace do otrzymania estymatorow o mniejszych obciazeniach
1 mniejszych bledach sredniokwadratowych;

— poréwnanie rozwazanych metod dla wybranych klas rozkladow zmien-
nych losowych oraz sformutowanie wnioskoéw dotyczacych ich efektywnosci;

— prezentacja parametrycznych i nieparametrycznych metod estymacji
kwantyli, w tym mediany;

— analiza wybranych metod estymacji stosowanych w badaniach zjawisk
ekstremalnych, w szczegdlnosci metod wykorzystujacych oszacowania ogonoéw
rozktadow rozwazanych zmiennych;

— wskazanie obszarow zastosowan rozwazanych procedur statystycznych
opartych na kwantylach w badaniach ekonomicznych.

Weryfikacji poddano nastgpujace hipotezy badawcze:

— zastosowanie metody kwantyli z odpowiednio dobranymi rangami stoso-
wanych statystyk pozycyjnych umozliwia uzyskanie estymatoréw nieobciazo-
nych lub asymptotycznie nieobciazonych o matych bledach sredniokwadratowych;

— modyfikacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow prowadza
do otrzymania estymatorow parametrow rozkladéw populacji o mniejszych ob-
cigzeniach i bledach sredniokwadratowych niz estymatory uzyskane kwantylowa
metoda najmniejszych kwadratow oraz metoda kwantyli;

— modyfikacja metody momentdéw wazonych prawdopodobienstwami, pole-
gajaca na zastosowaniu dystrybuanty empirycznej typu level crossing, pozwala
otrzyma¢ estymatory o lepszych wlasnosciach w stosunku do estymatorow
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uzyskanych metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami z klasyczna
dystrybuanta empiryczna;

— procedury nieparametrycznej estymacji bootstrapowej umozliwiaja uzy-
skanie przedzialow ufnosci pokrywajacych warto$¢ szacowanego parametru
z prawdopodobienstwem w przyblizeniu rownym ustalonemu wspoétczynnikowi
ufnosci o doktadnosci wigkszej niz nieparametryczne metody klasyczne.

Praca sklada si¢ z sze$ciu rozdziatdéw, w ktorych omowiono zagadnienia
metodologiczne zwigzane z procedurami estymacji opartymi na kwantylach
z proby oraz podano przyktady ich zastosowan.

W rozdziale pierwszym przedstawiono statystyki pozycyjne i ich matema-
tyczne funkcje. Zaprezentowano, znane z literatury przedmiotu, podstawowe
twierdzenia dotyczace ich charakterystyk liczbowych, funkcyjnych, w tym roz-
ktadéw granicznych, uzupeiajac je twierdzeniami dotyczacymi wilasnosci sta-
tystyk pozycyjnych wyznaczanych w oparciu o ciagi zmiennych losowych
o wybranych rozktadach. Sa one niezbgdne do konstrukcji estymatoréw przed-
stawionych w dalszej czesci pracy.

W rozdziale drugim omowiono metody estymacji punktowej parametrow
rozktadu zmiennej losowej, wykorzystujace statystyki pozycyjne. Prezentowane
w literaturze metody: kwantyli (por. J. Bartoszewicz [1996]), kwantylowa meto-
da najmniejszych kwadratow (por. E. Castillo i in. [2004]), metoda momentow
wazonych prawdopodobienstwami (por. J. A. Greenwood i in. [1979]), bootstra-
powa (por. B. Efron, R. J. M. Tibshirani [1993]), uzupetione sa autorskimi
propozycjami ich modyfikacji pozwalajacymi uzyskaé estymatory o mniejszym
obciazeniu i mniejszej wariancji. Dwie proponowane metody stanowia modyfi-
kacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow, a trzecia — metody mo-
mentéw wazonych prawdopodobienstwami. Pierwsza z nich polega na pominig-
ciu w estymacji kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow ustalonej liczby
k skrajnych kwantyli z préby, natomiast druga na wyznaczeniu estymatoréw
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z pominigciem rdéznej liczby
skrajnych kwantyli, a nastgpnie wyznaczeniu mediany z otrzymanych oszaco-
wan. Inna propozycja modyfikacji dotyczy wykorzystania dystrybuanty empi-
rycznej level crossing w metodzie momentow wazonych prawdopodobienstwa-
mi. Ponadto w rozdziale tym prezentowane sa metody estymacji bayesowskiej
konstruowane przy ustalonym rozktadzie a priori szacowanego parametru i usta-
lonej funkcji straty. Liniowa funkcja straty sprawia, ze estymatorami szacowa-
nych parametrow sa kwantyle rozktadu a posteriori, czyli pewne funkcje statystyk
pozycyjnych. W metodach bootstrapowych, oméwionych w jednym z podroz-
dzialow, istotne znaczenie maja kwantyle rozktadow bootstrapowych stosowane
do konstrukcji przedziatow ufnosci.

W rozdziale trzecim przedstawiono wyniki badan wiasnych dotyczacych
wlasno$ci metod estymacji opartych na statystykach pozycyjnych, ze szczegblnym
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uwzglednieniem autorskich propozycji. W przypadku rozwazanych metod nie
zawsze mozliwe jest analityczne zbadanie obciazen i btedow sredniokwadrato-
wych otrzymanych estymatorow, dlatego stosowano metody Monte Carlo. Dzig-
ki dostgpnemu oprogramowaniu komputerowemu, szybkim procesorom istnieje
mozliwo$¢ wykonania tak duzej liczby powtorzen analizowanych procedur, ze
wyniki badan symulacyjnych sa praktycznie identyczne z wynikami obliczen
analitycznych. Przeprowadzone badania pozwalaja oceni¢ wtlasnosci rozpatry-
wanych metod dla wybranych klas rozkladow populacji, poréwnaé je oraz
sformutowa¢ wnioski dotyczace ich efektywnosci i praktycznego zastosowania.

W kolejnym rozdziale pracy zaprezentowano wykorzystanie statystyk pozy-
cyjnych w estymacji parametréw pozycyjnych rozktadu zmiennej losowej, czyli
kwantyli i dominanty. Problematyce estymacji punktowej i przedziatlowej, pa-
rametrycznej oraz nieparametrycznej kwantyli rozkladu badanej zmiennej,
w szczegoOlnosci parametru potozenia — mediany, poswigconych jest wiele prac
R. Zielinskiego (m.in. [2001], [2003], [2005a]) oraz W. Zielinskiego (np. [2008],
[2009]). Oprocz klasycznych metod estymacji, w rozdziale tym przeanalizowano
rowniez wybrane bayesowskie i bootstrapowe metody szacowania parametrow
pozycyjnych. Rozwazano takze metody szacowania dominanty, wykorzystujace
statystyki pozycyjne (por. np. D. R. Bickel [2002], A. Sokotowski [2013],
J. Wywiat [2000b]). W ostatnich podrozdziatach przedstawiono zastosowanie
rozwazanych estymatoréw kwantyli, w tym wiasnych propozycji do konstrukc;ji
estymatorow miar stosowanych w badaniach ekonomicznych.

W rozdziale piatym omoéwiono metody estymacji wykorzystywane w anali-
zach zjawisk ekstremalnych, rzadko wystgpujacych, ktérych zrédtem sg zatama-
nia na rynkach finansowych, katastrofy czy tez nietypowe warunki pogodowe.
Podobnie jak w przypadku estymacji kwantyli, do estymacji parametréw rozktadu
statystyk ekstremalnych moga by¢ stosowane parametryczne i nieparametryczne
metody prezentowane w literaturze (por. m.in. R. A. Davis, S. T. Resnick
[1984], A. L. M. Dekkers i in. [1989], B. M. Hill [1975], J. R. M. Hosting i in.
[1985], J. Pickands [1975]) oraz proponowane w rozdziale drugim zmodyfiko-
wane metody estymacji. Istotnym zagadnieniem jest szacowanie indeksu eks-
tremalnego — parametru okreslajacego ksztalt rozktadu statystyk ekstremalnych.
Jego warto$¢ zwiazana jest z klasa rozktadu populacji. Gdy rozktad populacji
charakteryzuje si¢ grubymi (ci¢zkimi) ogonami, to jego warto$¢ jest dodatnia,
gdy cienkimi (lekkimi) ogonami — indeks wynosi zero, natomiast dla rozktadow
o krotkich ogonach (ograniczonym przedziale wartosci) przyjmuje on wartos¢
ujemna. Ma to znaczenie przy wykrywaniu wartosci nietypowych, rzadko wystepu-
jacych, przy obliczaniu prawdopodobienstw zajscia zdarzen ekstremalnych oraz
szacowaniu wielkosci pojawiajacych si¢ katastrof, przy ustalonym prawdopodo-
bienstwie ich wystapienia. Ponadto podano przyktady wykorzystania statystyk
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ekstremalnych 1 ich funkcji do okre$lania miar stosowanych w analizach eko-
nomicznych, w tym finansowych.

W rozdziale szostym zaprezentowano empiryczne przyklady zastosowan
metod estymacji opartych na statystykach pozycyjnych rozwazanych w pracy.
Ograniczono si¢ do wspomnianych juz wcze$niej trzech obszaréw badan ekono-
micznych: analizy dochodow, bogactwa i ubdstwa, statystycznej kontroli jako$ci
oraz zarzadzania ryzykiem, tzw. zwyklym i ekstremalnym, a takze wskazano
mozliwo$¢ ich wykorzystania w ubezpieczeniach majatkowych. Na podstawie
rzeczywistych danych statystycznych pochodzacych z Gtéwnego Urzedu Staty-
stycznego, jednostki kontrolujacej jako$¢ w przedsigbiorstwie produkujacym
urzadzenia gospodarstwa domowego, publikowanych indekséw polskiej
i amerykanskiej gietdy papierow wartosciowych oraz danych dotyczacych ubez-
pieczen komunikacyjnych pochodzacych z pewnego zaktadu ubezpieczen zapre-
zentowano zastosowanie wybranych metod.

W zamieszczonym aneksie przedstawiono podstawowe charakterystyki
funkcyjne i liczbowe rozkltadéw zmiennych losowych rozwazanych w pracy.

W niniejszej monografii zaprezentowano zaréwno znane z literatury proce-
dury estymacji, jak i wlasne propozycje. W poszczegodlnych rozdziatach mono-
grafii przedstawiano rezultaty analitycznych rozwazan oraz badan symulacyj-
nych przeprowadzonych w oparciu o samodzielnie przygotowane programy
napisane w Srodowisku Gauss i Mathematica.

Pragne serdecznie podzigkowa¢ Recenzentowi — Panu Profesorowi zw. dr. hab.
Wojciechowi Zielinskiemu — za cenne uwagi i sugestie, ktore wptynely na poprawe
jakosci publikacji.






1. STATYSTYKI POZYCYJNE I ICH WEASNOSCI

1.1. Uwagi wstepne

Statystyki pozycyjne, zwane réwniez porzadkowymi, definiuje si¢ na pod-
stawie prob losowych uporzadkowanych w sposdb niemalejacy lub nierosnacy.

W rozdziale przedstawiono pojecia i wtasnosci podstawowych statystyk po-
zycyjnych, do ktorych naleza kwantyle z proby, w szczegdlnosci mediana, kwartyle,
decyle i percentyle z proby, statystyki ekstremalne oraz dominanta z proby. Po-
nadto rozwazano statystyki bgdace funkcjami statystyk porzadkowych, wyko-
rzystywane w estymacji parametrow polozenia i zréznicowania.

Dla wybranych klas rozktadéow sformutowano twierdzenia okreslajace
funkcje gestosci, dystrybuanty oraz charakterystyki liczbowe statystyk pozycyj-
nych. Analizowano réwniez rozktady graniczne statystyk ekstremalnych, wyko-
rzystywanych w badaniach zjawisk nietypowych. Wyboru rozpatrywanych
rozkladow dokonano na podstawie analizy rozktadow majacych praktyczne za-
stosowanie w badaniach spoteczno-ekonomicznych. W szczegdlnosci rozwazano
rozktady zmiennych losowych, ktére nie maja momentow centralnych pierwsze-
go 1 drugiego rzedu. Wykorzystanie zatem we wnioskowaniu statystycznym
takich estymatoréw, jak $rednia arytmetyczna czy wariancja jest niemozliwe.

Przedstawione statystyki pozycyjne oraz ich funkcje stosowane sa w esty-
macji parametrow rozktadow zmiennych losowych wystepujacych w badaniach
ekonomicznych oraz do szacowania réznego rodzaju miar definiowanych
w oparciu o kwantyle rozktadow.

1.2. Podstawowe statystyki pozycyjne

Niech X, X,,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych

o rozkltadzie okre§lonym za pomoca dystrybuanty F, x,,x,, ..., x, — ciagiem ich

(n) x(n) x(n)

wartosci, natomiast X1y X2y 5 -5 Xy

— uporzadkowanym niemalejaco ciagiem

tych wartosci.
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Statystyka pozycyjna jest funkcja wektora losowego (X Xy e X n) zdefi-

niowana w nastgpujacy sposob (por. np. M. Fisz [1967, s. 389-390], C. Doman-
skiiin. [1998, s. 176]).

Definicja 1.2.1. Statystyka pozycyjna X},

my zmienng losowa, ktorej warto§ciami sg k-te co do wielkosci warto$ci realiza-
cji, uporzadkowanego w sposob niemalejacy, wektora losowego

(X . Y. ¢ ), stanowiacego probe losowa, czyli warto$ci x((,z'))

gdzie k=1,2, ..., n, nazywa-

Liczbg k nazywamy ranga statystyki pozycyjnej X, ((,f)), natomiast wielkosc¢
K okreslamy jako range wzgledna tej statystyki.
n

Statystyki pozycyjne zwane sa rowniez statystykami porzadkowymi (por.
J. Bartoszewicz [1996, s. 68]).

We wnioskowaniu statystycznym wykorzystuje si¢ statystyki wyznaczane
W oparciu o n-elementowa probe prosta, ktéra stanowi ciag niezaleznych zmien-
nych losowych X, X,,..., X, , czyli wektor losowy (XI,XZ, .G ) Za pomoca
statystyk pozycyjnych definiuje si¢ kwantyle z proby, w szczegolnosci mediang,
kwartyle, decyle i percentyle z proby.

Definicja 1.2.2. Kwantylem rzgdu p, gdzie p € (0,1), z n-elementowej proby
prostej X,,X,,..., X, nazywamy statystyke postaci:

X((,:Q)s gdy np e N’
X, = (1.2.1)
X(&’;L]H), gdy npe N,

gdzie [np] oznacza czegs¢ catkowita liczby np, natomiast N jest zbiorem liczb
naturalnych.

Kwantyl rzgdu p=0,5 z proby losowej X,,X,,..., X, nazywany jest me-
diana. Ze wzgledu na symetrig czgsto definiuje si¢ mediang w ponizszy sposob
(por. R. Zielinski [2011, s. 33]).

Definicja 1.2.3. Mediana Me z n-elementowej proby prostej X, X,,..., X

n

nazywamy statystyke okreslona wzorem:
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X (")] + X ((’:l) 1] , gdyn jestparzyste,
—+

Me = (1.2.2)
X [(”) ) , gdy n jest nieparzyste.

Oprécz mediany szczeg6lnymi przypadkami kwantyli sa kwartyle, kwintyle,
decyle i percentyle.

Kwartylem rzgdu s z n-elementowej proby prostej X,,X,,..., X, nazywa-
my kwantyl z proby rzedu p =%, gdzie s =1, 2,3. Jesli s =1, to kwantyl na-
zywamy kwartylem rzedu pierwszego, jesli s =3, wowczas jest on kwartylem
rzedu trzeciego, natomiast dla s =2 otrzymujemy mediang.

Kwintylem z proby rzedu s nazywamy kwantyl z proby rzedu p = %, gdzie
s=1,2,3,4, i podobnie jak w przypadku kwartyla mowimy odpowiednio
o kwintylu pierwszym, drugim, trzecim i czwartym.

Decylem z proby rzedu s nazywamy kwantyl z proby rzedu p = %, gdzie
s=1,...,9.

Jako percentyl rzgdu s z proby prostej X,,X,,..., X, okreslamy kwantyl

z proby rzedu p = ﬁ, gdzie s =1, ..., 99.

W badaniach spotecznych, ekonomicznych i przyrodniczych do analiz zda-
rzen ekstremalnych wykorzystywane sa statystyki ekstremalne, nazywane row-
niez statystykami skrajnymi. Naleza do nich minimum i maksimum z préby.

Definicja 1.2.4. Statystyke, ktorej warto$cia jest najmniejszy element proby
prostej X,,X,,..., X,, nazywamy minimum z proby lub statystyka minimalna

i oznaczamy X((l")) = min{Xl, .6 }

no

Definicja 1.2.5. Statystyke, ktorej wartoScia jest najwigkszy element proby
prostej X,,X,,..., X, , nazywamy maksimum z proby lub statystyka maksymal-

na i oznaczamy X ((;’)) = max{X . }



16 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

W analizach statystycznych wykorzystuje si¢ dominante zwana réwniez
moda. Ze wzgledu na sposdb wyznaczania dominanty z proby, mozna zaliczy¢
ja takze do statystyk pozycyjnych.

Definicja 1.2.6. Dominanta D, z n-elementowej proby prostej
X, X, ... X

wsrod wartosci x,,Xx,, ..., X, tej proby.

nazywamy statystyke, ktorej warto$¢ najczesciej wystepuje

n

Nie zawsze mozna okre$lic w sposob jednoznaczny dominantg. Czasami
jest kilka wartosci wystepujacych tyle samo razy. Z takimi sytuacjami mozemy
mie¢ do czynienia m.in. w przypadku rozwazan dotyczacych ciagu zmiennych
losowych o pewnych rozktadach skokowych lub o rozktadach bedacych miesza-
ninami co najmniej dwoch rozktadow.

Mediana Me okreslona wzorem (1.2.2) jest liniowa funkcja statystyk pozy-
cyjnych. Do innych funkcji statystyk pozycyjnych, ktére mozna zapisaé w po-

staci chX ((i’;), gdzie c,,c,,...,c, sa pewnymi statymi, naleza rozstgp z proby
i=1
i studentyzowany rozstgp z proby, zdefiniowane za pomoca statystyk ekstremal-
nych oraz odchylenie ¢wiartkowe okreslone za pomoca kwartyli rzedu pierw-
szego i trzeciego (por. R.J. Serfling [1991, s. 137]). Znajduja one zastosowanie
w procedurach oceny rozproszenia zmiennej losowej oraz wykrywania obserwa-
cji odstajacych w probie. Rozklad studentyzowanego rozstgpu wykorzystuje si¢
przy konstrukcji testow statystycznych stosowanych w analizie wariancji.
Definicja 1.2.7. Rozstgpem R z n-elementowej proby prostej X, X,,..., X,

n

nazywamy statystyke postaci:
R=X{-Xx{1, (1.2.3)

. (n) (n) . . « . . . ,
gdzie X |7, X, sa odpowiednio minimum i maksimum z proby.

Definicja 1.2.8. Rozstgpem studentyzowanym R, 2z proby prostej
X,,X,,..., X, nazywamy statystyke postaci:

: (1.2.4)

gdzie X ((1’;) , X ((:)) sa statystykami ekstremalnymi, natomiast

Sn=\/ ! Zn:(Xi—)?)z oraz )?zlzn:)(i.

n—13 n o
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Definicja 1.2.9. Odchyleniem ¢wiartkowym @ =z proby prostej
X,,X,,..., X, nazywamy statystyke postaci:

1

0= E(XOJS;n - X0,25;n )’ (1.2.5)

gdzie X X

z n-elementowej proby.

sa odpowiednio pierwszym 1 trzecim kwartylem

0,25:n 2 0,75;n

Analogicznie definiuje si¢ odchylenie kwintylowe, decylowe i percentylowe
z proby wykorzystywane do oceny zrdéznicowania warto$ci zmiennej losowe;j,
ktére w praktyce znajduja zastosowanie np. do szacowania ryzyka (por. K. Jajuga
[2007, s. 42]). Odchylenie kwintylowe z proby jest statystyka definiowana jako
polowa roznicy migdzy kwintylem czwartym 1 pierwszym, odchylenie
decylowe jest okreslane jako potowa roznicy migdzy decylem dziewiatym
1 pierwszym, za§ odchylenie percentylowe jako potowa réznicy miedzy percen-
tylem 99-tym i pierwszym.

Statystyki ekstremalne i kwartyle stuza do okre$lania srednich midrange
(midextreme), midhinge, trimean, bedacych estymatorami parametrow polozenia
(por. W. G. Gilchrist [2000, s. 195], S. Kotz i in. [2006, s. 4768, 8762]).

Definicja 1.2.10. Statystyka midrange nazywamy zmienna losowa postaci:

M - %(X;;; FX0), (1.2.6)

gdzie X ((1")) X ((:)) sa odpowiednio minimum i maksimum z proby prostej

b
X, X, .. X,

Definicja 1.2.11. Statystyka midhinge nazywamy zmienna losowa wyrazo-
na wzorem:

1
M, ZE(Xo,zs;n + X 250 )> (1.2.7)
gdzie X ,,, X,.5, sa odpowiednio pierwszym 1 trzecim kwartylem

z n-elementowej proby.

Definicja 1.2.12. Statystyka trimean nazywamy nastgpujaca zmienna losowa:

X, . +X, ..
T :%(Meﬁ-WJa (1.2.8)

m
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gdzie Me jest mediang z proby, natomiast X, ,,.,, X s, sa pierwszym i trzecim

kwartylem z proby.

Innymi estymatorami parametrow potozenia okreslonymi na podstawie sta-
tystyk pozycyjnych sa «-obcigta Srednia oraz «-winsorowska $rednia
(R. J. Serfling [1991, s.137, 258]).

Definicja 1.2.13. Statystyke wyznaczona w oparciu o probe prosta
X,,X,,..., X, postaci:

1 n—[na] 1
T =— Y X" odzie ae|0,— 1.2.9
" n-2nal i:[nzal]n @ 8 ( Zj ( )

nazywamy a-obcigta $rednia.

Definicja 1.2.14. Statystyke wyrazong wzorem:

1 n " n n
T, :;([na]X(([n)a]H) + ZX((I')) +[na]X((n)[na])j3 (1.2.10)

i=[na ]+l
. 1 .
gdzie o e(O,Ej oraz X((,.';), dla i=[na]+1, ..,n—[na], sa statystykami pozy-

cyjnymi wyznaczonymi na podstawie proby X,,X,,..,X,, nazywamy

n

o-winsorowska $rednia.

Mediana z proby, a-obcigta $rednia oraz a-winsorowska $rednia sg statysty-
kami wykorzystywanymi w odpornych metodach estymacji parametrow popula-
cji, gdyz pomijaja one istniejace obserwacje nietypowe (odstajace).

Funkcja statystyk pozycyjnych jest roOwniez statystyka nazywana spacja,
zdefiniowana w nastgpujacy sposob.

Definicja 1.2.15. Spacja Dl.("), dla 2 <i<n, nazywamy roznic¢ migdzy
kolejnymi statystykami pozycyjnymi X((,.’;) oraz X ((['L)l) wyznaczonymi na pod-

stawie proby losowej X,,X,,..., X, czyli

) _ y(n) (n)
D, —X(.) —X(i_]). (1.2.11)

i

Wektor spacji D" =[D§”),..., D,ﬁ")] wykorzystywany jest w konstrukcji
statystyk nieparametrycznych testow zgodno$ci oraz w badaniu wtasnosci dys-
trybuanty.
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Dla p-wielowymiarowych zmiennych losowych X = (X Xy X I,) okresla

si¢ p-wymiarowe statystyki pozycyjne m.in. statystyki ekstremalne (por.
S. Kotz, S. Nadarajah [2000 s. 95]).

Definicja 1.2.16. Niech X,,...,X, bedzie proba prosta pochodzaca z popu-
lacji X. Wielowymiarowa statystyka minimum ng)) nazywamy p-wymiarowy

wektor ztozony ze statystyk minimalnych wyznaczonych w oparciu o ciagi war-
tosci (X,,, X, 5, ., X,, ) dlai=1, ..., p, czyli

X() = (X0 X X (), ). (1.2.12)

gdzie X((l”l = min{X,.,l, . }

Definicja 1.2.17. Niech X,,...,X, bedzie proba prosta pochodzaca z popu-
lacji X. Wielowymiarowa statystyka maksimum XEZ; nazywamy p-wymiarowy
wektor zlozony ze statystyk maksymalnych wyznaczonych w oparciu o ciagi
wartos$ci (X,.,l,Xi’z, v Xl.’j dlai=1, ..., p, czyli

(n) _(y(n) (n) (n)
X = (x L xt, . xt)), (1.2.13)

gdzie X((:){i = max{Xl.’l, . ¢ }

1.3. Charakterystyki liczbowe i funkcyjne statystyk pozycyjnych

Kazda statystyke pozycyjna okresla funkcja gestosci lub funkcja rozkladu
prawdopodobienstwa, dystrybuanta oraz charakterystyki liczbowe, takie jak
warto$¢ oczekiwana i wariancja. Twierdzenia o rozktadach statystyk pozycyj-
nych przedstawione sa m.in. w pracach J. Bartoszewicza [1996, s. 68-76],
H. A. Davida, H. N. Nagaraja [2003, s. 9-22], C. Domanskiego, K. Pruskiej
[2000, s. 100-104], M. Fisza [1967, s. 395-408], M. Krzysko [1996, s. 46-52],
J. Wywiata [2004, s. 60-62]).

Sformutowane ponizej twierdzenia okreSlaja rozklady statystyk pozycyj-
nych wyznaczanych na podstawie ciagu X,,X,,..., X, niezaleznych zmiennych

losowych stanowiacych probe prosta wylosowana z populacji, ktdra utozsamiana
jest ze zmienna X.
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Laczny rozktad wektora statystyk porzadkowych X :{?,X ((2")), v X ((:)) ciaglej

zmiennej losowej X przedstawia nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3.1. Jezeli X,,X,,..,X, jest proba prosta wylosowana
z populacji X o rozktadzie ciaglym, okreslonym za pomoca funkcji ggstosci f, to

gestosc¢ tacznego rozktadu statystyk pozycyjnych X, X (), ..., X/} ma postac:

g(x(l),x(z),...,x(n))zn!Hf(x(k)) dla =00 <Xy < X(p) <o <X,y <0 (1.3.1)

Kolejne twierdzenia dotycza postaci rozktadu statystyk pozycyjnych X ((,’:))
dla k=1,2,...,n.

Twierdzenie 1.3.2. Niech X, X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowana

z populacji X o rozkladzie okreslonym za pomoca dystrybuanty F . Statystyka

pozycyjna X/}, dla k=1,2,...,n, ma rozklad o dystrybuancie wyrazonej wzo-
rem:

F,. (x)= Z(’ZJ(F(x))" (1-Fx)™. (1.3.2)

i=k

W szczeg6Inosci maksimum z proby X ((,’f)) ma rozktad okre$lony za pomoca

dystrybuanty:
F,,(x)=(Fx)", (13.3)

natomiast minimum z proby X ((1")) ma rozktad o dystrybuancie postaci:

F, (x)=im(F(x))’(1—F<x))"’ =1-(1-F@)". (134)

Twierdzenie 1.3.2 jest prawdziwe dla statystyk pozycyjnych wyznaczonych
W oparciu o probeg prosta wylosowana z populacji zarowno o rozktadzie skoko-
wym, jak i ciagtym.

W przypadku populacji badanej ze wzgledu na skokowa zmienng loso-
wa X o rozkladzie okreslonym za pomoca funkcji prawdopodobienstwa
p(x;)=p; dla i=1,2,.., gdzie x,,X,,... sa wartoSciami rosnaco uporzad-

kowanymi tej zmiennej, statystyka pozycyjna X (‘,’(’)), gdzie 1<k <n, wyznaczona
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na podstawie n-elementowej proby prostej ma rozktad prawdopodobienstwa
postaci:

P(X((,f;:x(,.)):n(’;)[ (1-p) ' — P 0-P,)"] dlai=1.2,.., (135

I=k

za$ dystrybuanta F,., k-tej statystyki pozycyjne;j:

Fk:n(x)zzn:(’;)ﬁ’(l—}z)"l, gdzie i=max{j:ijx}, (1.3.6)

1=k

gdzie B, =0, Bb=p,, P,=p,+p,,... P=p +p,+..+p,, ...

Dla populacji badanych ze wzgledu na ciagla zmienna losowa postaci roz-
ktadow statystyk pozycyjnych wyznaczonych na podstawie n-elementowej pro-
by prostej formultuja twierdzenia bgdace wnioskami z twierdzenia 1.3.2.

Twierdzenie 1.3.3. Jezeli X, X,,.., X, jest proba prosta wylosowana
z populacji X o ciaglym rozktadzie okreslonym za pomoca dystrybuanty F, to
statystyka pozycyjna X ((,:’)) , dla k=1,2,...,n, marozklad o dystrybuancie wyra-
zonej wzorem:

F(x)

n! k=11 Yk

Dystrybuanta F, , jest wigc superpozycja dystrybuanty rozkladu beta
,B(k, n—k+ 1) i dystrybuanty F.

Twierdzenie 1.3.4. Jezeli X,,X,,..., X, jest proba prosta wylosowana
z populacji X o ciaglym rozktadzie okreslonym za pomoca dystrybuanty F, to
funkcja gestosci -tej statystyki pozycyjnej X}, dla k=1,2,...,n, ma postac:

n! k1 n—k
gk:n(x)=m[17(x)] [1-FE)]™ f(0), (1.3.8)

gdzie f jest funkcja ggstosci zmiennej losowej X, dlai=1, 2, ..., n.

Funkcje gestosci statystyk pozycyjnych z n-elementowej proby prostej
X,,X,,...,X, moga mie¢ réznorodne postaci w zaleznosci od typu rozktadu
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prawdopodobienstwa populacji X (por. M. M. Desu [1971], C. Dimaki,
E. Xekalaki [1993]). W tablicy 1.3.1 przedstawione sa funkcje gestosci statystyk
pozycyjnych X (), gdzie k=1,2,...,n, wyznaczone dla wybranych ciagtych

rozkladow populacji, natomiast w tablicach 1.3.2 i 1.3.3 funkcje gestosci ich
szczegolnych przypadkéw — statystyk ekstremalnych. Do rozwazan wybrano
rozktady znajdujace zastosowanie w badaniach spoleczno-ekonomicznych (m.in.
rozklad wykladniczy, Pareto, Burra, Cauchy’ego, logistyczny), wykorzystywane
w analizach dochodow ludnosci, analizach przezycia, w teorii niezawodno$ci,
teorii masowej obstugi, w modelowaniu procesow na rynkach finansowych
i ubezpieczeniowych. Postaci charakterystyk funkcyjnych i liczbowych rozwa-
zanych rozktadéw podano w aneksie.

Z twierdzenia 1.3.4 wynika, ze funkcje gestosci statystyk pozycyjnych
mozna formalnie zapisa¢ za pomoca odpowiednich wzoréw, ale zwykle nie maja
postaci znanego, zdefiniowanego rozktadu. Sposrdéd rozwazanych rozktadow
statystyki pozycyjne wyznaczone na podstawie ciagu zmiennych losowych
o rozktadzie jednostajnym U(a,b) maja rozktady beta (por. np. C. Domanski

[1996, 5. 15-16]). W szczegdlnosci, statystyka X' ma rozklad A(l,n), za$

X" _rozktad B(n,1). Ponadto statystyka minimum X wyznaczona w opar-
(n) ysty a WY p

ciu o ciag zmiennych losowych o rozkladzie wyktadniczym Exp(A) ma rozktad
wykladniczy o wartosci oczekiwanej —, natomiast dla zmiennych o rozkladzie
n

Pareto Pa(f,a) statystyka X, ((1”)) ma rozktad Pareto Pa(6,na), a dla zmiennych

o rozkladzie Burra Br(a,c) statystyka minimum ma rozklad Br(na,c). Dla

(n)

rozktadu potegowego Po(A1) statystyka maksimum X

ma rozktad potegowy

Po(ni).
Kwantyl X . rzedu p charakteryzuje rozktad o funkeji gestosci postaci:
!
gp(¥)=—— [P} 1= F()I™ f(x), edy npeN (1.3.9)
(np —=Dl(n —np)!
lub
!
8yl = PR [P T £, edy mp e .

 ([mp))!(n~[np]—-1)!
(1.3.10)
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Tablica 1.3.1. Funkcje gestosci statystyk pozycyjnych rangi & dla wybranych rozktadéw ciagtych

Rozktad populacji Funkcja gestoscei statystyki X ((,'f))
k-1 .
! 1 acx®”
Br(a, - 1- dla x>0
(];’(a c)) Zinlx)= (k_l)g(n_k)![ (1+xc)“] (1+xc)a(n—k+1)+1 ax
urra
0 dla x<0
(x)——n! l+Larct r-m . .
S = G |2 28 T
Ca(m’ﬂ’) n—k
(Cauchy’ego) . l—Larctg(x_mj - A
2 A ;z(ﬂ +(x - m)z)
' k-1 n—k+l
Exp(A — l—exp -2 —ij dla x>0
PA) geald)={ - hn—h) m[ exp[ ijj [exp{ 2 o
(wykladniczy) 0 dla x<0
\ exp[—x_'u(n—k+l)]
7 nt S
lLOg-lSl(ﬂ,S) 8k:n (x)= (k _ 1)!(n _ k)! : B n+l
(logistyczny) {1 . exp[_ x—u D
S
k-1
| a a(n—k+1)
Pal(f, a) L Y WO glaxs0
i n (x): (k—l)!(n—k)! X xa(n—k+1)+1
(Pareto) o dl p
ax<
n! k-1 -k
— A dla 0<x<1
Po(2) g nx) = k—Din—A)! -] o
(potegowy) 0 dla x<0 v x>1
o Yol (p  \n—k
U(a,b) ni(x—a)"(b-x) dla x e [a,b]
(jednostajny na | €ken ()= (k = 1)1(n - )1 (b - @)’
przedziale [a, b)) 0 dla x¢[a,b]

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Tablica 1.3.2. Funkcje ggstosci statystyk minimalnych dla wybranych ciaglych

rozktadéw populacji

Rozktad populacji Funkcja gestosci statystyki minimum
acx®™!

Br(a,c) 2 (x) _ n—(l o )mm dla x>0
(Burra) o o

0 dla x<0

r n-1

1 1 xX—m A
Ca(m,ﬂ) a\x)=n|———arct, [ j
glJ( ) _2 T g 2 72'(/12+(x—m)2)’ x€eR

(Cauchy’ego)

n n
Exp(4 —exp[——xj dla x>0
( khl:cfni)cz ) ai()=1 4 4
w Y 0 dla x<0
Logist(,u s) n xX—pu X—pu -
> ’ Sien (x)=—exp(— n) 1+exp(——j , XeR
(logistyczny) ' s s
ad""
>
Pa(ﬁ, a) gl:n(x)Z n an dla x>0
(Pareto) 0 dla x<0
a-1 Ayt
Po() g (x): nix (lfx ) dla 0<x<1
(potegowy) " o dla x<0 v x>1
n—1
U(a,b) n% dla xe[a,b]
(jednostajny na prze- 2., (x)= (b-a)
dziale [a, b]) 0 dla x ¢[a,b]

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dla rozkladu U(a,b) kwantyl X = ma rozklad ﬂ(np,n—np+1) lub
B([np]+ Ln— [np]), odpowiednio gdy np e N lub np ¢ N.
Wykresy funkcji gestosci statystyk ekstremalnych i kwantyla rzedu 0,5 wy-

znaczone na podstawie dla 30-elementowego wektora zmiennych losowych o roz-
ktadzie jednostajnym i wyktadniczym przedstawione sa na rysunkach 1.3.11 1.3.2.
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Tablica 1.3.3. Funkcje gestosci statystyk maksymalnych dla wybranych ciagtych rozktadow

populacji
Rozktad populacji Funkcja ggstosci statystyki maksimum
. n-1 acx c-1
Br(a,c) n((1+x")‘ —1) ——— dla x>0
(Bur;a) £nnlx)= (1 +x¢ )mH
0 dla x<0
11 i Y
Ca(m, 1) Zun(X)=n 7+—arctg(ximﬂ P 1, xeR
12 7 A ﬁ(/l +(x—m) ) ’

(Cauchy’ego)

Exp(1)
(wyktadniczy)

n-1
n X X
8en(¥)= I(l - e"p(‘ ;D exp(— ﬂ dla x>0

0 dla x<0

Logist(,u,s)

—n—1
gn:n(x):ﬁexp(—x_'ujs[l+exp[—x_’uj] , XER
s K K

(logistyczny)
a n—1
4 na@ "
Pa(6, a) ¢ (x)= {1—(;] } o dlaxz0
(Pareto)
0 dla x<6
Po(2) ()= nAx"! dla 0<x<l
(potegowy) S 0 dla x<0 v x>1
n—1
U(a,b) n(x——a) dla xe [a,b]
(jednostajny na prze- 8 (x)= (b-a)

dziale [a, b]) 0 dla x ¢ [a,b]

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dla innych liczebnosci wektorow losowych ksztatty wykresow funkcji
gestosci poszezegodlnych statystyk pozycyjnych sa zblizone.

Na rysunkach 1.3.3—1.3.5 przedstawiono wykresy funkcji ggsto$ci mini-
mum, maksimum i mediany z proby — dla prob o liczebno$ciach n = 10, 30, 60
pochodzacych z populacji o rozktadzie wyktadniczym Exp(l).
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Rysunek 1.3.1. Funkcje ggstosci statystyk pozycyjnych wyznaczonych w oparciu
o probe 30-elementowa wylosowana z populacji o rozktadzie jednostajnym U(0,1)
Zrédlo: opracowanie whasne

8130 (x)

81530 (x)

o~
LT T o T e
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830:30 (x)

T
—

Rysunek 1.3.2. Funkcje gestosci statystyk pozycyjnych wyznaczonych w oparciu o probg
30-elementowa wylosowana z populacji o rozktadzie wyktadniczym Exp(1)

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 1.3.3. Funkcje gesto$ci minimum z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie
Exp(1) 1 wybranych liczebnosci prob

Zrbdto: opracowanie wlasne

<

10 (X
04 glO,lO() g30;30(x)

/ \ ':' %

&60:60 (%)

0.3 [
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|

0,1 |

0,2

Y

Rysunek 1.3.4. Funkcje gegstosci maksimum z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie
Exp(1) 1 wybranych liczebnosci prob

Zrodlo: opracowanie wlasne



28 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

83060 (%)

0 0,5 1,0 L5 2,0

Rysunek 1.3.5. Funkcje ggstosci mediany z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie
Exp(1) 1 wybranych liczebnosci prob

Zrodto: opracowanie wlasne

Klasy rozktadéw zmiennych losowych, dla ktérych rozwazano rozktady sta-
tystyk pozycyjnych, nie wyczerpuja wszystkich rozktadow majacych zastoso-
wanie w réznego rodzaju badaniach statystycznych. Dystrybuanty i funkcje
gestosci statystyk pozycyjnych dla innych klas ciaglych rozktadéow wyznacza
si¢, w sposob analogiczny, na podstawie twierdzen 1.3.31 1.3.4.

Funkcje prawdopodobienstwa i funkcje gestosci statystyk pozycyjnych po-
zwalaja okresli¢ ich charakterystyki liczbowe, m.in. warto$¢ oczekiwana 1 wa-
riancjg.

Twierdzenie 1.3.5. Warto$¢ oczekiwana (o ile istnieje) statystyki pozycyj-

nej X

> dla k=1,.....n, okreslonej na podstawie ciagu niezaleznych zmiennych

losowych X,,X,,..., X, o rozkladzie skokowym o warto$ciach rosnaco upo-
rzadkowanych  x), X, ..., 1 funkcji prawdopodobienstwa p(x([))z p; dla

i=1,2,... wyraza si¢ wzorem:

E(X)=2x P =x,)= Z[% (i ra-ry -pi0-p.) ]l
(1.3.11)
natomiast dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych X,,X,,..., X, o rozkla-

dzie ciaglym o dystrybuancie F' i funkcji ggstosci f ma postaé:
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JlFC - PO e

—0

o) T B n!
B [xewa o=t
(1.3.12)

W zagadnieniach teoretycznych i praktycznych czesto wykorzystuje sig fakt,
ze dla ciaglej zmiennej losowej X o funkcji ggstosci f'1 dystrybuancie F' zmienna
losowa Y = F(X) ma rozktad jednostajny na przedziale [0,1].

W szczegblnoscei, dla statystyk pozycyjnych X, X(), ..., X o ciaglych

rozktadach, zmienne losowe F (X o ), F (X o ), o F (X ((,’j))) maja rozktad jedno-

stajny na przedziale [O, 1], a ich funkcje ggstosci okresla nastgpujace twierdze-
nie (por. C. Domanski, K. Pruska [2000, s. 102]).

Twierdzenie 1.3.6. Jezeli X,,X,,...,X, jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych o rozkladzie ciaglym oraz X ((,f)) jest k-ta statystyka pozycyjna
wyznaczong na podstawie ciagu X,,X,,..., X, to brzegowy rozktad zmienne;j
Y, =F (X ((,f))) w lacznym rozkladzie statystyk X, X, ..., X! jest rozkladem

beta z parametrami g=k, p =n —k +1 i funkcja gestosci postaci:

n! k-1 n—k
gk.n(y) (k—l)!(n—k)!y ( y) a y

(1.3.13)

Zatem warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej Y, = F (X ((k"))) wyrazaja si¢

wzorami:

k ke(n—k +1
E(Y(k)): — o™ Dz(Y(k)):(nf-T(nJr)z)'

Do okreslenia wtasno$ci rozstepu z proby czy tez odchylenia ¢wiartkowego
z proby wykorzystuje si¢ twierdzenie o postaci funkcji gestosci tacznego rozkta-
du dwoch statystyk pozycyjnych (por. H. A. David, H. N. Nagaraja [2003,
s. 12]).

Twierdzenie 1.3.7. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozkladzie ciagtym, okre§lonym za pomoca funkcji gegstosci f, to

gestos¢ tacznego rozktadu statystyk pozycyjnych (X, X)) dla 1<r<s<n ma

postag:
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] WFO) PO S OIFON g
elx.y)= (=15 =r=1tf—s)! |
0 dla x>y.
(1.3.14)

Z twierdzenia 1.3.7 wynika, ze funkcja gestosci zmiennej losowej

(X WX ((:))) wyraza si¢ wzorem:

eley)= {n(n—l)[F(y)—F(X)]"Qf(x)f(y) dla x<y (g

0 dla x>y

Na podstawie wzoru (1.3.15) i twierdzenia o rozkladzie r6znicy zmiennych
losowych mozna wyznaczy¢ funkcjg ggstosci g, () rozstgpu R z n-elementowe;j

proby proste;j:
2,(r)= [ glx,x+rpx. (1.3.16)

Twierdzenie 1.3.8. Niech X ,X,,..., X, bedzie proba prosta pochodzaca
z populacji o rozkladzie ciaglym okreslonym za pomoca funkcji ggstosci £1 dys-
trybuanty F. Rozstgp z proby R=X) — X}’ ma rozklad o funkcji gestosci

okreslonej wzorem:

+00

g,(r)= In(n - 1)[F(x +r)- F(x)]"_2 F()f (x+ 7). (1.3.17)

—00

Nie dla wszystkich rozktadow mozna w sposob analityczny zapisaé wzor
na funkcj¢ gestosci rozstgpu z proby.

Dla rozktadéw wyktadniczego i1 jednostajnego postaci funkcji ggstosci roz-
stgpu sformutowano w twierdzeniach 1.3.9 i 1.3.10, natomiast na rysunkach
1.3.61 1.3.7 przedstawiono ich wykresy dla wybranych liczebno$ci prob.

Twierdzenie 1.3.9. Niech X, X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowana
z populacji o rozktadzie wyktadniczym Exp(A). Rozstep R z proby ma rozktad
o funkcji gestosci okreslonej wzorem:

. 2
gn(r)=(n—1)%e7(1—e7J dla r>0. (1.3.18)
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Wzér (1.3.18) wynika z wilasnos$ci funkcji gestosci i nastgpujacych prze-
ksztatcen:

Twierdzenie 1.3.10. Niech X,,X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowana
z populacji o rozktadzie jednostajnym U (a,b). Funkcja gestosci rozstgpu R z proby
ma postac:

n-2
n(n=Ur*(b—a=r) dla 0<r<b-a,
g, (r)= (b—a)" (1.3.19)
0 dla <0 v r>b-a.

Dla innych rozwazanych rozktadow teoretycznych istnieje mozliwos¢, na
podstawie proby losowej, numerycznego oszacowania wartosci funkcji gestosci
rozstepu.

Twierdzenie 1.3.7 wykorzystuje sig¢ rowniez do wyznaczania rozktadow in-
nych statystyk bedacych funkcjami dwoch statystyk pozycyjnych, m.in. odchy-
lenia ¢wiartkowego. Funkcja ggstosci zmiennej losowej (IX 025> X ¢ 0’75;n), gdy

0,25n € N wyraza si¢ wzorem:

nl[F@] ™" f)[F) - F)P™ fOf-F()]
gl(x,y)= (0,252 -1)1(0,572-1)1(0,25n)!
0 dla x>y,
(1.3.20)

dla x<y,

natomiast odchylenie ¢wiartkowe Q z n-elementowej proby ma funkcjg gestosci
postaci:

g, (Z)=Tg(x,x+z)fx. (13.21)
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Rysunek 1.3.6. Funkcje gestosci rozstgpu R z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie
wykladniczym Exp(1) i wybranych liczebnosci prob

Zrbdto: opracowanie wlasne
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Rysunek 1.3.7. Funkcje gestosci rozstgpu R z proby wylosowanej z populacji o rozkltadzie
jednostajnym U(0,1) i wybranych liczebnos$ci prob

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Dla populacji o rozkladzie U(a,b) posta¢ funkcji gestosci odchylenia

¢wiartkowego z proby przedstawiona jest w twierdzeniu 1.3.11. Niestety, dla
wigkszos$ci rozktadow nie da sig wyznaczy¢ analitycznej postaci funkcji gestosci
odchylenia ¢wiartkowego z proby.

Twierdzenie 1.3.11. Niech X,,.X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowana
z populacji o rozktadzie jednostajnym U(a,b). Funkcja gestosci odchylenia
¢wiartkowego O z n-elementowej proby, gdy »n jest liczba naturalng podzielna
przez 4, ma postac:

n!(b_a_Z)U,SnZU,Sn—l
. gdy 0<z<bh-a,
g.(2)=1205)05n-1b—a)y =% " TFT7TE (13.22)

0, gdy z<0 v z>b-a.

W analogiczny sposoéb mozna wyznaczy¢ rozktad odchylenia ¢wiartkowe-
g0, gdy 0,251 ¢ N. W tym przypadku (X, ..., X, )= (X000, X000 ).

1.4. Graniczne rozklady statystyk pozycyjnych

Wsrod ciggow statystyk pozycyjnych {X ((k’))} wyroznia si¢ dwa typy

neN
(por. M. Fisz [1967, s. 390]):
— ciagi statystyk centralnych,
— ciagi statystyk skrajnych.

(n)

P }neN nazywamy ciagiem

Definicja 1.4.1. Ciag statystyk pozycyjnych {X

statystyk centralnych, gdy limﬁ =4 oraz 0< A<,

n—w p

Definicja 1.4.2. Ciag statystyk pozycyjnych {X ((,f)) }neN jest ciagiem statystyk

skrajnych, gdy lim K =0 lub limE =1.
n—wo n n—wo p

Liczbg A€ (0, 1) nazywamy ranga graniczng ciagu statystyk centralnych.
Ranga graniczna ciagu statystyk skrajnych jest rowna 0O lub 1.
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Ciagi statystyk centralnych otrzymujemy, gdy k jest funkcja », np.
k= [np] +1, gdzie pe (O, 1). Gdy za k przyjmiemy ustalona liczb¢ naturalng ze
zbioru {1, 2, .. n}, to uzyskamy ciag statystyk skrajnych.

Ciagi kwantyli X _, gdzie pe (0, 1), sa ciagami statystyk centralnych, za$

pin >

ciagi statystyk ekstremalnych X ((l';) , X ((:))

Rozklady graniczne statystyk centralnych i skrajnych charakteryzuja sig
réznymi wlasnosciami. Rozklady statystyk centralnych sa asymptotycznie nor-
malne, natomiast rozklady graniczne unormowanych statystyk ekstremalnych
naleza do rodziny tzw. uogoélnionych rozktadow statystyk ekstremalnych (por.
E. Castillo i in. [2004, s. 212], P. Embrechts i in. [1997, s. 152—155]). Wyro6z-
niamy klas¢ uogdlnionych rozktadéw statystyk maksimum ( GEVD,, ) oraz klasg

to ciagi statystyk skrajnych.

uogodlnionych rozkladoéw statystyk minimum ( GEVD,)).

Definicja 1.4.3. Uogo6lnionym rozkladem statystyki maksimum (GEVD,,)
nazywamy rozktad okreslony za pomoca dystrybuanty:

F‘;j\,/[c)',g (x) =

exp. —(1+§

exp[— exp(—

X

— U
o

xX—p

dla &0,

1+¢ >0,

(1.4.1)

)é
=

dla £=0, xeR,

. . . . . 1
gdzie u jest parametrem potozenia, o — skali, natomiast — — parametrem

ksztattu.

Szczegdlnymi przypadkami rozkladu (1.4.1) sa trzy nastgpujace rodziny roz-
ktadow (por. J. Beirlant i in. [2004, s. 45-72], S. Kotz, S. Nadarajah [2000, s. 6-8]:
— typu Gumbela G/ (/1,5 ) , 4,0 € R, o dystrybuancie okreslonej wzorem:

H, ;s (x) = exp(— exp(—%jj dla x e R. (1.4.2)
— typu Frécheta F r(}t,é‘,}/), 1,0 € R, y >0, o dystrybuancie postaci:
0 dlax <4,
(1.4.3)

o _ N
2487 (X) exp[— (%) j dla x> A,
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— typu Weibulla IW(/L g, 7/) , 1,0 e R, y >0, odystrybuancie:

4
exp _(_x—}tj dla x <A,
H,,, (x)= 5 (1.4.4)
1 dla x> A.

Rodziny rozktadoéw (1.4.2—1.4.4) nazywane sa rowniez typu I, typu Il oraz
typu III. Rozktad statystyki maksymalnej typu III zwany jest rozktadem odwro-
conym Weibulla.

Posta¢ dystrybuanty rozkltadu Frécheta otrzymujemy z rozktadu GEVD,,,

gdy &= l, HU=A+0 1 0= é, rozktad odwrocony Weibulla, gdy & = —l,
4 4

I

H=A+0 oraz o = é, za$ rozktad Gumbela mamy, gdy u=11 o =9.
e

Funkcje gestosci rozktadéw Gumbela, Frécheta i odwroconego Weibulla
o dystrybuantach (1.4.2)—(1.4.4) sa odpowiednio postaci:

f%o\(x)zlexp(— x4 —exp[— x;‘ijj dla x € R. (1.4.5)

o o
0 dla x< 4,

)= N\ _a\7 1.4.6
fz,/l,a,y (x) %(x 51) exp(—[x 5/1) j dla x> A, ( )
y-1 e
l(_ ﬂj exp| — (—ﬁj dla x < /1,

Fors, (x)z S S S (1.4.7)
0 dla x> A,

gdzie 1,0 € R, y>0.

Wprowadzajac zmienng Z = , otrzymujemy unormowane zmienne

losowe o rozktadach Gumbela, Frécheta oraz odwroconym Weibulla. Dystrybu-
anty tych rozkltadéw oznaczane sa odpowiednio H,,, H H, , a funkcje

2,72 3,7
gestosei f,, f,, oraz f; .
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Wykresy wybranych dystrybuant unormowanych rozktadow typu I, II i III
oraz ich funkcje ggstosci przedstawione sa na rysunkach 1.4.11 1.4.2.

Rysunek 1.4.1. Dystrybuanty H, ,,H;, (y =1,2)oraz H,,

2.7

Zrodlo: opracowanie wlasne

Rysunek 1.4.2. Funkcje ggstosci rozktadow typu I, III (7 =1, 2 ) oraz typu |

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Wykres funkcji H,, dzieli ¢wiartki 11 IT uktadu wspotrzednych na dwa ob-
szary. Po jego prawej stronie znajdujg si¢ wykresy dystrybuant H, 1 jest tzw.

obszar przyciagania dystrybuanty granicznej typu Frécheta, zas po lewej stronie
znajduja sig wykresy dystrybuant H, i jest to obszar przyciagania dystrybuanty

typu Weibulla. Podstawowe charakterystyki liczbowe uogolnionych rozktadow
maksimum przedstawione sa w tablicy 1.4.1.

Tablica 1.4.1. Parametry rozktadow maksimum

Parametr Rozktad Rozktad odwrécony Rozktad
rozktadu Frécheta Weibulla Gumbela
Wartosé A+ (51"[1 —l} y>1 A- &(1 + lj 240577726
oczekiwana 1% 1%
! 1
Mediana 4450693 7 41— 50,6937 A+0,36650
il il B d
17 1Y) a-o L=1|",gdy y>1
Dominanta [1 + }/J l(l + }/J +6 [ y J y)
A, gdy y<1
262
5? r(l—gJ—rz(l—lJ sz[r[uzjrz(ulﬂ z°8
Wariancja 4 4 I I 6
gdy y>2
1 i
Kwantyl O, A+5(-Inp) s A-6(-lnp); A=31n(~In p)

Zrodlo: opracowanie na podstawie E. Castillo i in. [2004, s. 201-202].
Zwiazek migdzy statystykami ekstremalnymi:

X =min{X,,X,,... X

M }=—max{— X=X, '--:_Xn}z—(— X)EZ;

(1.4.8)

n

umozliwia wyznaczenie dystrybuanty granicznej £, . statystyki minimum X, ((l”)).

Dystrybuantg graniczna minimum X ((1'1)) wyznaczamy, korzystajac z zaleznosci:

F/J”,’(‘i,f (x) = l - F/JA,/IO',é (_ x)’

gdzie F ”Afm ¢ Jest dystrybuanta graniczng zmiennej X ((:))-
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Rozklady graniczne minimum naleza do rodziny uogélnionych rozktadow
statystyk minimalnych.

Definicja 1.4.4. Uogdlnionym rozkladem statystyki minimum (GE VDm)
nazywamy rozktad okreslony za pomoca dystrybuanty:

1
Lem;—@—gx_”jé dla €20, 1-¢2"H 50,
m (o2 (o2

F;,,g,g (X) =

o

l—exp(—exp(x_’u)) dla £=0, xeR

(1.4.9)

Zmienng losowa X ((,”)), analogicznie jak zmienng X ((:)) , moze charakteryzo-
wac jeden z trzech rozktadow granicznych:
— odwrocony Gumbela /G!/ (/1,5 ), 1,0 € R, o dystrybuancie:

Ll’l’ﬁ(x):l—exp[— eXp(x_/lj} X€R. (1.4.10)

— odwrocony Frécheta IFr(l, 0, 7/), A,0 € R, y >0, odystrybuancie:

-7
I—exp —(——X_ZJ dla x < 4,
L,,,,(x)= s (1.4.11)
1 dla x> 2,

— Weibulla W(4,d,y), 1,06 € R, y >0, o dystrybuancie:

0 dla x<A4,
, _ v 1.4.12
345y (x) 1— exp(— [%) J dla x> A. ( )

Charakterystyki liczbowe statystyk minimum przedstawione sa w tablicy

1.4.2. Podobnie jak w przypadku maksimum, zmienna X ((1")) mozna standaryzo-

wag, otrzymujac rozktady o parametrach A =0 1 § =1 oznaczane odpowiednio
L,,L,, oraz L.

2,72
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Tablica 1.4.2. Parametry rozktadéw minimum

Parametr Rozktad odwrécony Rozktad Rozktad odwrocony
rozktadu Frécheta Weibulla Gumbela
Wartos¢ 1 1
oczekiwana /I—ér[l—;} y>1 A+ él“(l +;j A1-0,577726
Mediana 1 1
2-50,693 7 A+50,6937 A-0,3663
Dominanta | 1
1 1 r=y
1)~ 1) At 6[ y ]
1+— AYl+—| =0 A
e e egdy y>1,
A,gdy y<I
Wariancja 5’ F(l —3] - r2(1 —lj 52{r(1+3}r2(1 +lﬂ 7’8
Y V4 e e 6
gdy y>2
K 1 1 1
wantyl O, 2—o(=In(1=p)) A+s(Cm-p))y | A+ Sin(-In(1 - p)p)

Zrédto: opracowanie na podstawie E. Castillo i in. [2004, s. 201-202].

Wykresy dystrybuant i funkcji gesto$ci standaryzowanej zmiennej X" dla

(O]

wybranych warto$ci parametru ) przedstawione sa na rysunkach 1.4.31 1.4.4.

10

Rysunek 1.4.3. Dystrybuanty L, ,,L; , (y =1,2)oraz L,

Zrbdto: opracowanie wlasne
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£, %) 7, \\\fs.l )
R 1 v
5

Rysunek 1.4.4. Funkcje gestosci rozktadow typu odwréconego Frécheta i Weibulla
(7 =1,2) oraz odwréconego Gumbela

Zrbdto: opracowanie wlasne

Warunki dostateczne, okre$lajace istnienie i posta¢ dystrybuant granicznych
rozktadow ekstremalnych, czyli przynalezno$¢ dystrybuanty F do obszaru przy-
ciggania dystrybuanty granicznej odpowiedniego typu, precyzuja twierdzenia
1.4.111.4.2 (por. E. Castillo i in. [2004, s. 203-204]).

F oraz

Twierdzenie 1.4.1. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie

F'(l-g)-F'(1-2¢) ..
m =2
=0 F(1-2¢)- F'(1-4¢)

, (1.4.13)
to rozktadem granicznym unormowanej statystyki maksimum X

(m)
niony rozktad statystyki maksimum o dystrybuancie okreslonej wzorem (1.4.1)
o wartosci parametru ksztattu &.

o Jjest uogol-

Gdy £ <0, to maksimum ma rozktad odwrocony Weibulla, jesli £ =0, to
rozktad Gumbela, natomiast gdy & > 0 — rozklad Frécheta.

F oraz

Twierdzenie 1.4.2. Jezeli zmienna losowa X ma rozktad o dystrybuancie

. F(e)-F'(2¢) ..
B F o) F ()

b

(1.4.14)
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to rozktadem granicznym unormowane;j statystyki minimum X ((1’;) jest uogolnio-

ny rozktad statystyki minimum o dystrybuancie postaci (1.4.9) z parametrem
ksztattu ¢.

Dla statystyki X ((:)) wyznaczonej w oparciu o ciag niezaleznych zmiennych
losowych X, X,,..., X

,» stanowiacych probg wylosowana z populacji o dystry-
buancie F, mozemy okresli¢ warunek dostateczny przynaleznosci dystrybuanty
statystyki X ((:)) do okreslonego typu dystrybuant, korzystajac z twierdzenia 1.4.3
(Fishera-Tippetta) oraz twierdzen 1.4.4-1.4.6 (por. M. Czekata [2001,

5. 20-31)).

Twierdzenie 1.4.3. Niech X,,X,,.., X, bedzie ciagiem niezaleznych

zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie o dystrybuancie F. Jezeli ciag
X" —qa
zmiennych losowych (Y,) ., gdzie Y, =% oraz (a,)_,, (b,)_, sa

n
n

ciagami liczb rzeczywistych, jest zbiezny wedlug rozktadu do zmiennej Y o nie-
zdegenerowanym rozktadzie okreslonym przez dystrybuant¢ H, to dystrybuanta

H jest dystrybuanta rozktadu typu Gumbela, Frécheta lub odwrdconego
Weibulla.

Postaci ciagow (an) (bn )neN normujacych statystyki maksimum X, ((:)) dla

neN?

poszczegblnych typow dystrybuant H okreslaja nastgpujace warunki dostateczne.

Twierdzenie 1.4.4. Jezeli dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych
X,,X,,..., X, ociagltej dystrybuancie F' spelnione sq warunki:

a) funkcja gestosci f (x) ma ujemng pochodnag f ’(x) dla xe(xo,xF),
gdzie x, <o oraz f(x)=0 dla x>x,,

by tim L =FO)_
)

to

lim P

n—w0

{max{Xl,Xz,...,Xn}—a
b

n

s <x}=H1’0(x), (1.4.15)
gdzie

anzF'](l—l) oraz bnzF'l[l—i)—an. (1.4.16)

n ne
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Twierdzenie 1.4.5. Jezeli dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych
X,,X,,..., X, ociagltej dystrybuancie F spelnione sa warunki:

a) supix : F(x)<1}=+oo,

b) istnieje taka stata y > 0, ze dla kazdej wartosci x > 0 mamy:

1imi(tx)=x-n (1.4.17)
= 1 - F(t)
to
li_l}’l;!P{maX{ 1al;Xz,-..,Xn} < x} =H2,;/('x)7 (1.4.18)
gdzie
b, :Fl(l—l} (1.4.19)
n

Twierdzenie 1.4.6. Jezeli dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych
X,,X,,..., X, ociagltej dystrybuancie F spelnione sa warunki:
a) funkcja gestosci f(x) >0 dla x e (xo,xF) oraz f(x) =0 dla x>x,,

b) limM =y dla pewnej stalej y >0,

v 1-F(t)
to
lggp{maX{X“Xz"”’X" jma, x} = H,,(x), (1.4.20)
gdzie
a,=a=sup{x:F(x)<1} oraz b = a—Fl(l—%j. (1.4.21)

Rozktad Frécheta charakteryzuje rozklad graniczny statystyk maksymal-
nych zmiennych losowych o tzw. grubych (ciezkich) ogonach, czyli zmiennych,
dla ktorych prawdopodobienstwo wystapienia wartosci nietypowych jest wyzsze
niz w przypadku rozktadu normalnego. Rozktad odwrécony Weibulla jest
granicznym rozktadem statystyk maksymalnych zmiennych losowych przyjmu-
jacych wartoéci z ograniczonego przedzialu, nazywanych réwniez zmiennymi
o krotkich ogonach, natomiast Gumbela — maksimum zmiennych losowych
o cienkich ogonach.

Dla statystyki minimalnej mozna sformulowacé nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.4.7. Niech X,,X,,..,X, bedzie ciagiem niezaleznych

zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie o dystrybuancie F. Jezeli ciag

n

(n) _
zmiennych losowych (Y,) ., gdzie Y, =% oraz (c,) ., (d,) _, sacia-

n

gami liczb rzeczywistych, jest zbiezny wedtug rozktadu do zmiennej ¥ o niezde-
generowanym rozktadzie okreslonym przez dystrybuante L, to L jest dystrybu-

anta rozktadu odwréconego Gumbela, odwrdconego Frécheta lub Weibulla.

Postaci wyrazéw ogolnych ciagow (cn )ne Vo (a’n )ne v normujacych statystyki
minimalne X ((,”)) sa nastepujace:

— dla rozktadu odwréconego Gumbela:

c, =F" (lj oraz d,=c,—F" (LJ, (1.4.22)
n ne
— dla rozktadu odwroconego Frécheta:
41
c,=0 oraz d,=\F|—|, (1.4.23)
n
— dla rozktadu Weibulla:
¢, =inf{x: F(x)>0} oraz d, =F" (lj —c,. (1.4.24)
n

Dla wybranych rozkladéw zmiennych losowych X, X,,..., X, wyznaczone
zostaly postaci rozktadow granicznych maksimum X ((,’j)) i minimum X ((1")). Przed-
stawiaja je twierdzenia 1.4.8 — 1.4.15.

Twierdzenie 1.4.8. Jezeli X, X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadzie Cauchy’ego Ca(m,ﬂ,), to unormowane maksimum

X ((,f)) oraz minimum X ((1")) maja rozktady graniczne typu Frécheta.

Dla rozktadu Cauchy’ego o dystrybuancie F (x) = larctg( al :’th + %
T

otrzymujemy F~'(p) = ﬂtg(p - %)ﬂ' +m dla pe [O, 1].
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Poniewaz spetniony jest warunek:

ctg(er)—ctg(2er) B

=lim
£—0 /ug(; - Zgjﬂ- _ ﬂtg[; _ 4‘9)” £—0 Ctg(zé‘ﬂ')— Ctg(4€7l')

) _lim 4r cos(457r) 2,
) =0 27c08(267)

. sin(4er
= lim—
=0 sin(2e7

zatem jak wynika z twierdzenia 1.4.1, rozkladem granicznym unormowanej

: . : 1
statystyki X ((,’:)) jest rozktad Frécheta, gdzie y = é =1 oraz b, =F 1(1——] =

n
= /Itg[l 1 ljﬂ' +m= lctg(zj +m.
n 2 n

Stad mamy:

X(n)
limP{—"——<xt=H, (x).

n_m lctg(”j +m
n

Dla statystyki minimum X ((l”)) otrzymujemy:

1 1
ﬁtg(s - )7[ - ﬂtg(&e - jﬂ'
lim 2 2) lim ctg(2ex)-ctg(er) 2,

o itg(zg B ;),, - /”ttg(4€ - % jﬂ - e0ctg(dern)-ctg(2em)

czyli zgodnie z twierdzeniem 1.4.2, granicznym rozktadem unormowane;j staty-
styki X ((1") jest rozklad odwrocony Frécheta, gdzie y=1 oraz

d, = ‘F‘ (lj = ‘— lctg[zjﬂ +m
n n
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Zatem

X(n)
limP{——————<xp =L, (x).

Hw ‘m - ﬂctg(”)
n

Twierdzenie 1.4.9. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych o rozktadzie Pareto Pa(6,a), to unormowane maksimum X ((:))

ciagu tych zmiennych losowych ma rozktad graniczny typu Frécheta, za$ unor-
mowane minimum X, ((1")) ciagu tych zmiennych losowych ma rozklad graniczny

typu Weibulla.

Dla zmiennej losowej o rozkladzie Pareto funkcja odwrotna do dystrybuan-
ty ma postac:

F(p) =ﬁ dla pelo,1].

Korzystajac z twierdzenia 1.4.1, otrzymujemy:

o __ 9

11\ (1 1/a Va 2

i Fi (1-¢) Fi(l 2¢) I ) Wy
0 F 1(1_25)_17 1(1—45) >0 0 0

wigc statystyka maksimum charakteryzuje si¢ granicznym rozktadem Frécheta,

1
gdzie yzéza oraz b, :F‘EI—l):n“H.

n
Zatem
X((n) X((n))
limP{—"- < xt=limP{—"2L <xt=H, (x).
n—ow bn n—o H% 2,
—1 _ -l _ Va _ 1 _ 1/a
Poniewaz lim F(e)-F(2¢) =lim (1-26)"-(1-2) =27, z twier-

0 F(2¢)-F(4g) 0 (1-4e) —(1-2¢)"

dzenia 1.4.2 wynika, ze graniczny rozktad unormowane;j statystyki minimum
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X ((1")) jest rozktadem Weibulla o dystrybuancie L3’1(x) ()/ = —é = 1} State nor-

0
{1=1/n

mujace sa postaci: ¢, =inf{x: F(x)>0}=6 oraz d, =

Stad otrzymujemy:

xih-o
lim P U f1-1/n <x}t =L, (x)
wm {m /n x} (%)

Twierdzenie 1.4.10. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozkladzie Burra Br(a,c), o dystrybuancie postaci
F(x)=1 —(1 +x° )7”, gdzie a>0,c¢>0 oraz x>0, to unormowane maksimum
X ((:)) ma rozklad graniczny typu Frécheta, natomiast unormowane minimum

X{! ma rozktad graniczny typu Weibulla.

Z réwnosci:

R
oraz

i FE)=F ) - 1oya-2e -1

=0 F(2e)=F7(4e) =0 gfa-26) T —1—5f(1-4e) " -1

wynika, ze rozktadem granicznym maksimum jest rozktad Frécheta o dystrybu-
ancie H,,, natomiast rozktadem granicznym minimum jest rozktad Weibulla
o dystrybuancie L ,.

3,—

c

Dla statystyki X ((:)) mamy b, = %/%/; —1, natomiast dla minimum state nor-

mujace sq postaci: ¢, =inffx: F(x)> 0}2 0 oraz d, =§ (l—lj -l
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Zatem

n—

X(ﬂ)
lim P %<x =H,_(x)
n—0 cla 1

oraz

X(")
mP{——9  <xl=1 (x).
3,—

n—»0 7l
-
n

Do innych rozktadow zmiennych losowych, dla ktorych ciagi statystyk
maksymalnych maja rozktad Frécheta, naleza rowniez rozktady: ¢#-Studenta, log-
gamma oraz rozklady « -stabilne dla a <2.

Dla zmiennych losowych o rozktadach pozbawionych ogona (o kroétkich
ogonach), np. o rozkladzie jednostajnym, potegowym, beta, odwroéconym Pareto
czy tez odwroéconym Burra, maksimum i minimum z proéby maja rozklady typu
Weibulla.

Twierdzenie 1.4.11. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0,1], to unormowane
statystyki ekstremalne X ((,f)) oraz X, ((1';) maja rozktady graniczne typu Weibulla.

Poniewaz

li toeltis
o0 (1-28)-F'(1-4¢) =91-2c—1+4s

i F)-F2e)

N F2e)-F '(4e)

F'(1-g)-F'(1-2¢) T e G

zatem unormowane statystyki ekstremalne X, ((:) oraz X ((1")) charakteryzuja roz-
ktady graniczne Weibulla oraz y =1.

Ponadto ciagi stalych normujacych dla statystyki maksimum maja wyrazy

ogolne postaci: a, =sup{x: F(x)<1}=1 oraz b, =1-F" El —l) = l, natomiast
n) n

dla statystyki minimum: ¢, =inf{x: F(x)>0}=0 oraz d, = F" (lj L
n) n



48 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

Stad

X -1
lim P (1; <xp=limPi(X" ~1) < x|= H,,(x)
n n—ow ’

oraz

X(n)
lim P T(Z <xp=lim Plux ) < xf=L,,(x).

Twierdzenie 1.4.12. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadzie potggowym Po(A), to unormowane statystyki eks-

tremalne X ((:)) X ((1")) maja rozktady graniczne typu Weibulla.

Dla rozktadu Po(A) otrzymamy:

-1(1 _ (71 _ _ Vi _ _ /2
oo F (1-¢)-F'(1-2¢) A= =29
=0 F(1-28)-F'(1-4g) 0 (1-2¢&)"" —(1—4g)"

oraz

-1 -l i _ 1/4 _ Al
lim - (e)-F 7(2‘9) ST Sl C) LN e S ST,
=0 F'(28)-F'(4e) =0 (26)"" —(4g)*  +>0 214 41

czyli statystyka X ((:)) ma rozktad graniczny typu Weibulla o dystrybuancie H,,

i wyrazy ogolne ciggébw  stalych  normujacych sa  postaci:
1

a, =sup{x:F(x)<1}=1, b, :1_(1_ljl_

n

Unormowang statystyke X, ((1”)) charakteryzuje rozktad graniczny Weibulla

1
L,,,przy czym c, = inf{x: F(x)>0}=0, d, = (lj;
n
Wynika stad, ze
(n)
Xy —1
lim Py ——<x=H;,(x)

n—»om 1 N
1-(1-1)
n
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oraz

lim PR/ X < xf= L, ().

pch m
A

Do grupy rozktadéw typu Gumbela (Gumbela, odwréconego Gumbela) na-
leza m.in. rozklady graniczne unormowanych maksiméw i miniméw zmiennych
losowych o rozktadzie normalnym, log-normalnym, logistycznym oraz unor-
mowane statystyki maksimum zmiennych losowych o rozktadzie gamma, w tym
wyktadniczym.

Twierdzenia 1.4.13—1.4.15 okre$laja postaci rozkltadéw granicznych staty-
styk ekstremalnych, w przypadku gdy X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym, logistycznym oraz normalnym.

Twierdzenie 1.4.13. Jezeli X, X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozkladzie wyktadniczym Exp(/”t), to unormowane maksimum
X ((:)) ma rozktad graniczny Gumbela, natomiast unormowane minimum X ((1")) ma

rozktad graniczny Weibulla.

Dla rozktadu wyktadniczego funkcja odwrotna do dystrybuanty jest postaci:
F™'(x)=-AIn(1-x), czyli korzystajac z twierdzen 1.4.1 i 1.4.2, otrzymujemy:

i F'l-¢)-F'(1-2¢) _ i~ Alng+AlnQ2e)
o0 F1(1-2¢)—F'(1—4g) 9 — Aln(2¢) + Aln(4s)

oraz

-1 -1
i Fi (¢)-F 7(25) i An(-g)+ 2ln(1-28)
s>0 F(26)-F'(4g) e>0—Aln(1-2¢)+ Aln(1-4¢)

Zatem statystyka maksimum X ((,’:)) ma rozktad graniczny Gumbela H, ,, za$
unormowana statystyka minimum X ((1”)) — rozktad Weibulla L, (x).

Wyrazy ogo6lne ciagow statych normujacych statystyke maksimum wyrazaja

. . . 1 - 1
si¢ wzorami postaci: a,=F" (1 - —j =Alnn oraz b,=F 1(1 ——) -a, =
n ne

=—1 ln(l - (1 - LD —Alnn =4, natomiast statystyk¢ minimum: ¢, =0 oraz
ne

d =F"(lj—cn = Al
n n—1
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Otrzymujemy zatem

X" —Alnn
lim P ()T <xp=H,,

oraz

xm
lim P @ <xp=Ly,(x)
noo | A(Inn—In(n -1)) ’

Twierdzenie 1.4.14. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadzie logistycznym Logist(u,s), to unormowane maksi-

mum X, ((:)) 1 minimum X ((1”)) maja rozktady graniczne typu Gumbela.

Poniewaz funkcja odwrotna do dystrybuanty rozktadu logistycznego ma po-

staé: F7'(x)=p—s lnEl - 1) , zatem
X

Flee)-F(1=20) . Mo
lim —— _ —lim— 1228 1-¢ _4
=0 F(1-2¢)-F(1-4¢) T

oraz

Fl(e)-F'(2¢) _,. ln(zls_lj_ln(i_lj ~1.

li =
0 F(26)— F ' (4¢) iwm(l_q_m(l_q

W tym przypadku wyrazy ogolne ciagow statych normujacych statystyke

. . . ne—1 .
maksimum wyrazone sa wzorami: a, = u+sln(n—1), b, =sln , hatomiast
n —_—
- ne—1
statystyke minimum: ¢, = u—s ln(n ~1) oraz d, = sln
n—

Stad

lim P

{ X —u—sln(n-1)
s

(In(ne—1)—In(n—1)) < x} =H,,
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oraz

X0 —p+sn(n-1

lim P{ - a ( ) <xp=1L O(x).
>0 | s(In(ne—1)—In(n—1)) ’

Twierdzenie 1.4.15. Jezeli X, X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o standaryzowanym rozktadzie normalnym N (0,1), to unormowane
maksimum X ((,:’)) 1 minimum X ((1”)) maja rozklady graniczne typu Gumbela o dys-
trybuantach, odpowiednio, H,,i L,,. Przy czym state normujace dla statystyki
_Inlnn+Indz
2(2 lnn)l/ ’
d =b,.

maksimum sg postaci: a, =(2In n)l/ ? oraz b, =(2In n)_l/ ?, nato-

miast dla statystyki minimum: ¢, =—a

no

Dla wybranych populacji X typy granicznych rozktadow statystyk maksy-
malnych i minimalnych wyznaczanych na podstawie prob prostych
X,,X,,..., X, przedstawione sa w tablicy 1.4.3.

Tablica 1.4.3. Typy rozktadow statystyk ekstremalnych dla wybranych populacji

Rozktad X Rozktad X, ((:;)) Rozktad X ((1"))
Beta Weibulla Weibulla
Burra Frécheta Weibulla
Cauchy’ego Frécheta Frécheta
Gamma Gumbela Weibulla
Gumbela Gumbela Gumbela
Jednostajny Weibulla Weibulla
Logistyczny Gumbela Gumbela
Log-normalny Gumbela Gumbela
Normalny Gumbela Gumbela
Pareto Frécheta Weibulla
Potggowy Weibulla Weibulla
Rayleigha Gumbela Weibulla
t-Studenta Frécheta Frécheta
Wyktadniczy Gumbela Weibulla

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Nie dla wszystkich rozktadow istnieje dystrybuanta graniczna. Przyktadami
rozktadow, dla ktorych nie da si¢ okresli¢ granicznego rozktadu statystyk eks-
tremalnych, sa rozklady Poissona i geometryczny. Dla tych rozktadow, przy
dowolnym wyborze stalych @, 1 b,, prawdopodobienstwo zdarzenia

n?

X ((:)) <a,+b,x wynosi0lub 1 (por. R. Korzonek [2009]).

W praktycznych zastosowaniach wykorzystywane sa nie tylko rozktady
graniczne statystyk min{X X s ees X n} i max{X 5 Xy X, }, ale rowniez roz-
ktady graniczne innych statystyk pozycyjnych (por. M. Czekata [2001, s. 30-31]).

Postaci rozktadow k-tych statystyk pozycyjnych, gdzie 1<k <n, zaleza

od rozkladu granicznego statystyk ekstremalnych. Twierdzenia 1.4.16 1 1.4.17
okreslaja graniczne rozklady statystyk pozycyjnych rangi n —k +1 oraz k.

Twierdzenie 1.4.16. Niech X"

s> dla & >1, bedzie (n—k +1)-sza staty-
styka pozycyjna bgdaca funkcja proby prostej X,,X,,..., X, . Jezeli dla pew-

nych ciagow (a, )neN, (b, )neN o wyrazach dodatnich zachodzi réwnos¢

X, X, }- . .
limP{maX{ "b’ J-a, <x}=H(x), gdzie H jest jedna z dystrybuant
H, H,, H,, to
X" o _—a
lim P %q =H"(x), dla k>1, (1.4.25)
gdzie
k-1 1
H"(x)=H(x)- —'(—lnH(x))’. (1.4.26)
i

Twierdzenie 1.4.17. Niech X ((,’f)) bedzie k-ta statystyka pozycyjna bedaca

funkcja proby prostej X,,X,,..,X,. Jezeli dla pewnych ciagow (cn)

min{Xl,...,Xn}—c
(e

n

neN?

(@, )., o wyrazach dodatnich limP

n—»00

L < x} =L(x), gdzie

L jest jedng z dystrybuant L, ,, L, , L, , to

2,72 T3y

n—0

X" ¢
lim P %q =L (x), dlak>1, (1.4.27)

n
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gdzie
k-1 1

o !

IP(x)=1-(1-L(x))- Y —(~In(1- L(x)))". (1.4.28)

Twierdzenia odwrotne sa rowniez prawdziwe. Przynalezno$¢ dystrybuanty
k-tej statystyki pozycyjnej do danego obszaru przyciagania determinuje posta¢ roz-
kladu statystyki minimum, natomiast przynalezno$¢ dystrybuanty (n —k+ 1) -szej
statystyki pozycyjnej okresla typ rozkladu statystyki maksimum.

Ciagi kwantyli {X in }neN z n-elementowej proby sa ciagami statystyk cen-

tralnych i ich rozktady graniczne sa rozktadami normalnymi o parametrach
okreslonych w twierdzeniu 1.4.18 (por. C. Domanski, K. Pruska [2000, s.103]).

Twierdzenie 1.4.18. Jezeli X,,X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych stanowiacych probe wylosowana z populacji o ciagtym rozkta-
dzie z funkcjg gestosci f, za§ O, jest kwantylem rozktadu rzgdu p spetniaja-

cym warunek f (Qp)> 0, to kwantyl z proby X, ma rozktad asymptotycznie

normalny N(Qp , f(lQp ) P(ln— P)J .

Z twierdzenia 1.4.18 otrzymujemy graniczny rozktad mediany.

Twierdzenie 1.4.19. Jezeli X, X,,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o ciagtym rozkladzie z funkcjg gestosci f, natomiast M, jest

mediang rozktadu, to mediana z proby Me ma rozktad asymptotycznie normal-

1
VY N[MO’S ’ 2\/;f(M0,5 )}

w szczegc')lnos'ci dla zmiennych losowych X,,X,,...,X o rozkladzie nor-

malnym N y78e) mediana z proby Me ma rozklad asymptotycznie normalny

e

Badania symulacyjne, ktorych wyniki zaprezentowane sa w pracy
R. R. Wilcoxa [2001], wskazuja, ze zbiezno$¢ rozktadu mediany z proby do
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rozkladu normalnego o wartosci oczekiwanej x =M, zachodzi juz dla median

wyznaczonych w oparciu o proby 20-elementowe.

Dla p-wymiarowej zmiennej losowej X = (X 0. G, ¢ p) o dystrybuancie
F graniczne rozktady odpowiednio unormowanych statystyk ekstremalnych Xg:;

oraz Xgl”)) wyznacza si¢ nastepujaco (S. Kotz, S. Nadarajah [2000, s. 95-129],
J. Beirlant i in. [2004, s. 254-286]):

x\" —a x\ —a
H(x],...,xp)zii_{gP[%Sx ...,Mﬁxp =

1,n p.n

=limF"(a +b,x,..,a,,+b, x ),

n—o0 Ln

oraz

n—o0

X" —¢ X" —¢
L(x],...,xp)zlimP(Mﬁxl,...,MSxp ,

I,n p.n

gdzie (ai,n )neN, (bl.,n )neN ,dla i=1,..., p, sa ciagami statych normujacych dla sta-
tystyki maksimum okre§lonymi wzorami (1.4.16), (1.4.19), (1.4.21), zas
(c,.," )ne v (d in )ne » — clagami statych normujacych dla statystyki minimum dany-
mi wzorami (1.4.22)—(1.4.24).

Rozktad odpowiednio unormowanej p-wymiarowej statystyki maksymalnej
XEZ; = (X ((:)),1,)( ((:))’2,...,)( ((,’j))’p) jest zbiezny do p-wymiarowego rozktadu o dys-
trybuancie H, przy czym dystrybuanta ta jest p-wymiarowa kopula (funkcja po-
laczenia):

H(x, ,x,,x, )= C(H, (6, ) H, (x, ), o H (x, ), (1.4.29)

gdzie H.H,,..H, sa  dystrybuantami  brzegowymi  statystyk
X ((:))’I,X ((;’i . ¢ ((”) czyli dystrybuantami jednowymiarowych rozktadéw typu

n),p’

Gumbela, Frécheta lub Weibulla.

W przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowe;j X=(X1,X2) statystyke

maksimum XEZ; = (X ((:;’I,X ((:iz) charakteryzuje dystrybuanta H czgsto begdaca

kopula postaci (por. K. Jajuga, D. Papla [2005, s. 57—60]):
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— kopuli Gumbela:

1

Clu,u, )= exp{— {tnw, ) +(nuy, )’ }6}  0c(lx)  (1.430)
— kopuli Gumbela II:

Olnu, 1
Clu,,u, )=uu, exp 2 A, |, 0<(0,1), (1.4.31)
Inu, +Inu,

— kopuli Galambosa:
1
Cluyu, ) =1~ exp[{(lnul )+ (nw, )’ }H} . 0e(0,®).  (1432)

W analizach finansowych wielowymiarowe statystyki maksimum wykorzy-
stuje si¢ w estymacji maksymalnych strat kazdego ze sktadnikéw portfela, utoz-
samianego ze zmienng losowa wielowymiarowa.

1.5. Uwagi koncowe

Rozdziat ten pos§wigcony zostat statystykom pozycyjnym i ich wtasnosciom.

Na podstawie literatury przedmiotu zaprezentowano definicje najwazniej-
szych statystyk pozycyjnych i ich funkcji, a w postaci twierdzen przestawiono
wlasnosci. Dla wybranych rozkladow populacji podano funkcje gestosci staty-
styk pozycyjnych, w szczego6lnosci statystyk minimum i maksimum.

Ponadto analizowano graniczne rozklady statystyk ekstremalnych. Rezulta-
tem przeprowadzonych rozwazan jest sformutowanie twierdzen okreslajacych
klasy i parametry rozktadéw granicznych statystyk maksimum i minimum dla
populacji o wybranych rozktadach teoretycznych. Dla populacji o innych rozkta-
dach w sposob analogiczny mozna sformutowa¢ twierdzenia dotyczace rozktadow
kwantyli z proby i statystyk ekstremalnych.

Przedstawione twierdzenia sa wykorzystywane w teoretycznych i praktycz-
nych zagadnieniach zwiazanych z wnioskowaniem statystycznym, w tym z pro-
cedurami estymacji stosowanymi w badaniach spoteczno-ekonomicznych, kto-
rych przyktady przedstawione zostang w kolejnych rozdziatach pracy.






2. METODY ESTYMACJI OPARTE
NA STATYSTYKACH POZYCYJNYCH

2.1. Uwagi wstepne

Do wyznaczania estymatorow parametréw rozktadu zmiennej losowej stuza
szeroko stosowane metody najwigkszej wiarygodnosci, momentow i najmnie;j-
szych kwadratow. Istniejace ograniczenia w wykorzystywaniu tych metod, np. ze
wzgledu na brak mozliwosci wyznaczenia maksimum funkcji wiarygodnos$ci lub
brak momentéw centralnych odpowiednich rzedow, stwarzaja potrzebe poszu-
kiwania procedur bardziej uniwersalnych, do ktorych zalicza si¢ metody esty-
macji oparte na statystykach pozycyjnych. Do tej grupy naleza: metoda kwanty-
li, kwantylowa metoda najmniejszych kwadratéw, metoda momentéw wazonych
prawdopodobienstwami, metody bootstrapowe oraz proponowane modyfikacje
tych metod, prowadzace do otrzymania estymatoréw charakteryzujacych sig
mniejszymi obcigzeniami i btedami $redniokwadratowymi.

Pierwsza proponowana metoda polega na pominigciu, przy szacowaniu pa-
rametréow rozktadu populacji kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow,
k ustalonych skrajnych statystyk pozycyjnych. W zaleznosci od klasy rozktadu

nie uwzglednia si¢ %k najmniejszych i %k najwigkszych statystyk pozycyj-

nych Iub tylko £ najmniejszych badz tylko & najwigkszych statystyk pozycyj-
nych. Za niedogodno$¢ w stosowaniu tej metody mozna uzna¢ koniecznos$é
ustalenia liczby pomijanych statystyk pozycyjnych, aczkolwiek dostgpnos¢ do
oprogramowania komputerowego i mozliwo$¢ wstgpnych analiz symulacyjnych
pozwala ten problem rozwiazac.

Kolejna propozycja modyfikacji kwantylowej metody najmniejszych kwa-
dratow polega na wyznaczeniu estymatorow kwantylowa metoda najmniejszych
kwadratéw z pominigciem k statystyk pozycyjnych przy wszystkich mozliwych
warto$ciach 4, a nastgpnie wyznaczeniu mediany uzyskanych oszacowan.

Do estymacji parametrow rozkladu zmiennej losowej stosuje si¢ metode
momentow wazonych prawdopodobienstwami, ktéora wykorzystuje funkcje
kwantyli z proby jako estymatory odpowiednio zdefiniowanych momentow
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rozktadu wazonych prawdopodobienstwami. Zastosowanie roznych estymato-
row dystrybuanty rozkladu zmiennej losowej do szacowania prawdopodo-
bienstw nieprzekroczenia wartosci statystyk pozycyjnych prowadzi do réznych
postaci estymatorow parametrow uzyskanych metoda momentow wazonych
prawdopodobienstwami. Autorska propozycje stanowi zastosowanie zmodyfi-
kowanej dystrybuanty empirycznej, zwanej w literaturze angielskojgzycznej
level crossing empirical distribution function.

W rozdziale tym rozwazano réwniez bayesowskie i bootstrapowe metody
estymacji. W przypadku metod bayesowskich wykorzystujacych informacje
a priori o rozkladzie szacowanego parametru zmiennej losowej i liniowe funkcje
straty estymatorami parametréw sa kwantyle rozktadow a posteriori, ktore
mozna traktowa¢ jako pewne funkcje statystyk pozycyjnych. Estymacja boot-
strapowa moze by¢ stosowana, gdy istnieje konieczno$¢ uzyskania oszacowania
parametru na podstawie matej proby lub przy braku informacji o klasie rozktadu
analizowanej zmiennej.

Wszystkie rozwazane procedury, oprocz bootstrapowych, sa metodami pa-
rametrycznymi, dlatego ich zastosowanie zwiazane jest z wyprowadzeniem wzo-
rOw na estymatory parametrow poszczegolnych rozktadow. Sposrod rozktadow
wykorzystywanych w badaniach ekonomicznych do prezentacji wybrano klasy
rozkladow charakteryzujace si¢ odmiennymi wilasnos$ciami, m.in. r6zna asyme-
tria i r6zna gruboscia 0gonow.

2.2. Metoda kwantyli

Metoda kwantyli (mK) ma do$¢ prosta konstrukcje i moze by¢ stosowana
przy szacowaniu parametrow kazdego rozktadu opisanego za pomoca dystrybu-
anty (por. J. Bartoszewicz [1996, s. 230-231], J. Wywiat [2004, s. 84-85]).

Oznaczmy przez X ciagla zmienna losowa o rozkladzie okreslonym przez
dystrybuante F(-,6,,0,,...,0.), gdzie 6,,0,,...,0. sa parametrami rozkladu tej
zmienne;j.

Niech @, bedzie kwantylem rzgdu p rozkladu o dystrybuancie
F(-,6,,0,,..,0.), gdzie pe(0,1).

Rozwazmy problem estymacji parametrow 6,,6,,...,6, metoda kwantyli
w oparciu o n-elementowa probg prosta X,,X,,..., X,. Przy wyznaczaniu esty-

matoroéw nieznanych parametréw rozkladu zmiennej losowej X wykorzystuje si¢
definicj¢ kwantyla rozktadu i warto$ci kwantyli z proby wybranych rzedow.

Z definicji kwantyla rozktadu Q, wynika, ze F(0,.,6,.0,,...,0,)= p, czyli

w celu wyznaczenia estymatorow s parametrow tworzymy uktad s-rownan postaci:
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F(0,.6,,6,,...0,)=p,

F(o,,.6,.6,,...6,)=p,,
2.2.1)

Flo, .0.6,,...0.)=p.,

gdzie p, €(0,1), p, #PD, dlai#j oraz i,je {1, 2, s S}.

Podstawienie do uktadu réwnan w miejsce kwantyli rozktadu rzedu p, war-

tosci kwantyli z proby X, , i rozwiazanie tego uktadu prowadzi do otrzymania

n

estymatorow parametrow 6, 6,, ..., 8, okreslonych w definicji 2.2.1.

Definicja 2.2.1. Estymatorami parametrow 6,,6,, ..., 6, ciaglej zmiennej lo-
sowej X o dystrybuancie F' (-,61,92, ves QS) otrzymanymi metoda kwantyli nazy-
wamy statystyki é{”K ,éz'”K e és’”K , bedace funkcjami n-elementowej proby
prostej X,,X,,..., X, 1spehiajace uktad rownan:

X, =Fp.0r .o, 6m),

prsn

X, =F(p,.0m 0%, 6m),

P2

(2.2.2)
X, ,=F" (ps NN N )
gdzie F~' jest funkcja odwrotna do dystrybuanty F, natomiast X i S8 kwan-

tylami ustalonych rzedow p,, dla i =1,...,s, wyznaczonymi na podstawie wy-
losowanej proby.

Dla poszczegolnych klas rozktadow mozna sformutowaé twierdzenia poda-
jace postaci estymatoréw ich parametrow. Wzory na estymatory parametréw
rozktadu logarytmiczno-normalnego oraz wyniki badan symulacyjnych dotycza-
ce analizy zaleznosci wlasnosci estymatorow od wyboru statystyk pozycyjnych
podane sa w pracy J. Aitchison, J. A. C. Brown [1975]. Ponizej przedstawiono
wykorzystanie metody kwantyli do szacowania parametrow nastgpujacych roz-
ktadéw Cauchy’ego, Pareto, Weibulla (dwuparametrowego), logistycznego
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i Gumbela. Wybrane klasy rozktadow charakteryzuja si¢ odmiennymi witasno-
$ciami. Rozktad Cauchy’ego jest rozktadem z dwoma grubymi ogonami, Pareto
ma tylko prawy gruby ogon, natomiast rozktad logistyczny i Gumbela maja
cienkie ogony, a Weibulla ma tylko jeden cienki ogon. Rozktady te opisane sa
przez dystrybuanty z dwoma parametrami, zatem w metodzie kwantyli wyko-
rzystuje si¢ dwa kwantyle z proby. Wartosci p, dlai =1, 2 moga by¢ ré6znymi
liczbami z przedziatu (0, 1), ale w praktycznych zastosowaniach do estymacji
parametrow tych rozkltadow wygodnie jest stosowa¢ kwantyle rzedu p oraz
1-p.

Niech X bgdzie zmienna losowa o rozktadzie Cauchy’ego Ca(m,/i).

W celu oszacowania nieznanych warto$ci parametrow m i A tworzymy
ukfad réwnan:

F(Xp;n) = p’
(2.2.3)
F(X(l-.v);n) =1- p;
. 1 x-m) 1
gdzie pe(0,0,5) oraz F(x)=—arctg +—.
T A 2
Korzystajac z definicji dystrybuanty, otrzymujemy uktad réwnan:
X,,=m+ A tg(iz(p - 0,5)),
(2.24)

X(H});n =m+A tg(ﬂ(O,S — p)),

ktéry po wykorzystaniu wlasnosci funkcji trygonometrycznych przyjmuje postac:

Xp;n =m- /”tctg(ﬂ'p), 025)

X =m + Actg(7z p).

(I=p)n

Rozwigzanie uktadu réwnan (2.2.5) prowadzi do estymatorow parametréw
m1i A o wzorach przedstawionych w twierdzeniu 2.2.1.

Twierdzenie 2.2.1. Jezeli X,,X,,.., X, jest proba prosta wylosowana
z populacji o rozkladzie Cauchy’ego Ca(m,/i) oraz pe (O, 0,5), to estymatory
parametrow m 1 A wyznaczone metoda kwantyli maja postaci:
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K zm (2.2.6)
2
= Xapn =Xy (2.2.7)
2ctg(7 p)
gdzie X, . X, sa kwantylami z proby losowej rzedow, odpowiednio,

pil-p.

W celu oszacowania nieznanych warto$ci parametrow zmiennej loso-
wej X o rozkladzie Pareto Pa(H,a) tworzymy uktad réwnan:

o ’
:1——
p (Y'J,

pin

(2.2.8)
X t-pyin
przyjmujacy po przeksztalceniach postac:
In(i-p)=a(lné-nx,,),
(2.2.9)

np=alno-lnx, ).

a jego rozwiazaniem sa estymatory 0", a™* parametrow 6 oraz a okreslone
w twierdzeniu 2.2.2.

Twierdzenie 2.2.2. Jezeli X,,X,,.., X, jest proba prosta wylosowana
z populacji X o rozktadzie Pareto Pa(H,a) oraz p e (0, 0,5), to estymatory pa-
rametrow € 1 a wyznaczone metoda kwantyli wyrazone sa wzorami:

X pyn=In Xy

0" = X(l—p); n P e (2.2.10)
gk —_Ind=p)—lnp 2.2.11)
In X(lfp); n —In Xp;n ’

gdzie X X

pin? (I-p)n>

to kwantyle z proby rzedu p i 1- p.
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Kolejne twierdzenie okre§la wzory na estymatory parametrow rozkladu
logistycznego.

Twierdzenie 2.2.3. Jezeli X,,X,,..., X,. jest proba prosta wylosowana
z populacji o rozktadzie logistycznym Logist(u,s) oraz X, , X, sakwan-

tylami z proby rzedu p i 1-p, dla p E(O, 0,5), to estymatory parametrow
M oraz s wyznaczone metoda kwantyli sa postaci:

K ZM (2.2.12)
2 2
X =X .
SwnK — p;n (=p)n (2213)

2Inp—-2In(1- p)
Postaci estymatorow wynikaja ze wzoru na kwantyl O, rozkladu logistycz-

nego: 0, =,u—sln[%—lj.

Rozkladem, ktorego parametry mozna estymowaé metoda kwantyli, jest
réwniez dwuparametrowy rozktad Weibulla.

Twierdzenie 2.2.4. Jezeli X, X,,...,X, jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych stanowiacych probe wylosowana z populacji o rozkladzie
5)
pin

X, sa kwantylami z proby rzedu p i 1-p, dla pe (0, 0,5), to estymatory

(I=p);n

parametréw ¥ i & wyznaczone metoda kwantyli wyrazone sa wzorami:

Weibulla o dystrybuancie F (x)zl—ei , gdzie 6>0, >0, oraz X

e In(~In(1- p))—In{~In p) , (2.2.14)
Inx,  —InX, .,
R InX,,-InXq_),
5™ = X, (~In(1— p))inCinl1-p)-in(-np) - (2.2.15)

Metodg kwantyli mozna stosowac do szacowania parametréw uogélnionych
rozktadow statystyk ekstremalnych GEVD,, (/1, 0',5) oraz GEVD,, (y, 0',§)
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wykorzystywanych w analizach zjawisk ekstremalnych. Dla rozktadow tych
zastosowanie metody najwigkszej wiarygodnosci nie pozwala wyznaczy¢ wzorow
na estymatory parametréw, a zastosowanie oprogramowania komputerowego
w celu numerycznego wyznaczenia warto$ci estymatoréw tez nie zawsze przynosi
pozadane rezultaty. Metoda momentéw réwniez posiada ograniczenia, w przypad-
ku rozktadu Frécheta nie zawsze istnieja momenty zwykle i centralne rozktadu

(dla £>1 brak jest warto$ci oczekiwanej 1 wariancji, dla %S & <1 istnieje tylko

warto$¢ oczekiwana).

Rozwazmy problem szacowania parametréw rozktadu Gumbela GI(2,5)
o dystrybuancie okreslonej wzorem (1.4.2) oraz odwroconego rozktadu Gumbe-
la IGZ(/l,é') o dystrybuancie (1.4.10).

Poniewaz kwantyl rzedu p zmiennej losowej X o rozkladzie G/ (/1,6 ) wyra-
zony jest wzorem:

0,=A-In(-Inp), (2.2.16)
otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:

Xp;n =A-0In(-In p),
(2.2.17)
X(I*p);n =A- 51“(— ln(l — p))’

gdzie X, oraz X, sakwantylami rzedu p i 1-p wyznaczonymi na pod-

stawie proby losowej X,,X,, ..., X .

n

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan (2.2.17) otrzymujemy estymatory
parametréw rozktadu Gumbela o wzorach okreslonych w twierdzeniu 2.2.5.

Twierdzenie 2.2.5. Jezeli X,,X,, .., X, jest proba prosta pochodzaca
z populacji o rozktadzie Gumbela Gl(ﬂ,é ) oraz X X sa kwantylami

p;n? (I=p)n
z proby rzedow p i 1-p, dla pe (O, 0,5), to estymatory parametréw A oraz
0 wyznaczone metoda kwantyli sa nastgpujacej postaci:
X —-X

/’,{/”’K —x pin (I=p)in In(—=1 2.2.18
# " In(1- p))~In(-In p) ek ey
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ng — Xp;ﬂ _X(lfp);" (2 2 19)
In(=1n(1— p))—In(=1n p)’ o

Analogiczne twierdzenie mozna sformutowa¢ dla estymatoréw parametréw
odwroconego rozktadu Gumbela /Gl (ﬂ, o ), ktory jest asymptotycznym rozktadem
minimum z proby dla populacji charakteryzujacych si¢ cienkim lewym ogonem
(por. tablica 1.4.3).

Twierdzenie 2.2.6. Jezeli X ,X,,..,X, jest proba prosta pochodzaca
z populacji o odwroconym rozkladzie Gumbela IGI(Z,&) oraz X, , X ., sa

kwantylami z proby rzedow p i 1—p, dla pe (0, 0,5), to estymatory parame-
trow p oraz o wyznaczone metoda kwantyli sa postaci:

R X -X
I _ x pin (=p)n In(=In(1= 2.2.20
pn T m(_ 1n(l — p))—ln(— In p) 1’1( n( p)), ( )
K — X pin = Xt py (2.2.21)

ln(— ln(l - p))— ln(— In p)'

W przypadku gdy graniczne rozktady statystyk ekstremalnych sa typu
Frécheta lub typu Weibulla, to w celu oszacowania parametrow metoda kwantyli
korzystamy z definicji kwantyla rzgdu p postaci:

Q,=u+o((-Inp)*-1)/¢. (2.2.22)

Estymacja parametréw uogdlnionego rozkladu statystyki maksymalnej
zwiazana jest zatem z rozwiazaniem ukladu réwnan sktadajacego sig z trzech
réwnan wyznaczonych w oparciu o n-elementowa probe X,, X, ..., X .

n

Wykorzystujac trzy kwantyle z proby wybranych rzedow, otrzymujemy:

XP=p+o((-Inp ) -1)/¢,
X0 =u+o(-Inp, ) -1/¢, (2.2.23)

XP=p+o(-Inp ) -1/¢,
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gdzie X, ((i';), X ((j")) , X ((1';) sa roznymi statystykami pozycyjnymi o rangach

i,j,le {1, 2,...,n—1} oraz p, =% dla s =4, j,l.

Niestety, przy estymacji parametrow uogolnionego rozktadu statystyki mak-
symalnej nie da si¢ okre$lic wzorow na postaci estymatorow parame-
trow &, u oraz o.

Estymatorem parametru & jest statystyka f”"( spetniajaca rownanie:

(<Inp,)°—(-Inp)° X7 -X7 0, (2.2.24)

(_ lnpj)ié _(_ lnpl)ié X((J"Z)) _X((ln)) B

natomiast estymatory parametrow g 1 o wyrazone sa wzorami:

(X(([y;) - X((ly;) )((_ In D; )—é’"" B 1)
(~inp)*" ~(-mp)"

ﬁmK :X(n) _

s (2.2.25)

Am n (n)
Ak _ S K(X:i)) ~Xo ) (2.2.26)

7émK *

(~np,)" ~(-Inp,)*

Rozwiazanie rownania (2.2.24) wyznacza si¢ numerycznie.
Funkcja

~lnp,)° —(~Inp,)* X\ -Xj
f(é:):( i 1 - ) L
(Cinp, ) —(-np)* X -x{

zawsze posiada miejsce zerowe.
Dla zmiennej losowej X o rozkladzie GEVD,, (—1, 1, 1) przyktadowy wykres
(o))~ —(=1n0,9)°  X{&) - X&)

funkeji =
unkcji £, (&) (~1n0,3)° =(-1n0,9)% XU — x (o

przedstawiony jest na

rysunku 2.2.1.

mK mK

Wartoéci  estymatorow  &E™, 4", & powinny speinia¢ nieréwnosé

A mK A mK

n A m o £m n " o Em
X > i~ dy £ >0 b X< i - gdy £ <0,

n mK,
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Ze wzgledu na wiele mozliwo$ci wyboru rang statystyk pozycyjnych do es-
tymacji parametrow uogodlnionego rozktadu maksimum praktycznym podej-
$ciem jest wybranie kilku czy nawet kilkunastu trojek kwantyli wykorzystywa-
nych do estymacji, a nastgpnie ,,usrednienie” wynikOw poprzez zastosowanie
mediany czy tez a-obcigtej Sredniej (por. E. Castillo i. in. [2004, s. 274-275]).

Rysunek 2.2.1. Wykres funkcji f; (£)

Zrédto: opracowanie wilasne

Powtorzenie procedury estymacji N razy dla statystyk pozycyjnych o okre-

$lonych wielkoéciach rang prowadzi do otrzymania po N wartosci &, ..., &0,
art L s, 6, ., 6%, bedacych oszacowaniami parametréw odpowiednio

¢, 1,0, Wyznaczenie na podstawie otrzymanych wynikow mediany lub
a-obcigtej Sredniej (definicje 1.2.3 i 1.2.13) prowadzi do otrzymania estymato-

rOw postaci:
Me, = MelE™,...E% ) Me, = Mg, ... i), Me, = M6, ....67%)
(2.2.27)
lub

T, =T (&, &), T =T (i), T, =T, (675,60,
(2.2.28)
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. . . . 1
gdzie T, jest a-obcigta Srednig o wzorze (1.2.9) dla a € (O,EJ.

Przy zastosowaniu a-obcigtej sredniej pojawia si¢ dodatkowy problem wy-
boru wielkosci a, od ktorej zaleza wtasnos$ci uzyskanych estymatorow.

Do innych rozktadow, dla ktérych nie mozna wyznaczy¢ wzordw na esty-
matory ich parametrow, naleza rozklad Burra Br(a,c) i uogdlniony rozktad

Pareto GPD(ﬂ,g‘) z parametrami & =0, £>0.
Dla rozktadu Burra o dystrybuancie:

P dla x<0,
X)=
1—(1+x“)7a dla x>0,

1

1 c
kwantyl rzedu p jest postaci O, = ((l - p)_Z - lj , zatem otrzymujemy nastgpu-

jacy uktad rownan:

1
clnX, = ln[(l— p)e —1}
B (2.2.29)
clnX, . =ln{p “ —1}

Dla uogolnionego rozktadu Pareto charakteryzujacego si¢ dystrybuanta wy-
razong wzorem:

1

Fﬁ’g(x)zl—(l+§%j§ dla &>-B Ax>0.

mamy O, =§(1—(1—p)§) oraz

&, = pl-(-p) ]

(2.2.30)
X ipyn = ﬂ(l -p )

Zaroéwno uktad rownan (2.2.29), jak i (2.2.30) mozna rozwiaza¢ tylko nu-
merycznie.
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Rezultaty badan obciazen i bledéw S$redniokwadratowych estymatorow
parametrow wybranych klas rozkladow zmiennych losowych w zaleznosci
od rzedow wykorzystywanych kwantyli przedstawione zostana w trzecim roz-
dziale pracy.

W literaturze metoda kwantyli zwana jest rdwniez metoda percentyli (por.
E. Castillo i in. [2004, 5. 119-120]).

2.3. Kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow

Estymacja parametréw rozkladu zmiennej losowej kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow (quantile least squares method) polega na minimali-
zacji sumy kwadratow odchylen kwantyli z proby i kwantyli rozktadu badanej
zmiennej losowej (por. W. G. Gilchrist [2000, s. 198-207]).

Definicja 2.3.1. Estymatorami parametrow 6,,6,, ..., 0, rozkladu zmiennej
losowej X o dystrybuancie F(-,6,,6,,...,6.) otrzymanymi kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow nazywamy statystyki élk'""k,éf'"”k, s ésk'""k bedace
funkcjami elementéw proby losowej X,,X,, ..., X,, dla ktoérych osiaga mini-
mum globalne wyrazenie postaci:

G(0,.0,,..0)=Y.(X,, -0, f. (2.3.1)

. . . , i .
gdzie statystyki X . sa kwantylami z proby rzedu p, =;, natomiast O, to

pisn

kwantyle rozkladu rzedu p,, dla i=1,...,n.

Zastosowanie kwantylowej metody najmniejszych kwadratow (Kmnk)
przedstawione jest w pracy A. Lakhany, H. Mausser [2000] do szacowania pa-
rametréow uogolnionego rozkladu lambda, za pomoca ktérego mozna przyblizaé
wiekszos¢ rozktadow.

Uogo6lniony rozktad lambda okresla funkcja kwantylowa postaci (por.
A. Oztiirk, R. Dale [1985]):

o(p)=14 +(MJ, (23.2)
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gdzie A4,,4,,4,,4, sa parametrami, odpowiednio, polozenia, skali, skosnosci

1 kurtozy, ewentualnie funkcja kwantylowa okreslona wzorem (por. M. Freimer
iin. [1988]):

o(p)=1, +%{p;_l—(l_’;)4_l} (2.3.3)

Stosujac metode Kmnk, nie zawsze mozna wykorzysta¢ wszystkie kwantyle
z proby. Ograniczenie wiaze si¢ z postacia funkcji kwantylowej, ktora nie jest
okreslona dla kazdej warto$ci p. Przyktadem moze by¢ rozwazany w poprzed-
nim podrozdziale rozktad Cauchy’ego Ca(m,/l), dla ktérego funkcja kwantylo-

wa postaci:

Q(p): m—lctg(;rp) (2.3.4)

jest nieokres$lona dla p = 1.

W tym przypadku wyznaczenie postaci estymatorOw parametrow m oraz
A za pomocg kwantylowej metody najmniejszych kwadratow zwiazane jest
z obliczeniem minimum globalnego funkcji wyrazonej wzorem:

G(m, 1) = ZI(X,, —m+ Actg(zp,)f. (2.3.5)

Estymatory parametréow rozktadu Cauchy’ego otrzymane metoda Kmnk ze
wzgledu na nieskonczong wariancj¢ statystyki pozycyjnej X ((1”)) charakteryzuja

si¢ duzymi obcigzeniami i wariancjami. Wydaje si¢ zatem uzasadnione pominigcie
w kwantylowej metodzie najmniejszych kwadratow warto$ci statystyki minimal-
nej, a nawet statystyk pozycyjnych innych rang bliskich rangom statystyk ekstre-
malnych. Stad powstata idea autorskich propozycji modyfikacji metody Kmnk.

2.4. Modyfikacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow

Rezultatem poszukiwan metod kwantylowych pozwalajacych uzyskaé estyma-
tory parametrow rozktadu charakteryzujace si¢ matym obciazeniem i mata wa-
riancja sa dwie propozycje modyfikacji kwantylowej metody najmniejszych
kwadratéw. Ze wzgledu na sposob konstrukcji estymatorow pierwsza z nich
nazwano kwantylowa metoda najmniejszych kwadratéw z ucigta liczba kwanty-
li, czasem okreslang jako ucigta kwantylowa metodg najmniejszych kwadratow,
a druga — medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow.
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2.4.1. Kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli

Istota pierwszej modyfikacji kwantylowej metody najmniejszych kwadra-
tow jest pominigcie, w konstrukcji estymatoréw parametrow rozktadu, ustalonej
liczby k skrajnych statystyk pozycyjnych, czyli wykorzystanie n — k kwantyli.
Metoda ta nazywana zostala w pracy kwantylowa metoda najmniejszych kwa-
dratow z ucieta liczba kwantyli (uKmnk).

Definicja 2.4.1. Estymatorami parametrow 6,,0,, ..., 6, rozkladu zmiennej
losowej X o dystrybuancie F (-,191,6’2, wes HV) otrzymanymi kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli nazywamy statystyki
HAI“K"’”k,éQ“K'""k, wes éj‘K'""k bedace funkcjami elementdow  proby  prostej

X,,X,, ..., X,, dlaktérych osiaga minimum globalne wyrazenie postaci:

G6,.0,,..0)=Y(x,. -0, J, 2.4.1)

iely
gdzie k jest ustalona liczba naturalna, natomiast X, , O, sa odpowiednio

kwantylami z proby i kwantylami rozktadu rzedu p, =i, za$ I, jest pewnym
n

(n — k) elementowym podzbiorem zbioru {l, 2, s n}

Dla réznych rozktadow zbior I, moze by¢ rézny. W przypadku rozktadow
symetrycznych lub zblizonych do rozktadéw symetrycznych sensowne jest po-

minigcie parzystej liczby & kwantyli: % kwantyli najmniejszych i % najwiegk-

szych, a nastepnie poszukiwanie minimum globalnego funkcji postaci:

G(6,.0,,..,0)= > (x, -0 F. (2.4.2)

i:1+%

Gdy liczebno$¢ proby n jest liczba parzysta, to k moze by¢ liczba ze zbioru
{2, 4, ... n— 2}, natomiast gdy » jest liczba nieparzysta, to k {2, 4,..,n —3}.

Dla rozktadow asymetrycznych charakteryzujacych si¢ tylko grubym pra-
wym lub tylko grubym lewym ogonem pomijamy & kwantyli z ogona rozktadu,
odpowiednio, prawego badz lewego i wyznaczamy minimum globalne funkcji
wyrazonej wzorem:

G(6,0,,.,0)=3(x, . -0, F, (2.4.3)
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lub

G(6,,0,....0)=Y(x,, -0, . (2.4.4)

i=k+1

Ponizej przedstawione zostana wzory okreslajace estymatory parametrow
wybranych symetrycznych rozktadow zmiennej losowe;.

Dla rozktadu Cauchy’ego Ca(m,A) wyznaczenie estymatorOw parametrow
m oraz A za pomoca kwantylowej metody najmniejszych kwadratow z ucigta
liczba kwantyli zwiazane jest z obliczeniem minimum funkcji wyrazonej wzorem:

_k
n="%,

Gm )= S (x, , —m+Actg(zp,)). (2.4.5)
i:1+%

Z warunku koniecznego istnienia minimum lokalnego funkcji wielu zmiennych
postaci: gradG(m,A) =0, gdzie gradG jest wektorem zlozonym z pochodnych

czastkowych pierwszego rzedu funkcji G liczonych po zmiennych m i A, otrzymu-
jemy nastepujacy uktad rownan:

b
Z(XW —m+ Actg(z p, ))z 0,

i:l+%
(2.4.6)
v
Z(XW —m+ Actg(z p, )) ctg(z p,)=0,
i:l+%
a po przeksztatceniach:
”’55 -4
X, —(n—K)m+a Y ctg(zp,)=0,
l:1+% [:H-k2
(2.4.7)
n=k, ) nsz n—k, 5
> X, el )-m Y ctg(np )+ A D ctg’(zp,)=0.
i:1+% i:1+% i:l+%

Rozwigzanie uktadu rownan (2.4.7), dla ktorego hesjan funkcji G (macierz
ztozona z pochodnych czastkowych rzedu drugiego funkcji G) jest dodatnio
okreslony, prowadzi do uzyskania wzoréw na estymatory parametrow m i A, ktore
podane zostaty w twierdzeniu 2.4.1.
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Twierdzenie 2.4.1. Jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie Cauchy’ego
Ca(m,l), to estymatory parametréw m i A otrzymane kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, bedace funkcjami proby
prostej X,,X,, ..., X,, maja postac:

) ZkXp,;n ZkXp n Z;(Ctg(ﬂ:p ) (n - k) ZkXp,;nCtg(ﬂ.pi) ”,%
’hul(mnk — L:HA _L 1+ i=1+ . L:HA thg(ﬂpl), (2.4.8)
n _k 74 ) "7% 5 i:l+%
(n-k) dctglzp)| —(n—k) Dletg’(zp,)
A A
b b b
S X, Yotelep)-(-k) Y ¥, ctelzp,)
/{u/(mnk :l H% = l+/ = HV (2.49)
b b 2
(n—k) Yetg*(zp,)-| D ctelzp,)
i= l+// i= 1+%
gdzie k jest ustalong liczbg parzysta, natomiast X, sa kwantylami z proby
i k k
rzedu p. =— oraz i=1+—,...,.n——.
zedu p, ; Z i 5 n 5

Innym rozwazanym rozktadem, ktérego parametry mozna oszacowac meto-
da uKmnk, jest rozktad logistyczny Logist(u,s).

Wzory na estymatory parametréw s i ¢ podane sa w twierdzeniu 2.4.2.

Twierdzenie 2.4.2. Jesli X jest zmienna losowa o rozktadzie logistycznym
Logist(u,s), to estymatory parametrow s i 4 otrzymane kwantylowa metoda

najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, bedace funkcjami proby

prostej X,,X,, ..., X, , wyrazajq si¢ wzorami:
n—% n—% n—/‘z
p,' pi
(n—k) Z‘Z X, 1n(1_p J— Zk X, . Zk ln(l—p J
i=l+ i i=l+ i=1+ i
§uKmnk — A / A - , (2410)

<k>2//(1(1pﬁ { z/l(”’ﬂ

4
"uKmnk ln
l[luKmnk — izé/ " i %/ (1 p[ J

(n—k) ’

(2.4.11)
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gdzie k jest ustalong liczba parzysta, natomiast X, =~ to kwantyl proby rzedu

_ L oraz i =1+— n—k

D, " T 2
Proponowana kwantylowa metode najmniejszych kwadratéw z ucigta liczba
kwantyli mozna stosowa¢ w estymacji parametrow rozkladu Gumbela. W tym

celu okresla si¢ funkcje kwantylowa postaci:

n

n—k/2
G(,8)= > (X, —A+5In(-Inp)}, (2.4.12)

i=1+k/2
. . , I
gdzie X, ~ sa kwantylami z proby X, X,, ... X, rzedu p, = " dla
. k k . .
i=1+ PR n— 7 oraz k jest ustalona parzysta liczba naturalna.

Wzory na estymatory parametrow A i 0 podane sg w twierdzeniu 2.4.3.

Twierdzenie 2.4.3. Jesli X jest zmienng losowa o rozkladzie Gumbela
GIl(1,0), to estymatory parametrow A i O otrzymane kwantylowa metoda

najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, bedace funkcjami proby

losowej X, X,, ..., X,, wyrazaja si¢ wzorami:
n—k/2 n—k/2 ) n—k/2 n—k/2
z Xp, sm z (ln(_ ln pi )) - ZXp,;n ln(_ ln pl) Zln(_ ln px)
/iukmnk _ i=1+k/2 i=1+k/2 i=1+k/2 i=1+k/2

B

n—k/2 n—kj2 2
(w%)Z(menW—( m@maﬂ

i=1+k/2 i=1+k/2

(2.4.13)
n—k/2 n—k/2 n—k/2
A > X, > In(-Inp)-(n-k) > X, In(-Inp,)
- - ——. (24.14)
-0’3 (ot ) <[ Sk
i=1+k/2 i=1+k/2

Zastosowanie kwantylowej metody najmniejszych kwadratow z ucigta liczba
kwantyli do szacowania parametrow uogélnionego rozktadu maksimum typu
Frécheta i Weibulla jest mozliwe, jesli posiadamy informacije o przyblizonym jego
ksztalcie, tzn. wiadomo jest, czy rozklad mozna uzna¢ za symetryczny czy tez nie.

Podobnie jak w przypadku metody kwantyli, nie dla wszystkich rozktadow
mozna analitycznie wyznaczy¢ postaci estymatorow ich parametréw. Do takich
rozktadow nalezy m.in. wcze$niej rozwazany rozktad Pareto, ktorego parametry
szacowac nalezy ta metoda w sposdb numeryczny.
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Rozktad Pareto jest rozkladem asymetrycznym i ponadto charakteryzuje si¢
prawym grubym ogonem, zatem poszukiwanie oszacowan jego parametrow
metoda uKmnk zwiazane jest z pominigciem & kwantyli z prawego ogona, czyli
z wyznaczeniem minimum globalnego funkcji:

n—k

G(6,a)= Z(XW _OL)”"J : (2.4.15)

i=1 - P;

gdzie X,

n

: , i . .
sa kwantylami z proby rzedu p, =— wyznaczonymi na podstawie
n

n-elementowej proby losowe;.

W badaniach finansowych modeluje si¢ rozktady ogondéw zmiennej losowe;j,
wykorzystujac uogoélniony rozktad Pareto, ktdrego parametry mozna szacowac
uKmnk, poszukujac minimum globalnego funkcji kwantylowej wyrazonej wzorem:

6(p.8)- 3., -20-0-0)%)]. 2416

W przypadku zastosowania proponowanej metody do szacowania parame-
trow okreslonej klasy rozkladéw problemem moze by¢ ustalenie liczby & pomi-
janych kwantyli. Dzigki istniejacemu oprogramowaniu komputerowemu pro-
blem ten mozna rozwiaza¢ symulacyjnie, wyznaczajac wielkoSci obciazen
i bledow sredniokwadratowych dla réznych wartosci £ i formutujac wnioski
dotyczace najbardziej optymalnej liczby pomijanych kwantyli w procedurze
estymacji parametrow danej klasy rozktadow.

2.4.2. Medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow

Kolejna autorska propozycja modyfikacji kwantylowej metody najmniej-
szych kwadratow jest medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadra-
tow (MKmnk). Polega ona na wyznaczeniu najpierw oszacowan parametru
0 przy zastosowaniu kwantylowej metode najmniejszych kwadratow z ucigta
liczba kwantyli dla r6éznych wielkosci k, a nastgpnie ich mediany. Zatem po
otrzymaniu estymatorow: 6" gk Gk odzie r=n-2, gdy n jest
liczba parzysta, lub r=n-3, gdy n jest liczba nieparzysta, wyznacza si¢
0" = Mel@, 6, )



2. Metody estymacji oparte na statystykach pozycyjnych 75

Definicja 2.4.2. Estymatorami parametréw 6,,0,, ..., 6, rozkladu zmiennej
losowej X o dystrybuancie F (-,6’1,92,...,@) otrzymanymi medianowo-
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow nazywamy statystyki
élMK ,éZMK yenes éf”K postaci:

0" = Melgor, 6mh0% ) dlai=1,...s,  (24.17)

i isk=r

gdzie 6", 01", ... ,01"" sa estymatorami parametru ¢, uzyskanymi kwan-

tylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli na podstawie
proby losowej X, X,,..,X,, zaS r=n—-2, gdy n jest liczba parzysta, oraz

n?

r=n-3, gdy n jest liczba nieparzysta.

Podobnie jak w przypadku poprzedniej proponowanej metody, stosowanie
medianowo-kwantylowej metody najmniejszych kwadratow zwiazane jest
z podjeciem decyzji dotyczacej obustronnego czy jednostronnego pomijania
kwantyli, ale metoda MKmnk nie wymaga ustalen zwiazanych z liczba pomija-
nych kwantyli, co stanowi jej zaletg w praktycznych zastosowaniach.

2.5. Metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami

Metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami (probability weighted
moments method) jest kolejna procedura estymacji parametrow wykorzystujaca
statystyki pozycyjne (por. m.in. R. Furrer, P. Naveau [2007], M. T. Rasool
iin. [2002]).

Rozwazmy zmienna losowa X o rozktadzie okresSlonym za pomoca dystry-
buanty F(-,6,,6,, ...,0.). Niech X,,X,, ..., X, oznacza wylosowana probg pro-
sta, na podstawie ktorej metoda momentow wazonych prawdopodobienstwami
(mMWP) szacowane sa nieznane parametry rozktadu 6, ..., 6.

Pojgcia momentow rozkladu wazonych prawdopodobienstwami oraz mo-
mentéw z proby wazonych prawdopodobienstwami okre$laja definicje 2.5.1
12.5.2 (por. P. F. Rasmussen [2001]).

Definicja 2.5.1. Momentami rozktadu zmiennej losowej X o dystrybuancie

F wazonymi prawdopodobienstwami (o ile istnieja) nazywamy wyrazenia po-
staci:

M, =EXF/(x,0,...0)) (2.5.1)

1,j.0
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M, =E(X(1-F(x.0, ...0))) 2.5.2)

s

dla j,k=0,1,..

Definicja 2.5.2. Momentami z proby X,,X,, ..., X, wazonymi prawdopo-
dobienstwami nazywamy nast¢pujace statystyki:

my o= ZX(”) F(x2,0,...0)), (2.5.3)
. k
m,, =— ZX”[I F(x2.6,...0), (2.5.4)
gdzie X ((.’;) sa statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie

n-elementowej proby losowej, natomiast F ( a, .., 195,) to wartosci dystry-

Xy
buanty empirycznej dla i-tych statystyk pozycyjnych, okreslajace prawdopodo-
bienstwa nieprzekroczenia wartosci x), dla i=1,2,...,n

Stosujac metode mMWP, wyznaczamy estymatory parametrow rozktadu
zmiennej X z uktadu réwnan powstalego poprzez pordwnanie momentow roz-
ktadu wazonych prawdopodobienstwami z ich estymatorami, czyli momentami
z proby wazonymi prawdopodobienstwami, co okresla definicja 2.5.3.

Definicja 2.5.3. Estymatorami parametréw 6,,6,, ..., 8, rozkladu zmiennej

losowej X o dystrybuancie F ( ,0,,0,, ... ,6?,) otrzymanymi metoda momentow

wazonych prawdopodobienstwami nazywamy statystyki bedace rozwiazaniem
ukfadu s rownan postaci m, ,, =M, ;, lub m,,, =M, ,,, dlawybranychj, k, gdzie

m o, M, oraz M, , M, saistniejacymi momentami wazonymi prawdopo-

1,j,0° 1.j,0°

dobienstwami, odpowiednio, z wylosowanej proby oraz rozktadu zmiennej X.

Metoda mMWP, podobnie jak metoda momentow (mM), ma ograniczenia
w zastosowaniu. Mozna ja wykorzystywa¢ do estymacji parametrow rozktadow
majacych momenty wyrazone wzorami (2.5.1) 1 (2.5.2).

Postaci estymatorow m,;, i m,,, momentow M, , i M, zaleza od

przyjetej dystrybuanty empirycznej F,. W literaturze rozwazane sg rozne dys-

trybuanty (por. J. R. M Hosking, J. R. Wallis [1987], J. M. Landwehr i in.
[1979], N. Seckin i in. [2010]), m.in.:
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F(x)=- 1_1 1 (1, ) -1), 2.5.5)
Fy(x)= % .nl (1. (x)-035), (2.5.6)
F,(x)= %jzll(_m (x), (2.5.7)

n

gdzie I jest indykatorem przyjmujacym warto$¢ 1, gdy x{;) <x, oraz 0 w prze-

ciwnym przypadku.

Dla dystrybuanty empirycznej okreslonej wzorem (2.5.5) nieobciazonymi
estymatorami momentow rozktadu M, 1 M, sa statystyki:

_ 1 n
Mg =X =0 X(J, (2.5.8)
-1
m =13 (=1i=2).i=j) v dla j=1,2,.., (2.5.9)

M5 (n—l)(n—2)...(n—j) @

mw,k=%Z":(”_i)(”_i_l)"'(”_i_k+l)X“” dla k=12,... (2.5.10)
i=1

(n=1)n-2)..(n—k) ®

Rozwazmy problem szacowania parametrow rozktadu ciagltej zmiennej lo-
sowej X o funkcji gestosci f (-,01,92 ), ktoéra ma warto$¢ oczekiwana, a nie ma

wariancji.
Istnienie momentow:

Mo, = EX = [xf(x,0,,0,)dx, 2.5.11)

Ml,O,l = j-ox[l_F(x’elaez)],f(xaelaeg)dxa (2512)

-0

MI,I,O = J-XF(xieliez)f(xaelagz)dx (2513)
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oraz wykorzystanie $redniej arytmetycznej i estymatora okre§lonego wzorem
(2.5.9) Iub (2.5.10),dla j =1 lub k=1, prowadzi do uktadu rownan:

EX =X,

My == ,-nl Ly (2.5.14)
lub

EX=X

v (2.5.15)
My, =32y

1,0,1
nsSn-1 "

Rozwigzaniem jednego z powyzszych ukladéow réwnan sa estyma-
tory él i é2 parametréw, odpowiednio, 6, i 6,.
Wybor migdzy M,,, i M,,, ma znaczenie wylacznie rachunkowe, gdyz

momenty te taczy zaleznos¢: M,, =M ,,—M,, .

Przy szacowaniu parametrow rozktadéw niemajacych wartosci oczekiwanej
nalezy wykorzystaé istniejace momenty wazone prawdopodobienstwami postaci
M, lub M, dla k=1,2,.., czyli np. w przypadku szacowania dwoch para-

metrow rozktadu tworzymy uktad rownan:

Ml,O,k =My Ml,k,O =m .,
lub dla [ #k.

Ml,o,l =m o, Ml,l,O =M

Istnienie momentéw rzg¢du k lub / nie zawsze jest latwe do ustalenia dla
pewnych klas rozktadow.

Metoda mMWP zostanie zaprezentowana na przykladzie estymacji parame-
trow uogolnionego rozktadu Pareto, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest roz-
ktad Pareto. Dla obydwu tych rozktadow istnienie momentow jest Scisle zwiaza-
ne z wartoscia jednego z parametrow.

Rozwazmy najpierw problem szacowania parametrow rozktadu Pareto

Pa(6,a). Dla a > 2 rozklad ten ma zar6wno wartos¢ oczekiwana, jak i warian-
cjg, czyli do wyznaczania estymatorow mozna stosowa¢ metode momentow. Dla
a <2 nie istnieje wariancja, zatem uzasadnione jest zastosowanie metody mo-
mentéw wazonych prawdopodobienstwami. Gdy 1<a <2 rozklad ma tylko
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warto§¢ oczekiwana, wigc przy zastosowaniu dystrybuanty empirycznej okre-
$lonej wzorem (2.5.5) parametry 6 oraz a wyznaczane sa W oparciu 0 rozwia-
zanie uktadu réwnan (2.5.15).

Poniewaz

EX = dla a>1

oraz

M101:Ix(gj a_?(gj dx _.[ e 2 dlaa>l,
oo \x) o xT\x 2a-1 2

a—
zatem mamy uktad rdwnan postaci:

Ga

a—1

=X

2

(2.5.16)
al 1

2a-1 n<Sn-1"9"

Rozwiazujac uktad rownan (2.5.16), otrzymujemy postaci estymatorow pa-

rametrow rozkladu Pareto Pa(8,a), gdzie a > 1, okreslone w twierdzeniu 2.5.1.

Twierdzenie 2.5.1. Jesli X jest populacja o rozktadzie Pareto Pa(6,a),
gdzie a >1, to estymatory parametrow a i € otrzymane na podstawie proby
prostej X,,X,, ...,X, metoda momentow wazonych prawdopodobienstwami

z dystrybuanta empiryczng F, (x) =— z ( ( <(¢">) ) ) 1) wyrazaja si¢ wzorami:

(i)
G — anzl 2.5.17)

nX — 22 P

Xy

)
émMWP _ i1 n—l v

, (2.5.18)

i=1 N — 1 (1)
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gdzie X ((,.';) sq statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie proby

losowe;j.

Rozwazmy problem szacowania parametrow rozktadu Pareto, gdy a <1,
czyli parametrow rozkladu, dla ktorego nie istnieje ani wartos¢ oczekiwana, ani
wariancja. Dla wybranych momentow M, i M, dla /> k oraz dystrybuanty

empirycznej okreslonej wzorem (2.5.5) otrzymujemy uktad rownan:

ab e
(k+1)a-1 1
(2.5.19)
al o
(I+Da-1 "

Wzory estymatorow parametrow rozktadu Pa(6,a) podane sa w twierdze-
niu 2.5.2.

Twierdzenie 2.5.2. Niech X bedzie populacja o rozktadzie Pareto Pa(6,a),
gdzie a<1. Jezeli istnieja momenty wazone prawdopodobienstwami rzedoéw
ki [, to estymatory parametrow a i @ otrzymane na podstawie proby losowej
X,,X,,...,X, metoda momentdw wazonych prawdopodobiefistwami

z dystrybuanta empiryczna F, (x)= Ll Zn: (I (o) (x((;’)) )— 1) sa postaci:
n—1 ;4 ’

G _ My ox — Mo, , (2.5.20)
(k + 1)m1,o,k —(I+Dm,,,
g _ U= K)mg o, (25.21)
ml,o,k - ml,O,l

L& (=i)n=i=1) (n=i=r+1)
”Z:ll (n-1)(n-2)..(n—r) Xay

i=12,..,n, sa statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie proby

gdzie m,,, = dla r=k,1, oraz X)), dla

losowe;j.

. . o 1 .
Liczba k£ musi by¢ tak dobrana, aby byla pewnos¢, ze k£ >——1, natomiast
a

[ moze by¢ rowne k+1, gdyz istnienie momentu M, sprawia, ze istnieja

momenty M, dla [ >k. W szczegdlnosci dla/ = k + 1 otrzymujemy:
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My or =Mk My o1 M o 541

~ mMWP AmMWP
a = o =

(k + l)ml,o,k —(k+2)m,,, ., ’ My ox = Mok .

Dla innych dystrybuant empirycznych proponowanych w literaturze, m.in.
dystrybuant okreslonych wzorami (2.5.6) i (2.5.7), w analogiczny spos6b mozna
wyznaczy¢ estymatory parametrow rozktadu zmiennej losowej X.

Rozwazmy zmienna losowa X o uogoélnionym rozkladzie Pareto
GPD(,H, 5) , W szczego6lnosci gdy & =0, to mamy rozktad wyktadniczy zmien-
nej losowej X o wartosci oczekiwanej f, gdy £ =-1 — rozklad jednostajny
na przedziale [0, B ], natomiast dla £ >0 —rozktad Pareto.

Dla uogoélnionego rozktadu Pareto, gdy &£ =0, estymatorem parametru

S otrzymanym metoda najwigkszej wiarygodnosci jest $rednia arytmetyczna
warto$ci elementow wylosowanej proby.

Metoda najwigkszej wiarygodnos$ci znajduje zastosowanie w przypadku gdy
& > —1, ale poza przypadkiem & =0 tylko numerycznie mozna wyznaczy¢ war-
tosci estymatoréw obydwu parametrow. Dla & <—1 funkcja wiarygodnosci nie

ma maksimum.
Dla zmiennej losowej X o uogolnionym rozktadzie Pareto z parametrem

. o . B ) 2p°
¢ spetiajacym nierownos¢ &< 0,5 istnieja: EX =——, EX ' =—+ ——
1-¢ (1-)1-2¢)
ﬂZ
oraz D’X =——2>——— zatem w estymacji mozna stosowa¢ metode mo-

(1-¢y(1-2¢)
mentéw (por. J. Zhang [2007]).

Dla £>0,5 nie istnieje wariancja i przy estymacji parametréow & i f wy-
korzystuje si¢ metode momentdéw wazonych prawdopodobienstwami. Postaci
estymatorow tych parametréw w przypadku zastosowania dystrybuanty empi-
rycznej (2.5.5) przedstawia twierdzenie 2.5.3.

Twierdzenie 2.5.3. Jesli X jest zmienna losowa o uogdlnionym rozktadzie
Pareto GPD(ﬂ,f), gdzie 0,5< & <1, to estymatory parametrow & i S otrzy-

mane na podstawie proby prostej X,,X,, ..., X, metoda momentow wazonych

prawdopodobienstwami z dystrybuanta £ (x) = —Z( () ( ((,';)) ) 1) wyrazaja

_1 i=1
si¢ wzorami:
Emme =9 — nx (2.5.22)

nX — 22—)((5";
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22 (i)

ﬁmMWP =1l N — (2523)

(n)
nX - Qg;—xw

gdzie X ((,.';) sa statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie proby

losowe;j.

Zastosowanie metody momentéw wazonych prawdopodobienstwami do es-
tymacji parametréw uogoélnionego rozktadu Pareto, gdy &£>1, zwiazane jest

z wyznaczeniem momentow M, ,, postaci:

_ B
M, R (TSI gdy E<k+1 (2.5.24)

i porownaniem z odpowiednimi momentami z proby, co pozwala sformulowaé
twierdzenie podajace wzory na estymatory parametrow tego rozktadu.

Twierdzenie 2.5.4. Jesli X jest zmienna losowa o uogdlnionym rozktadzie
Pareto GPD(ﬂ,g), gdzie & >1, to estymatory parametrow & i £ otrzymane na

podstawie proby prostej X,,X,, ...,X, metoda momentéw wazonych prawdo-

podobienstwami z dystrybuanta empiryczna F, (x) =— Z( ( ((l”))) ) sa
postaci:
éQmMWP _ (k + 2)2m1,0,k+1 - (k + l)zml,o,k (2 5 25)
(k + 2)m1,0,k+1 - (k + l)ml,O,k
ﬂmMWP (k + 2)(k + l)ml,O,kml,O,kH (2 5 26)

(k+ 1)m1 0.k —(k+ 2)m1,0,k+1

. 1< (n_i)(n—i—l)...(n—i_r+1) (n) i

) 1 X0, dla r=kk+1 i k>&-1
gazie m, nlz:ll (n_l)(n—Z)...(l’l—V) " ar T
oraz X

losowe;j.

sq statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi na podstawie proby
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Szacowanie parametrow uogolnionego rozkltadu Pareto jest istotne
ze wzgledu na zastosowanie tego rozktadu do estymacji ogona rozktadu zmien-
nych losowych o grubych ogonach.

Metode momentéw wazonych prawdopodobienstwami mozna wykorzysty-
waé rowniez do szacowania parametrdw uogolnionych rozktadow maksimum

i minimum dla & > > gdyz ze wzgledu na brak wariancji nie mozna zastosowac

metody momentdéw (por. tablice 1.4.1, 1.4.2).
Jesli istnieja momenty wazone prawdopodobienstwami rozkladu GEVD,,

zmiennej losowej X, to sa one postaci (por. J. R. M. Hoskings i in.[1985]):
M, o=+ (u+oli+Dr-&)-1)¢) dia j>1,  (2.527)

a ich estymatorami sa statystyki wyrazone wzorem:

& -1)i-2) i) v
R0 Ty ey e e

m

Lj,0

. : 1 .
Parametry uogdlnionego rozktadu maksimum dla & > 5 mozna zatem wy-

znaczyé z nastepujacego ukladu réwnan:
EX = u-o(l-T(1-¢))/¢,
oM, , - EX = ol (1-£)2° -1)/ &, (2.5.29)
(3M,,, - EX)2M,,, - EX)=(1-3%)/(1-2°),

ktory po podstawieniu estymatorow wartosci oczekiwanej i momentow wazo-
nych prawdopodobienstwami przyjmuje postac:

X =p-o(l-T(1-¢))/¢,

—X =X =of(i- )t - 1) (2:5.30)

zln

! PR B R e G
( Z:(n 1;31 2) ((l)) Xj[zn,ln 1X<(z>) J=(1—35)/(1—25),
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Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy postaci estymatorow okreslo-
ne w twierdzeniu 2.5.5.

Twierdzenie 2.5.5. Jesli X jest zmienna losowa o uogdlnionym rozktadzie

. 1 .
GEVD,, (f,y,a), gdzie & ZE’ to estymatory parametréw &, 4 i o otrzymane
na podstawie proby prostej X, X,, ..., X, metoda momentéw wazonych praw-

dopodobienstwami z dystrybuanta empiryczna F, (x) = ﬁi ([ (o) (x((;) )_ 1)

sa postaci:
émMWP =7.859 c+29554 ¢, (2.5.31)
éQmMWP[zlz”: i_lX(n) _)?j
()
&mMWP — ”:l i=1 1 _‘lmMWP 5 (2532)
F(l _ 6‘xgmMWI’Xz.;‘ _ 1)
LM = X G F((I_AgmMWP )_1)’ (2.5.33)
6‘xgmMWI’
I &i-1 v
2° XWX
gdzie ¢ = n;n—l (l) _111_2.
Sy 06D g nd

S (mn-1)n-2)""

Wtasnosci powyzszych estymatorow przedstawione sa w pracy J. R. M. Ho-
skinga i in. [1985].

W analogiczny sposo6b mozna sformutowaé twierdzenie dotyczace postaci
estymatorow parametrow uogolnionego rozktadu GEVD,, (,u, o,¢ )

2.6. Zmodyfikowana metoda momentow wazonych
prawdopodobienstwami

Autorska propozycje stanowi wykorzystanie przy szacowaniu parametrow
rozktadu zmiennej losowej X metoda momentow wazonych prawdopodobien-
stwami zmodyfikowanej dystrybuanty empirycznej — level crossing empirical
distribution function — okreslonej wzorem (por. M. L. Huang, P. H. Brill [1999]):
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F,(x)= Z ) (2.6.1)

o222 | Gaizin
2 n(n—1

gdzie

w,, (2.6.2)
’ 1
dlai=23,..,n—
nin—1
Dystrybuantg t¢ zapisaé mozna w postaci:
0 dla x<x ”),
Ly n=2 dla x7) <x<x),
2 n(n—1)
F(x)=1 - - (2.6.3)

1 I—Lzl dla x" <x<x™ . i=23,.,n—
2 nln—1 (i) (i+1)
1 dla x> x((”))

Rozwazmy problem szacowania parametrow rozkladu ciaglej zmiennej lo-
sowej X, ktora ma warto$¢ oczekiwana, nie ma wariancji i jest okreslona za po-
moca funkcji gestosci f (-,6’1,6?2 ) Wykorzystanie proponowanej dystrybuanty
empirycznej prowadzi do nastgpujacych wzoré6w na momenty z proby wazone
prawdopodobienstwami:

1(1 11 n-2i 1
m,,=— X +— X0 +— X(”,
1,1,0 [2 Zﬁj (1) ;(2 2\/*} (n)
(2.6.4)
oraz

1, n=2 Jyw, =2 oo
=—| — X 2.6.5
m,, n(2+2mj ) 2[2 2\/*} o )

Stosujac $rednia arytmetyczna jako estymator wartosci oczekiwanej
i jeden z momentéw wazonych prawdopodobienstwami (2.6.4) lub (2.6.5) jako
estymator, odpowiednio, M, lub M, , otrzymujemy ukfad rownat:
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EX = X,

- .
e 1{2 2\/71 J o lzu 2\/11% JX(('%IX((:;
(2.6.6)
lub
EX =X,

M :l l_'_ n-2 Yo Z n-—2i el
S N ) MR e EReN e

(2.6.7)
ktorego rozwiazaniem sg estymatory parametrow 6, i 6,.

Zastosowanie metody momentow wazonych prawdopodobienstwami i pro-
ponowanej dystrybuanty przedstawione zostanie na przyktadach estymacji pa-
rametrow rozkladu Pareto i uogolnionego rozktadu Pareto. Dla rozktadu
Pa(0,a), gdzie a>1, i zmodyfikowanej dystrybuanty level crossing w celu

oszacowania parametrow 6 i a nalezy rozwigza¢ uktad réwnan:

Oa

=X,
a—1

(2.6.8)

ab 1 l o I”Z‘: 1 n—2i o

2a-1 2 2,/nin— 1) X P Zw/nin 1) Yo
otrzymujac postaci estymatoréw okreslone w twierdzeniu 2.6.1.

Twierdzenie 2.6.1. Jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie Pareto
Pa(0,a), gdzie a>1, to estymatory parametréw a i 6 otrzymane na podsta-

wie proby losowej X,,X,,...,X, metoda momentéw wazonych prawdopodo-
bienstwami z dystrybuanta empiryczna level crossing maja postac:

X |1+ 72 |xo §l1y 72 e
. ,/nin—l) i=2 n n—l)
a = 5
— — n-l1
2nX—2[1+”2] X - 22(“ 1 2’1)JX(<;;>

(2.6.9)

n(n—1) n(n
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I e =

QZMMWP = X(l - &zmMWP n— 2 et n— 21 . .
2{1 ¥ }X{,”)’ ¥ 22{1 ¥ 1)})(;;;) X

n(n -1 n(
(2.6.10)

Zastosowanie metody momentéw wazonych prawdopodobienstwami
ze zmodyfikowang dystrybuanta empiryczna okreslona wzorem (2.6.3) do esty-
macji parametréw rozktadu zmiennej losowej X nieposiadajacej wartosci ocze-
kiwanej zwiazane jest z wyznaczeniem momentéw z proby wazonych prawdo-
podobienstwami rz¢du k oraz j:

j n — n . ]
I 1 n-2 X((1)+”‘X((l-)) 1 n-=2 +lX(."),
YO 2 2n(n-1)) n F o (2 24n(n-1) '

2.6.11)

k k

1 n-2 X(({’)) ”*IX((,-'? 1 n—2i

m,, =|—+ + —+ . (2.6.12)
o [2 2q/nin—1J

Dla rozktadu Pareto Pa(8,a), gdzie a <1, otrzymujemy wzory na estyma-

tory parametrow 6 i a poprzez rozwigzanie uktadu rownan:

al o
(k+1)a-1 "
(2.6.13)
al
=M
(+Da-1 o

przy zalozeniu, ze istnieja momenty M, ,, oraz M, .

Twierdzenie 2.6.2. Jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie Pareto
Pa(8,a), gdzie a<1, to estymatory parametréw a i 6 otrzymane na podsta-

wie proby prostej X,,X,, ..., X, metoda momentdow wazonych prawdopodo-
bienstwami z dystrybuanta empiryczna level crossing wyrazaja si¢ wzorami:

A zmMIWP m —m

LOK LO 2.6.14
(k+1)m1,0/c (Z+1) m o1 ( )
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mlOkaOI(Z_k)

ézmMWP zé, (2615)
m o =M,
_ X(n) 1X(") . "
gdzie m,,, = l+ n-_2 © Z s e dlar=Fk.!l
Y2 2 ) o E a2 Zx/n(n )

Zastosowanie zmodyfikowanej metody momentéw wazonych prawdopodo-
bienstwami, podobnie jak metody mMWP z dystrybuantami empirycznymi za-
prezentowanymi w podrozdziale 2.5, wymaga wiedzy o istnieniu okre$lonych
momentow, co nie zawsze jest oczywiste.

W estymacji parametrow uogolnionego rozktadu Pareto GPD(,H,é‘) metoda

momentow wazonych prawdopodobienstwami z proponowana dystrybuanta
rozwiazujemy uktad rownan:

P 5
1-¢&

£ 1 1 ) l" W1 n—2i ()
(2 é: (2 21/7[‘1’[ i}X(l) ;(2 24/;11” )]X
(2.6.16)

Rozwiazanie prowadzi do otrzymania estymatoré6w o postaciach okreslo-
nych w twierdzeniu 2.6.3.

Twierdzenie 2.6.3. Jesli X jest zmienna losowa o uogdlnionym rozktadzie
Pareto GPD(ﬂ,§), gdzie 0,5<& <1, to estymatory parametrow & 1 f otrzy-

mane na podstawie proby prostej X,,X,,...,X, metoda momentdw wazonych
prawdopodobienstwami z dystrybuanta empiryczng level crossing maja postac:

X

£ zmMWP — 2_ _ , 2617

¢ oo (26.17)

B =_2LX, (2.6.18)
X -2y

gdzie

1 1&1 n—2i
=m,, =— X" 4= X", (2.6.19)
v 1,0,1 [2 ) /7—5] M 22:[2 ) /T—SJ ()
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Wzory na estymatory parametrow rozktadu GPD(,B,QZ), gdy £2>1, sa za-
warte w twierdzeniu 2.6.4.

Twierdzenie 2.6.4. Jesli X jest zmienna losowa o uogdlnionym rozktadzie
Pareto GPD([?,§), gdzie £ >1, to estymatory parametrow &£ i f otrzymane na

podstawie proby losowej X,,X,,...,X, metoda momentow wazonych prawdo-
podobienstwami z level crossing empirical distribution function maja postac:

(k + 1)2 m o — (k + 2)2 m ok

g _ , (2.6.20)
(k + l)ml,o,k - (k + 2)m1,0,k+1
BzmMWP — (k + 2)(k + 1)m1,0,km1,0,/c+1 , (2621)

(k + l)ml,(),k - (k + 2)m1,0,k+1

gdzie
1 ne?2 " X((]n) n-1 X((l's) 1 n—2i "
_| = - dla r = k, k+1.
Thor [2+2\/n(n—1)J 0 2T 2 )

Estymacja parametréw innych rozktadow, dla ktorych istnieja momenty
wazone prawdopodobienstwami odpowiednich rzedow, przebiega w sposob
analogiczny.

2.7. Bayesowskie metody estymacji

Bayesowskie metody szacowania parametru 6 zmiennej losowej X naleza
wania poswigconych jest wiele prac, m.in. F. J. Anscombe [1961], J. O. Berger
[1985], B. P. Carlin, T.A. Louis [2000], J. Osiewalski [1991], M. Szreder
[1989], [1994], A. Zellner [1971], [1986].

W metodach bayesowskich zaklada si¢, ze parametr 6 jest zmienna losowa
1 wykorzystuje si¢, oprocz informacji zawartych w probie losowej, wiedzeg
a priori o rozktadzie szacowanego parametru.

W podejsciu bayesowskim decyzje statystyka sa decyzjami podejmowany-
mi w grze z natura, przy czym za gr¢ statystyczna uznaje sig trojke <®,D,L>,
gdzie © jest zbiorem wszystkich wartos$ci parametru rozktadu 8, D to zbior
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decyzji d dotyczacych parametru €, bedacych zmienna losowa i1 funkcja ele-
mentow proby X, X,,...,X,, za$ L(@,d ) to funkcja straty, okreslajaca wielko$¢
straty, jaka statystyk ponosi na skutek podjgcia okre$lonej decyzji d € D.
W oparciu o przyjeta funkcje straty definiuje si¢ funkcje ryzyka jako warto$c
oczekiwana funkcji straty (por. M. Krzysko [1998, s. 40-60]).

Z twierdzenie Bayesa wyznaczamy warunkowy rozktad zmiennej losowej
6, czyli tzw. rozktad a posteriori, stosujac wzory:

_ f(x|9k ) g(ek)

o |x)= , 2.7.1)
g( k| ) Zk:f(x|9k)'g(‘9k)
gdy € ma rozktad skokowy o wartosciach 6,, k =1,2, ...
lub
2(0lx)= 1(x0)-£(0) 2.7.2)

[ 7o) g(0)ae”

gdy @ ma rozktad ciagly.

Funkcja g(H) jest funkcja gestosci lub funkcja prawdopodobienstwa roz-
ktadu a priori parametru 6, za§ f (X|0) jest funkcja gestosci rozktadu proby
losowej X, X,,....X,.

.6
W oparciu o wyznaczony rozktad a posteriori 1 przyjeta funkcje straty wy-
znaczamy funkcje ryzyka a posteriori, a nastgpnie minimalizujemy to ryzyko,
otrzymujac estymator bayesowski szacowanego parametru o najmniejszym ry-
zyku.
Gdy parametr 8 ma rozktad skokowy, funkcja ryzyka a posteriori przyjmu-
je postac:

r(d,x)=> L(6,.d(x)) g6, | x), (2.7.3)

k

natomiast gdy & ma rozklad ciagly, funkcja ryzyka a posteriori wyraza si¢ wzo-
rem:

r,(d.x)= [ L(6.d(x))- (0| x)do. (2.7.4)

(€]

Warto$¢ szacowanego parametru zalezy od jego rozktadu a priori oraz od
przyjetej funkcji straty.
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W zaleznosci od ilosci posiadanych informacji wstgpnych o parametrze
60 wyrézniamy dwa podstawowe typy rozktadow a priori (por. M. Szreder
[1994, s. 31-40]):

— nieinformacyjne (niewlasciwe, rozproszone),

— informacyjne (wlasciwe).

Rozklady nieinformacyjne petnia dwie rozne role. Stuza one albo do wyra-
zenia zupelnego braku wiedzy o szacowanym parametrze, albo wykorzystywane
sa jako wzorcowe do analizy efektow wprowadzenia do estymacji wiedzy spoza
proby.

Rozktady informacyjne a priori moga by¢ subiektywnymi rozkladami
prawdopodobienstwa, jesli skonstruowano je na podstawie subiektywnych ocen
badacza, albo rozkladami empirycznymi, jezeli podstawa ich konstrukcji sa po-
przednie oszacowania empiryczne parametrow na bazie wczesniejszych infor-
macji statystycznych lub innej préby losowej. Wsrod informacyjnych rozktadow
a priori wyrozniamy rozklady sprzezone z rozktadem proby charakteryzujace sig
tym, ze rozktady a priori i a posteriori naleza do tej samej rodziny rozktadow
prawdopodobienstwa.

Czesto wykorzystywana w estymacji bayesowskiej funkcja straty ma po-
stac:

a(@-d), gdy 6>d,
L.(6.d)= gdzie a,b >0, (2.7.5)
b(@—d)z, gdy 6<d,

ktorej  szczegblnym  przypadkiem jest kwadratowa funkcja  straty
L.(0,d)=a(6-d), gdy b=a.

Inna funkcja straty jest funkcja wyrazona wzorem:

a(@—-d), gdy 602>d,
L,(6,d)= gdzie a,b >0, (2.7.6)

b(d-0), gdy d>0,
nazywana w literaturze liniowa funkcja straty.
Obydwie funkcje straty dla a#b sa funkcjami asymetrycznymi, za$ dla

a = b symetrycznymi. Liniowa, symetryczna funkcj¢ straty nazywa si¢ rowniez
modutowa funkcja straty postaci:

Ly (0.d)=al0-d|,  gdzie a>0. (2.7.7)
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Dla symetrycznych funkcji straty: liniowej i kwadratowej, strata wynikajaca
z niedoszacowania i przeszacowania parametru € jest jednakowa, przy czym
dla kwadratowej funkcji straty wigkszym bledom przyporzadkowuje sig strate
wigksza niz proporcjonalna. Dla asymetrycznych funkcji straty poprzez ustalenie
warto$ci a i b okre§lamy, ktora strata ma by¢ wigksza — przy niedoszacowaniu
czy przeszacowaniu parametru 6.

Do innych funkcji straty prezentowanych w literaturze nalezy zaliczy¢ m.in.
liniowo-wyktadnicza i uogdlniona entropijna funkcje straty (por. A. Zellner
[1986]).

Liniowo-wyktadnicza funkcja straty (LINEX) okre$lona jest wzorem:

L, (0,d)=blexp(a(0—d))—a(@—d)—1], gdzie a=0,b>0.
(2.7.8)

Parametr b jest parametrem skali i najczgséciej zaktada si¢ b = 1. Parametr
a jest parametrem ksztattu. Jesli a <0, to strata zwiazana z przeszacowaniem
wartosci parametru @ jest liniowa, natomiast wyktadnicza — przy niedoszaco-
waniu. Jezeli natomiast a >0, sytuacja jest przeciwna.

Uogolniona entropijna funkcja straty ma postac (por. S. K. Singh 1 in. [2011]):

q
L, (6,d)x (g) — qln(g) -1, gdzie ¢>0. (2.7.9)

Funkcja ta przypisuje wigksze straty bledom zwiazanym z niedoszacowa-
niem warto$ci parametru 6.

Dla kazdej z wymienionych funkcji straty estymator bayesowski ma inna
postac.

Dla symetrycznej kwadratowej funkcji straty optymalnym bayesowskim
estymatorem punktowym parametru 6 jest warto§¢ oczekiwana rozktadu a po-
steriori.

W przypadku symetrycznej liniowej funkcji straty (modutowej) optymal-
nym bayesowskim estymatorem parametru € jest mediana rozkladu a posteriori.
Optymalnym bayesowskim estymatorem parametru 6 odpowiadajacym

rozkladu

liniowej niesymetrycznej funkcji straty jest kwantyl rzedu
a+

a posteriori. Dobierajac odpowiednie wartosci a, b, otrzymujemy kwantyle od-
powiednich rzedow, w tym mediang, kwartyle czy tez percentyle, rozkladu
a posteriori.

Dla liniowo-wyktadniczej funkcji straty estymatorem bayesowskim parame-
tru @ jest statystyka:



2. Metody estymacji oparte na statystykach pozycyjnych 93

6=—Lmn Eg(g‘x)(exp(—a 9))). (2.7.10)
a

gdzie E ) oznacza warto$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori zmiennej

H‘X
Y =exp(—ab).

Zastosowanie uogo6lnionej entropijnej funkcji straty sprawia, ze otrzymuje-
my estymator bayesowski postaci:

0=(E, ,(07)) . 2.7.11)

W przypadku zastosowania liniowej funkcji straty bayesowskie metody
estymacji, wykorzystuja mediang i inne kwantyle rozktadu a posteriori wyzna-
czonego na podstawie proby losowej. Zatem estymatory bayesowskie mozna
rowniez uznac za funkcje statystyk pozycyjnych.

2.8. Bootstrapowe metody estymacji

Metody bootstrapowe, podobnie jak bayesowskie, naleza do grupy metod
nieklasycznych. Sa to metody symulacyjne wymagajace oprogramowania kom-
puterowego. Pojawity si¢ w latach osiemdziesiatych ubieglego stulecia. Poczatki
ich zastosowania zwiazane byly z szacowaniem wariancji estymatorow, przy
punktowej estymacji parametrow, w sytuacji wykorzystywania skomplikowa-
nych postaci estymatorow, ztozonych schematoéw losowania prob i problemow
z analityczna postacia estymatora wariancji. Rozw6j metod bootstrapowych
umozliwiaja coraz szybsze procesory komputerowe i powstajace oprogramowa-
nia komputerowe.

Bootstrapowe metody estymacji mozna stosowac, oprocz szacowania wa-
riancji estymatorow, do aproksymacji rozktadow estymatoréw oraz do punkto-
wego 1 przedzialowego szacowania wartosci parametrow rozkladu zmiennej
losowej. Wykorzystuje si¢ je w przypadkach, gdy klasycznych metod nie mozna
zastosowaé ze wzgledu na nieznany rozklad badanej zmiennej badz zbyt mata
liczebno$¢ proby uniemozliwiajaca uzycie twierdzen granicznych o rozktadach
estymatorow (por. A. C. Davison, D. V. Hinkley [1997], B. Efron [1979],
B. Efron, R. J. Tibshirani [1993], T. DiCiccio, B. Efron [1996]). W zaleznos$ci
od posiadanych informacji wykorzystuje si¢ parametryczne lub nieparametrycz-
ne metody bootstrapowe. Bardziej popularne jest stosowanie nieparametrycz-
nych metod szacowania parametréw zmiennej losowej, ktére nie wymagaja
zadnych zalozen o jej rozkladzie i liczebnosci proby.
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W konstrukcji bootstrapowych przedziatéw ufnosci dla parametrow rozkta-
du zmiennej losowej wykorzystuje si¢ statystyki pozycyjne rozkladow bootstra-
powych.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie okreSlonym za pomoca nie-
znanej dystrybuanty F, z ktéra utozsamiamy badang populacje oraz niech
X,,X,,...,X, bedzie proba prosta wylosowana z tej populacji. Na podstawie
proby losowej generujemy proby bootstrapowe wedlug rozktadu bootstrapowe-
go. Definicje proby i rozktadu bootstrapowego zostaty sformutowane ponizej
(por. C. Domanski, K. Pruska [2000, s. 260-261]).

Definicja 2.8.1. Rozktadem bootstrapowym z proby prostej X,,X,,...,X

n

nazywamy rozktad prawdopodobienstwa postaci:

Plx*=x)=L  dai=1,..n, (2.8.1)
n

gdzie ciag warto$ci x,,Xx,,...,x, stanowi realizacj¢ proby prostej X,,X,,...,X,.

n

Rozktad bootstrapowy oznaczamy przez F.

Definicja 2.8.2. Proba bootstrapowa liczebno$ci k£ nazywamy ciag niezalez-

nych zmiennych losowych X/, X7,.., X/ o rozktadzie bootstrapowym, gdzie

k jest ustalona liczba naturalna.

Czesto przyjmuje sig, ze liczebno$¢ proby bootstrapowej jest rowna liczeb-
nos$ci proby prostej wylosowanej z badanej populacji, czyli k= n.

Do estymacji parametréw rozktadu zmiennej losowej niezbgdna jest pewna
statystyka R okreslona na przestrzeni préb. W metodach bootstrapowych rozktad
tej statystyki aproksymuje si¢ rozktadem bootstrapowym.

Definicja 2.8.3. Rozkladem bootstrapowym statystyki R nazywamy rozktad
zmiennej losowej R” :R(XB,I:“), gdzie X* = (XIB,XZB, o X} )

Rozktad zmiennej losowej R® wyznaczamy najczesciej poprzez aproksy-
macj¢ Monte Carlo, generujac N (N > 1000) proéb bootstrapowych wedtug roz-
ktadu bootstrapowego i wyznaczajac histogram rozktadu statystyki R”.

Rozwazmy najpierw problem estymacji przedzialowej parametru 8 zmien-
nej losowej X o nieznanej klasie rozktadu.



2. Metody estymacji oparte na statystykach pozycyjnych 95

Niech 1—oa bedzie ustalonym wspotczynnikiem ufnosci, natomiast
X,,X,,...,X, to n-elementowa proba losowa pochodzaca z rozpatrywanej po-
pulacji generalne;.

Konstrukcje bootstrapowych przedzialdéw ufnosci dla parametréw rozktadu
populacji wykorzystuja kwantyle odpowiednich rzgdéow rozktadu empirycznego
rozwazanego parametru, ktére wyznacza si¢ w oparciu o wygenerowane proby
bootstrapowe. Do takich metod nalezy zaliczy¢ (por. C. Domanski, K. Pruska
[2000, s. 262-264], B. Efron, R. J. Tibshirani [1993, s. 321-331]) m.in.:

— metodg percentyli,

— metodg 7-bootstrapowa,

— dwustopniowa metodg #-bootstrapowa.

Metoda percentyli szacowania parametru € sprowadza si¢ do wygenerowa-
nia N prob bootstrapowych X, X7 .. X i wyznaczenia na podstawie kazdej
z nich warto$ci estymatora parametru 6 oznaczanego przez élB , gdzie
j=12,..,N. Otrzymujemy w ten sposdb ciag uporzadkowanych warto$ci

élB yeens éﬁ . Za ich pomoca aproksymujemy rozktad estymatora 0 i wyznaczamy
kwantyle rzedu % oraz 1—%, czyli statystyki 62 i 6® . Postuza one do
= N-—Z
2 2

budowy przedziatu ufnosci #2 <@<@* . dla parametru @ na przyblizonym
e N—&
2 2

poziomie ufnosci 1—a, tzn.

P[éga <0<é§sz1—a. (2.8.2)

2 2

Liczbe powtérzen N najwygodniej dobra¢ jest tak, aby wielkos¢ % byta
liczba catkowita. W przeciwnym przypadku nalezy wykorzysta¢ statystyki po-
zycyjne o rangach [%} +1 oraz N — [%}

Rozpatrywanym parametrem € moze by¢ w szczegdlnosci wartos¢ oczeki-
wana lub mediana, za$ estymatorem 0, odpowiednio, $rednia arytmetyczna
i mediana z préby.

Druga z metod, t-bootstrapowa, polega na wyznaczeniu na podstawie j-tej
proby bootstrapowej wartosci:
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A

AB

t? :‘(_)Z - dla j=1,...,N, (2.8.3)
J D jB

gdzie 0 jest oszacowaniem parametru 6 na podstawie wylosowanej proby
X,,X,,...,X,, natomiast éf to oszacowanie parametru ¢ na podstawie proby

bootstrapowej X’ , X7 .., X2 z kolei ﬁ(éf ) jest estymatorem odchylenia

12420 ">
standardowego zmiennej Hf .

. . : (B .
W ten sposob otrzymujemy ciag wartosci (tj )‘le,.uzv 1 wyznaczamy kwantyle

B B
a .2 t a
—N 1-—N
2 2

t rzedu odpowiednio % i 1—%, ktore wykorzystujemy do budowy

metoda z-bootstrapowa przedzialu ufnosci dla parametru &, na przyblizonym
poziomie ufnosci 1—«a, postaci:

P(é—t’*a ﬁ(é)<9<é—t§;Nﬁ(é)le—a, (2.8.4)

I-—N
2 2

gdzie ﬁ(é) jest oszacowanym odchyleniem standardowym estymatora 6.

Dwustopniowa metoda f-bootstrapowa jest modyfikacja metody
t-bootstrapowej. Pierwszy etap tej procedury estymacji polega na losowa-
niu N, prob bootstrapowych zawierajacych po n elementéw, wyznaczeniu na

podstawie kazdej z tych prob wartosci estymatora é’iB dla i=12,..,N, i obli-

czeniu O° —Lié‘? oraz 13(03)— Li(éﬁ—g‘g)z Nastepnie, sposrod war-
_Nli:]l, =¥ ,. . epnie, sposro

1 i=1
tosci 6313 , ...,éﬁl losujemy niezaleznie jedng wartos¢ i oznaczamy ja éOB . Powta-
rzamy procedur¢ N, razy, otrzymujac wartosci éf/ dla j=12,..,N,.

W kolejnym etapie obliczamy wartos$ci tf dla j=1,2,...,N, ze wzoru:

~

B éoB/ -0
tOj Zﬂg—lgj. (285)

Na podstawie otrzymanego ciagu wartosci (tf] )j_l v
LN,

wyznaczamy kwantyle
, 1’ 1zedu odpowiednio % i 1—%.

N <N
2 P 2

I\J“Q -]
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Przedzial ufnosci 6—1* ﬁ(é)< 0<6—1" b(é) otrzymany dwustopnio-
1*E;Nz E;Nz

wa metoda z-bootstrapowa pokrywa szacowana warto$¢ parametru € na przy-

blizonym poziomie ufnosci 1—«, tzn.

P[é—tBa ﬁ(@)<9<é—t§;N2b(é)le—a. (2.8.6)

1-—; N-
52

Jesli @ jest parametrem zmiennej losowej X szacowanym na podstawie

proby prostej] X, X,,....X

no

to wariancj¢ estymatora € mozemy oszacowac
na podstawie prob bootstrapowych, korzystajac ze wzoru:

b(é):ﬁjzl(éf "}, (2.8.7)

gdzie é/B jest estymatorem parametru € wyznaczonym na podstawie j-tej proby

N

_ 1 R
bootstrapowej, natomiast 8% =—> 6°.
powej N; ;

Informacja o klasie rozktadu zmiennej losowej X moze by¢ wykorzystana
do budowy parametrycznego, bootstrapowego przedzialu ufnosci dla parametru
tego rozktadu. W tym przypadku proby bootstrapowe generuje si¢, wykorzystu-
jac typ rozktadu zmiennej X i warto$ci proby bootstrapowej x., x5, ..., x7 wy-
znacza si¢ w nastgpujacy sposob:

xXF=F'w), dla i=1,2, ...k (2.8.8)

gdzie u jest warto$cia wygenerowana z rozktadu jednostajnego na przedziale
[0,1], za$ F jest oszacowang dystrybuanta zmiennej X.

Pozostate etapy estymacji parametréw, takich jak warto$¢ oczekiwana czy
kwantyle, lub etapy szacowania wariancji estymatorow, sa identyczne jak
w prezentowanym podejsciu nieparametrycznym.

W praktyce stosuje si¢ rowniez podejscie semiparametryczne, charakteryzu-
jace si¢ tym, ze niektore elementy proby bootstrapowej generuje si¢ z rozkladu
bootstrapowego (wzor (2.8.1)), natomiast inne z konkretnego rozkladu teore-
tycznego. Tego typu podejScie wykorzystywane jest w przypadku estymacji
parametrow rozkladéw zmiennych losowych o grubych ogonach.
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Gdy rozktad charakteryzuje si¢ prawym grubym ogonem, wartosci proby
bootstrapowej ponizej ustalonego progu u generuje si¢ z empirycznego rozktadu,
natomiast warto§ci powyzej progu z rozktadu uwzgledniajacego asymptotyczne
wlasnos$ci rozktadu ogona (por. M. D. Pandey i in. [2003]). Zatem dystrybuante
rozktadu bootstrapowego mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

(1-F,@)F,(x)+F,(u), gdy x>u,
F*(xfu)= (2.8.9)
F, (x), gdy x<u,

gdzie F, oznacza dystrybuantg rozkladu bootstrapowego, za§ F), to dystrybuan-

ta uogolnionego rozktadu Pareto z parametrami rozktadu oszacowanymi na pod-
stawie proby.

Semiparametryczna estymacja bootstrapowa analizowana bedzie doktadniej
w piatym rozdziale pracy.

2.9. Uwagi koncowe

W rozdziale tym przedstawione zostaly metody estymacji punktowej i prze-
dzialowej parametrow rozkladéw zmiennych losowych, ktore wykorzystuja
statystyki pozycyjne wyznaczone na podstawie n-elementowej proby prostej.
Oprocz metod znanych z literatury przedmiotu zaprezentowano wtasne propozy-
cje, bedace modyfikacjami kwantylowej metody najmniejszych kwadratow
i metody momentéw wazonych prawdopodobienstwami. Zaleta wigkszosci me-
tod estymacji opartych na statystykach pozycyjnych jest ich uniwersalnos¢. Spo-
srod omdéwionych metod tylko metody momentow wazonych prawdopodobien-
stwami wymagaja informacji o istnieniu odpowiednich momentdéw, a metody
bayesowskie informacji o rozktadzie a priori rozwazanego parametru.

W celu prezentacji zastosowania rozwazanych procedur metod wybrane
zostaly pewne klasy rozktadéw i dla nich wyznaczono wzory na estymatory ich
parametrow oraz sformutowano odpowiednie twierdzenia. Uwzgledniono roz-
ktady o grubych (Cauchy’ego, Pareto) i cienkich ogonach (logistyczny), syme-
tryczne i asymetryczne oraz rozktady wykorzystywane w analizie zdarzen eks-
tremalnych (Gumbela, uog6lniony Pareto), ktérym poswigcony bedzie rozdziat
piaty. Stosujac metody estymacji oparte na kwantylach, podobnie jak w przy-
padku metody najwigkszej wiarygodnosci, nie dla wszystkich typow rozktadow
mozna analitycznie wyprowadzi¢ wzory na postaci estymatorow. W tych sytu-
acjach oprogramowania komputerowe pozwalaja numerycznie oblicza¢ ich
wartos$ci na podstawie wartosci prob losowych.



3. ANALIZA WELASNOSCI OPARTYCH
NA STATYSTYKACH POZYCYJNYCH
ESTYMATOROW PARAMETROW
WYBRANYCH ROZKELADOW

3.1. Uwagi wstepne

Rozwazania teoretyczne dotyczace metod estymacji parametrow rozktadu
zmienne] losowej wykorzystujacych statystyki pozycyjne wymagaja uzupehien
poprzez analizy zwigzane z wlasnosciami otrzymywanych estymatorow. Na
obciazenia i1 btedy sredniokwadratowe estymatorow wplywaja rzedy wybiera-
nych kwantyli w metodzie kwantyli oraz rzedy pomijanych kwantyli w kwanty-
lowej metodzie najmniejszych kwadratéw z ucieta liczba kwantyli. Na wiasnosci
estymatorow uzyskanych metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami
istotny wplyw ma wyboér rzgdéw momentow oraz posta¢ dystrybuanty empi-
rycznej.

W rozdziale tym przedstawiono wyniki analiz wilasnos$ci estymatoréw
otrzymanych metoda kwantyli i wplywu rzedéw stosowanych kwantyli na wila-
snosci estymatorow parametréw wybranych klas rozktadéw, m.in. rozkladu
Cauchy’ego, logistycznego i uogdlnionego Pareto oraz uogdlnionych rozktadow
statystyk ekstremalnych. Ze wzgledu na skomplikowane postacie estymatorow,
badania obciazonosci i blgdow $Sredniokwadratowych nie zawsze mozna prze-
prowadzi¢ metodami analitycznymi, dlatego w wigkszosci przypadkow zapre-
zentowano wyniki analiz symulacyjnych. Wykonane obliczenia i uzyskane
wyniki badan symulacyjnych pozwalaja sformulowaé wnioski dotyczace wia-
Sciwego wyboru tych wielkosci w praktycznym wykorzystaniu procedur esty-
macji parametréw opartych na statystykach pozycyjnych.

Szczegoblnie istotne sa wyniki badan, ktore odnosza si¢ do wiasnosci esty-
matoréw uzyskanych przy zastosowaniu autorskich metod estymacji, tj. kwanty-
lowej metody najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, medianowo-
kwantylowej metody najmniejszych kwadratow i metody momentow wazonych
prawdopodobienstwami ze zmodyfikowana dystrybuanta empiryczna (level
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crossing empirical distribution function). W rozdziale tym przedstawiono wyni-
ki analiz poréwnawczych obciazen i bledow $redniokwadratowych estymatorow
parametréw wybranych klas rozktadow otrzymanych metodami proponowanymi
oraz prezentowanymi w literaturze przedmiotu.

3.2. Badania wlasnosci estymatorow otrzymanych metoda kwantyli

Zastosowanie metody kwantyli do estymacji parametrow rozktadu zmiennej
losowej wymaga ustalenia rzgdow wykorzystywanych kwantyli, ktorych liczba
uzalezniona jest od ilosci parametrow rozktadu. Od wyboru wielkosci rzgdow
kwantyli zaleza wtlasno$ci otrzymanych estymatoréw: ich obciazenia i bledy
sredniokwadratowe. W pracy J. Aitchisona, J. A. C. Browna [1975] okre$lone
zostaly wielkosci rzedow kwantyli, ktore nalezy stosowa¢ w estymacji parame-
trow rozkladu logarytmiczno-normalnego. Analiza wlasnosci estymatorow pa-
rametrow innych klas rozktadéw: Cauchy’ego, Pareto, logistycznego i Gumbela,
przedstawiona jest ponizej.

Dla rozktadu Cauchy’ego Ca(m A) w oparciu o definicj¢ kwantyla, twier-
dzenie 1.3.7 oraz wlasnosci wartos$ci oczekiwanej mozna obliczy¢ obcigzenia
estymatorow parametréw m oraz A dla wybranych rzedow kwantyli. Obciaze-
nia estymatoréw tych parametrow, przy zatozeniu, ze np € N, wyznacza si¢

z nastepujacych wzorow:

E(”WK)_ m= %(E(Xp;n)+ E(Xa—p);n ))_ m=

B An!
~ 2mp-1)(n—-np)!

J' (" (=) 1gm(r—0,5)dr +

An!
2(np)!(n—np -

+

1
It” v (1—1)" tgr(t —0,5)dt
*0

g ) 2= (e ) E(x,, ) A=

1
= ﬂ“tg (zphn! It” " (1—t)" tgr(t—0,5)dt +
2(np n—np—
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Mg(zphn!  t . o
_ . s
z(np_l)!(n—np)!;[t (1-) " 1gm(e~0.5)dt ~ 2

Obliczone, przy uzyciu pakietu Mathematica, wielkoSci obciazen
B(#h"™)=E(m™)—m oraz B(A™)=E(A"™)—A estymatoréw parametrow
mi A dla dwoch wybranych rozktadow Cauchy’ego i liczebnosci proby rownej
40, 60 1 100 przedstawione sg w tablicy 3.2.1.

Tablica 3.2.1. Obciazenia estymatoréw mK parametrow rozktadu Cauchy’ego
dla wybranych rzgdéw kwantyli

n =40 n=:60 n=100
Rozkdad | - p B(WK ) B(/i’"K ) B(n‘q’"K ) B(/i’"K ) B(rh’"K ) B(/i’"K )
0,05| —6,3673 | 1,0006 | -3,2004 0,5016 ~1,6020 | 0,2506
0,10| -1,0875 | 03375 | -0,6543 0,2020 -0,3643 | 0,1120
Cal2) | %20 02557 | 0.1499 | -0.1636 0,0950 ~0,0953 | 0,0548
0,30 —0,1283 | 0,1026 | -0,0836 0,0660 -0,0493 | 0,0385
0,40 -0,0908 | 0,849 | -0,0596 0,0549 ~0,0353 | 0,0321
0,45 -0,0838 | 00812 | -0,0551 0,0525 ~0,0327 | 0,0308
0,05| -3,1836 | 05003 | -1,6002 0,2508 ~0,8010 | 0,1253
0,10| —-0,5437 | 0,1688 | -0,3271 0,1010 ~0,1821 | 0,0560
Caa.y 020 01279 | 00750 | 00818 0,0475 ~0,0475 | 0,0274
0,30| -0,0641 | 00513 | -0,0418 0,0330 ~0,0246 | 0,0192
0,40| —0,0454 | 00424 | -0,0298 0,0274 ~0,0178 | 0,0161
0,45 -0,0419 | 0,406 | -0,0275 0,0263 ~0,0164 | 0,0154

Zrédto: opracowanie wlasne.

Analiza otrzymanych wynikdéw pozwala stwierdzi¢, ze estymator p prze-

szacowuje wartoéci parametru A, za§ estymator m"* niedoszacowuje wartosci
m. Wielkosci obciazen zaleza od wybranych rzedéow kwantyli. Dla kwantyli
bliskich medianie obciazenia estymatoréw sa mate, duzo mniejsze niz dla rzeg-
dow kwantyli p bliskich 0,05. Sposrod wynikow prezentowanych w tablicy 3.2.1
najmniejsze obciazenia uzyskano przy zastosowaniu kwantyli rzedow p = 0,45
i11-p=0,55. W przypadku rozktadu Cauchy’ego o innych parametrach wyniki
sg analogiczne (por. D. Pekasiewicz [2012]).

Obliczone wielko$ci obciazen i wyznaczone wariancje kwantyli z proby

X i X, . a nastepnie wariancje estymatorow m"< i A"* prowadza do
pn (I=p)n
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obliczenia wielkos$ci bledoéw $redniokwadratowych estymatorow parametrow

rozktadu Cauchy’ego.
Wariancje estymatoréw parametréw m i A, gdy np € N, sa nastepujace:

) D) D) Lo )
am _Dz(Xf ;n) DZ(X ;n) 1
b (/1 ' )_ 4ctg2((17;;9) i 4ctg2(:zp) - 2ctg*(7p) COV(X””’ Ko )’
gdzie
D2 (Xpiﬂ ) = I(x - E(qun ))Zg”p;n (x)dx’
D (X(lfp);n ): f(x - E(X(lfp);n ))Zgnfnp;n (x)dx
oraz

+o0

COV(Xp;n’X(l-P)?” ): :[

0

j[o(x - E(X’“” ))(y B E(Xﬂ—p):n )) g(x, J’)dxcly.

Funkcje gestosci gnp;n(x), ng;n(x) statystyk, odpowiednio, X, oraz
X(_,). okreslone sa w twierdzeniu 1.3.4, natomiast posta¢ facznej funkcji gesto-
$ci g(x, y) tych statystyk podana jest w twierdzeniu 1.3.7. Obliczone, przy uzy-

ciu pakietu Mathematica, wielko$ci bledow Sredniokwadratowych estymatorow,
gdy n = 40, 60, 100, zamieszczone sa w tablicy 3.2.2.

Réznice migdzy wielkoSciami btedow $redniokwadratowych estymatorow
mK wyznaczanych dla réznych p sa bardzo duze. Najmniejsze biedy $rednio-
kwadratowe estymatora parametru m sg dla kwantyli rzedéw bliskich 0,45, na-
tomiast dla parametru A dla wartosci p z przedzialu <O,25, 0,3>. Wybor zbyt

malej wartosci rzedu kwantyla p przy estymacji parametrow rozkladu Cau-
chy’ego skutkuje otrzymaniem estymatora o wielokrotnie wigkszym biedzie
sredniokwadratowym w poréwnaniu z bledem $redniokwadratowym estymatora
wyznaczonego w oparciu o kwantyle blizsze medianie, czyli rzgdow bliskich 0,5.
W przypadku gdy np ¢ N, obliczenia dotyczace obciazen i btedow srednio-
kwadratowych przeprowadza si¢ w sposob analogiczny, przy czym

—_ vy
Xp;n - X([ﬂﬁ]”)'
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Tablica 3.2.2. Bledy sredniokwadratowe estymatorow parametrow rozktadu Cauchy’ego
dla wybranych rzedéw kwantyli

n =40 n =60 n=100

Rozklad | » msE(i )| aasg(ine ) | Mse(r™ )| mse(in) | mse(ir)| mse(i)

0,05 {921,942 14,8465 |119,7136 2,8944 33,7743 0,7758

0,10 12,8465 1,1625 6,2560 0,5646 2,9405 0,2581

0,20 1,1000 0,3807 0,6857 0,2297 0,3754 0,1228

Ca(l,2)
030 | 03993 0,3241 0,2597 0,2042 0,1508 0,1071
040 | 02648 0,5188 0,1744 0,3328 0,1012 0,1928
0,45 0,2535 1,0202 0,1672 0,6604 0,0974 0,3869
0,05 |233,386 3,6389 | 29,9237 0,7237 8,4424 0,1985
0,10 | 3,1134 0,2906 1,5640 0,1412 0,7352 0,0645
020 | 05432 0,3675 0,1712 0,0575 0,0938 0,0307

Ca(2,1)

0,30 0,2750 0,0952 0,0650 0,0511 0,0370 0,0290

0,40 0,0662 0,1297 0,0436 0,0838 0,0253 0,0411

0,45 0,0639 0,2560 0,0418 0,1694 0,0244 0,0959

Zrodto: opracowanie wlasne.

Symulacyjna analiza wlasnosci estymatorow polegajaca na powtdrzeniu
20 000 razy procedury estymacji parametrow rozktadu Cauchy’ego metoda
kwantyli pozwala w sposob graficzny przedstawi¢ zaleznosci wielko$ci obciazen
estymatorow i btedow Sredniokwadratowych od ustalonego rzedu p kwantyla
z proby. Rezultaty przeprowadzonych badan dla wygenerowanej populacji
i losowanych 100-elementowych prob prostych zaprezentowane sa na rysunkach
3.2.1-3.2.4. Sa one zgodne z wynikami obliczeniowymi przedstawionymi
w tablicach 3.2.113.2.2.

Rozwazmy zmienna losowa X o rozktadzie Pareto Pa(6,a) Wiasnosci pa-

rametrow rozktadu Pareto, tj. obciazenia i bledy $redniokwadratowe analizowa-
no metoda Monte Carlo. W tablicach 3.2.3-3.2.4 przedstawiono oszacowane
obciazenia i bledy $redniokwadratowe estymatorow parametrow € oraz a dla
trzech wybranych rozktadow Pareto i ustalonych liczebnosci prob n = 40, 60,
100, otrzymane w wyniku powtdrzenia procedury estymacji 20 000 razy.
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Rysunek 3.2.1. Zalezno$¢ obciazen estymatoréw parametréw rozktadu Cauchy’ego Ca(1,2)
od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrbdto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.2. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozktadu Cauchy’ego Ca(2,1)
od rzgdow kwantyli w metodzie kwantyli

Zroédto: opracowanie wtasne
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MSE
Yy
N .
3,0 oo
25+
u °
I A~ mK
2,0 + m o
i K
B . A
15}
r ® .
1,0+ ¢ o
r ©° o
- [ ]
o o ° o
0,5 1+ o . o
- o, *eq 00
N o .... oOO
B ©0000000000000088880000608883¢0000000e
0,1 0,2 03 04 05 P

Rysunek 3.2.3. Zalezno$¢ bledow sredniokwadratowych estymatoréw parametrow rozkladu
Cauchy’ego Ca(1,2) od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zroédto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.4. Zaleznos$¢ btedéw Sredniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
Cauchy’ego Ca(2,1) od rzgdow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Tablica 3.2.3. Wartosci oszacowanych obciazen estymatoréw parametrow rozktadu Pareto
dla wybranych rzedow kwantyli

n =40 n =60 n =100

Rozktad p — — = - = =
6" -0 | " -a | ™ -9 | " -a | 6™ -0 | a" -a
0,05 | 00032 | 04064 | 00023 | 0269 | 00015 | 0,1595
0,10 | 00042 | 02983 | 00034 | 0,1930 | 00017 | 0,1138
pa.3) | 020 | 00056 | 02627 | 00044 | 01670 | 00020 | 00986
0,30 | 00069 | 03018 | 00055 | 01979 | 00028 | 0,1146
0,40 | 00126 | 05325 | 00102 | 03363 | 00049 | 0,1915
045 | 00224 | 1,193 | 00168 | 06737 | 00089 | 03662
0,05 | 00070 | 011968 | 00052 | 01360 | 00035 | 0,0802
0,10 | 0,009 | 01433 | 00081 | 00978 | 00046 | 0,0592
PaG.1s) |[020 | 00141 | 01239 | 00107 | 00844 | 00081 | 00516
030 | 00217 | 011490 | 00164 | 0,1005 | 0,0128 | 0,0625
0,40 | 00394 | 02582 | 00277 | 0,1663 | 00206 | 0,1008
045 | 0,7630 | 055500 | 0,0507 | 03340 | 00354 | 0,1890
0,05 | 00276 | 00656 | 00184 | 00451 | 0,0120 | 0,0275
0,10 | 00433 | 00482 | 00255 | 00325 | 00164 | 0,0193
PaGs.05) | 020 | 00860 | 00417 | 00519 | 00279 | 00269 | 00157
030 | 0,1459 | 00487 | 00965 | 00327 | 00517 | 0,183
0,40 | 03254 | 00854 | 02178 | 00561 | 0,1229 | 0,311
045 | 06472 | 01824 | 04346 | 0,1102 | 02543 | 0,0587

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tablica 3.2.4. Wartosci oszacowanych btedow Sredniokwadratowych estymatorow parametrow

rozktadu Pareto dla wybranych rzgdow kwantyli

n =40 n =60 n =100
Rorkdad ) MSE(™ ) | mSE(am ) | S ) | mSE(™) | msE(om) | MSE(a)
1 2 3 4 5 6 7 8
005| 00014 | 09143 | 00010 | 05144 | 00006 | 0,2593
0,10 | 00032 | 06768 | 00022 | 0388 | 00013 | 02033
pa.3) |[%20] 00084 | 06962 | 00057 | 03979 | 00034 | 02097
030 | 00186 | 1,018 | 00126 | 05687 | 00076 | 02971
040 | 00476 | 25717 | 0,0320 | 13478 | 00193 | 06435
045| 01015 | 114877 | 00692 | 43676 | 00419 | 16716
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Tablica 3.2.4 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7 8

0,05 0,0058 0,2203 0,0039 0,1284 0,0024 0,0657

0,10 | 10,0133 0,1652 0,0090 0,0965 0,0054 0,0521

0,20 | 0,0356 0,1698 0,0236 0,0995 0,0140 0,0531

Pa(3,1,5)
0,30 | 0,0758 0,2508 0,0514 0,1419 0,0305 0,0751

0,40 | 10,1929 0,6561 0,1293 0,3361 0,0787 0,1677

0,45 0,4030 2,7572 0,2777 1,1112 0,1698 0,4361

0,05 0,0593 0,0244 0,0376 0,0142 0,0217 0,0073

0,10 | 10,1366 0,0183 0,0840 0,0107 0,0494 0,0056

Pa(3,0.5) 0,20 [ 0,3730 0,0184 0,2308 0,0110 0,1320 0,0058

0,30 | 10,8363 0,0272 0,5259 0,0157 0,2893 0,0082

0,40 | 2,2909 0,0710 1,4272 0,0380 0,7943 0,0180

0,45 5,5077 0,2919 3,2632 0,1164 1,8099 0,0454

Zrodto: opracowanie wlasne.

Parametry prezentowanych rozktadow Pareto zostaly ustalone tak, aby roz-
ktady rdéznily sig liczba istniejacych momentow. Pierwszy z rozktadow Pa(3, 3)
nalezy do grupy rozkladow Pareto posiadajacych warto$¢ oczekiwana
(EX =4,5) i wariancjg (D’ X =6,75), drugi Pa(3,1,5) reprezentuje grupg roz-
ktadow Pareto majacych tylko wartos¢ oczekiwana ( EX =2,25), natomiast
trzeci Pa(3,0,5) nie ma ani wartosci oczekiwanej, ani wariancji.

Zaleznosci obciazen i btedow Sredniokwadratowych estymatoré6w parame-
trow rozktadow Pareto Pa(3,1,5) i Pa(3,0,5) od wybranych w estymacji rzg-
dow kwantyli, dla 100-elementowej proby, w sposob graficzny przedstawione sa
na rysunkach 3.2.5-3.2.8.

Na podstawie uzyskanych wynikow mozna wnioskowac, ze dla wybranych
populacji o rozktadzie Pareto estymatory parametru € dla matych wartosci p sa
praktycznie nieobciazone. Oszacowane bledy Sredniokwadratowe estymatorow
dla tych wartos$ci p tez okazaty si¢ mate dla matych wartosci p.

Przy estymacji parametru a najmniejsze obcigzenia uzyskano dla warto$ci
p bliskich 0,2. Oszacowane blgdy $redniokwadratowe otrzymano najmniejsze
dla rzedéw kwantyli p € (0,1, 0,2>.




108 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

obciqzenie
Ak.
0,20 T
T L]
4 p L]
0,15 + a" °
. .
4 L]
&4 L]
L]
0,10 + . P
+ () ..
+ . ..' o
4 L] [ ]
L] L]
1+ e, ..0’..
0,05 + e0,000000000°°® o
! 4 (o]
(e}
4 00
T ooooooo
000
“oOOOOOOOo00000000000000000000000 »
0,1 0,2 0,3 0.4 0,5

Rysunek 3.2.5. Zalezno$¢ obciazen estymatoréw parametrow rozktadu Pareto Pa(3,1,5)
od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.6. Zalezno$¢ obciazen estymatoréw parametrow rozktadu Pareto Pa(3, 0,5)
od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrédto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.7. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
Pareto Pa(3,1,5) od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.8. Zaleznos¢ bledéw $redniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
Pareto Pa(3,0,5) od rzedéw kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wilasne
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Rozklady Cauchy’ego i Pareto naleza do grupy rozktadéow gruboogono-
wych, przy czym rozktad Cauchy’ego reprezentuje grupg rozktadéow symetrycz-
nych, a Pareto — rozkladéw o asymetrii dodatniej. Dla poréwnania rozpatrywano
réwniez inne typy rozktadéw, m.in. rozklad logistyczny, charakteryzujacy sig
cienkimi ogonami. W tablicach 3.2.5 i 3.2.6 zamieszczone s warto$ci oszaco-
wanych obciazen i btedow $redniokwadratowych estymatorow parametréw tego
rozktadu otrzymanych metodami symulacyjnymi dla wybranych rzedow kwan-
tyli i wybranych liczebnosci prob. Na rysunkach 3.2.9-3.2.12 graficznie zapre-
zentowane sa wyniki przeprowadzonych analiz w przypadku estymacji parame-
trow w oparciu o 100-elementowe proby.

Na podstawie uzyskanych wyniko6w mozna stwierdzi¢, ze w przypadku sza-
cowania parametréow rozktadu logistycznego nie ma tak znaczacych réznic mig-
dzy obciazeniami i btedami $redniokwadratowymi estymatorow dla poszczego6l-
nych kwantyli jak w przypadku rozktadu Cauchy’ego. Jednak daje si¢ zauwazyc¢,
ze stosowanie kwantyli rzedéow p i 1 — p dla matych wartosci p prowadzi do
oszacowan parametréw bardziej obciazonych i obarczonych wigkszymi blgdami
$redniokwadratowymi.

Tablica 3.2.5. Oszacowania obcigzen estymatorow parametréw rozkltadu logistycznego
dla wybranych rzedéw kwantyli

n=40 n=:60 n =100

Rozktad — — — —
p ~mK AmK ~ mK amkK ~ mK ~AmK

7, s" -5 u"—pu s s m" —pu s™ —s

0,05 | —0,7868 0,0266 -0,5251 0,0052 —0,3025 0,0027

0,10 | —0,4162 0,0121 —0,2885 0,0014 —0,1586 0,0018

) 0,20 | -0,2382 0,0041 -0,1624 0,0065 —-0,0892 0,0003
Logist (1, 3)

0,30 | —0,1825 0,0021 —-0,1224 0,0032 —0,0704 0,0024

0,40 | —0,1589 0,0102 —-0,1105 0,0060 —0,0611 0,0070

0,45 | —0,1499 0,0168 —-0,1069 0,0074 —0,0602 0,0025

0,05 | —0,2752 0,0088 —0,1723 0,0038 —0,1050 0,0010

0,10 | —0,1413 0,0028 —-0,0908 0,0022 —0,0551 0,0006

) 0,20 | —0,0817 0,0016 -0,0512 0,0014 —-0,0312 0,0005
Logist(3,1)

0,30 | —0,0634 0,0014 —0,0388 0,0020 -0,0237 | -0,0019

0,40 | —0,0545 —-0,0029 | -0,0345 0,0031 —0,0205 —0,0014

0,45 | —0,0536 | —0,0067 | —0,0339 0,0030 —-0,0207 | -0,0007

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tablica 3.2.6. Oszacowania btedow $redniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
logistycznego dla wybranych rzedow kwantyli

n =40 n =60 n =100

Roakd | 7 I celme) | iSelem) | atSelam) | ael) | ailaes) | wSel6™)

0,05 3,8440 0,2681 2,2500 0,1748 1,1804 0,1034

0,10 1,7453 0,2303 1,0870 0,1518 0,6083 0,0917

0,20 | 10,9717 0,2714 0,6406 0,1793 0,3717 0,1093

Logist (1, 3)
0,30 0,8237 0,4288 0,5533 0,2808 0,3151 0,1718

0,40 | 0,8126 0,9417 0,5587 0,6365 0,3194 0,3895

0,45 0,8590 2,0367 0,5835 1,3606 0,3359 0,8153

0,05 0,4449 0,0304 0,2471 0,0195 0,1327 0,0116

0,10 | 10,1946 0,0259 0,1195 0,0172 0,0679 0,0102

0,20 | 10,1109 0,0304 0,0703 0,0205 0,0409 0,0123

Logist(3,1)
0,30 0,0937 0,0473 0,0591 0,0318 0,0347 0,0192

0,40 | 10,0922 0,1057 0,0597 0,0703 0,0351 0,0418

0,45 0,0971 0,2270 0,0630 0,1518 0,0375 0,0912

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 3.2.9. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametrow rozktadu logistycznego
Logist(1, 3) od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.10. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozkltadu logistycznego
Logist(3,1) od rzedéw kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.11. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatoréw parametréw rozktadu
logistycznego Logist(1,3) od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.12. Zalezno$¢ btedow $redniokwadratowych estymatoréw parametréw rozktadu

logistycznego Logist(3,1) od rzedéw kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne

Estymatory parametru s rozktadu logistycznego sa asymptotycznie nieob-
ciazone, za$ obciazenie estymatorow parametru u jest dos¢ duze dla matych
liczebnosci prob i maltych wartosci p. Najmniejszymi btedami sredniokwadrato-
wymi charakteryzuja si¢ estymatory parametru g dla p e <0,3, O,4>, natomiast
dla parametru s dla p =0,1.

Metode kwantyli stosowano réwniez do estymacji parametrow rozkladu
Gumbela, powtarzajac ja dla wygenerowane]j populacji o rozktadzie z ustalony-
mi warto$ciami parametrow 20 000 razy. Tak jak w poprzednich przypadkach
szacowano obcigzenia i btedy $redniokwadratowe mK estymatoréw. Otrzymane
rezultaty zaprezentowane sa w tablicach 3.2.7-3.2.8 oraz graficznie na rysun-
kach 3.2.13-3.2.16 dla liczebnosci préby n = 100.

W tym przypadku rowniez daja si¢ zauwazy¢ pewne prawidtowosci: obcig-
zenia parametru 4 1 0 maleja wraz ze wzrostem p, przy czym dla obydwu pa-
rametrow dos¢ dobre wyniki sa dla p = 0,4. Najmniejsze btedy Sredniokwadra-

towe estymatora parametru A otrzymano dla p € <0,2, 0,3), natomiast estymato-

ra parametru & dla p bliskich 0,1
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Tablica 3.2.7. Oszacowania obcigzen estymatoréw parametrow rozktadu Gumbela
dla wybranych rzedow kwantyli
n =40 n =060 n =100
e RN D I I N T
0,05 | -0,1065 -0,0415 -0,0727 -0,0302 -0,0434 —-0,0181
0,10 | —0,0601 -0,0262 —0,0401 -0,0191 —-0,0230 —-0,0107
GI(L1) 0,20 | -0,0354 -0,0173 -0,0235 -0,0130 —-0,0131 —-0,0076
0,30 | —0,0283 -0,0143 -0,0177 -0,0105 —-0,0097 —-0,0067
0,40 | —0,0230 -0,0150 —-0,0147 -0,0093 —0,0080 —0,0052
0,45 | -0,0207 -0,0161 —-0,0141 -0,0107 —-0,0075 —-0,0047
0,05 | -0,2161 -0,0782 —-0,1474 | —0,00583 | -0,0919 —0,0341
0,10 | -0,1234 -0,0502 —-0,0824 -0,0374 -0,0516 -0,0212
GI(0.,2) 0,20 | —0,0736 -0,0315 —0,0496 -0,0215 —0,0312 —-0,0120
0,30 | -0,0588 -0,0232 —-0,0398 -0,0178 -0,0235 -0,0111
0,40 | —0,0470 -0,0274 —0,0346 -0,0187 —-0,0229 —-0,0055
0,45 | —0,0463 -0,0273 -0, 0313 -0,0227 —-0,0235 —0,0045
Zrodto: opracowanie wiasne.
Tablica 3.2.8. Oszacowania bl¢gdow $redniokwadratowych estymatoréw parametrow
rozktadu Gumbela dla wybranych rzedow kwantyli
n =40 n =60 n =100
Rosidad | MSE( ) | MSEleme ) | mse(ins ) | mse(dme ) | mse(i) | mse(sm)
0,05 | 0,0840 0,0300 0,0530 0,0205 0,0298 0,0126
0,10 | 0,0508 0,0268 0,0329 0,0185 0,0189 0,0111
GI(LY) 0,20 | 0,0374 0,0318 0,0245 0,0216 0,0148 0,0129
0,30 | 10,0380 0,0481 0,0252 0,0332 0,0152 0,0198
0,40 | 0,0480 0,1050 0,0327 0,0725 0,0193 0,0432
0,45 | 0,0665 0,2209 0,0458 0,1534 0,0268 0,0903
0,05 0,3402 0,1183 0,2124 0,0819 0,1218 0,0495
0,10 | 10,2046 0,1067 0,1299 0,0728 0,0772 0,0440
GI(0.2) 0,20 | 0,1513 0,1267 0,1004 0,0855 0,0591 0,0520
0,30 | 0,1531 0,1931 0,1019 0,1321 0,0612 0,0804
0,40 | 0,1926 0,4265 0,1307 0,2840 0,0788 0,1743
0,45 | 0,2662 0,8960 0,1809 0,5965 0,1095 0,3674

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 3.2.13. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozktadu Gumbela G/(1,1)
od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.14. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozktadu Gumbela GI(0,2)

od rzgdow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.15. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatoréw parametrow
rozktadu Gumbela GI(1,1) od rzedéw kwantyli w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.16. Zaleznos$¢ bledéw sredniokwadratowych estymatorow parametrow
rozktadu Gumbela GI/(0,2) od rzedow kwantyli w metodzie kwantyli

Zrédto: opracowanie wlasne
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W celu okreslenia rzedow kwantyli dajacych oszacowania parametréw uo-
golnionego rozktadu maksimum dla &0 charakteryzujace si¢ niewielkimi

obcigzeniami i matymi btedami Sredniokwadratowymi numerycznie wyznaczano
warto$¢ estymatora parametru £, a nastgpnie szacowano warto$ci parametroOw

U1 1 o (wzory (2.2.23), (2.2.24)). Rzedy stosowanych trzech kwantyli wybrano
tak, aby spetniaty warunki: p, < p; < p, oraz p, =1- p,. Wlasnosci estymato-
row parametréw rozktadu otrzymanych na podstawie prob losowych o ustalo-
nych liczebnosciach, dla réznych wartosci p, (0,01, 0,49) oraz p,=0,5, dla
wybranych uog6lnionych rozktadow maksimum przedstawiaja rysunki 3.2.17—

3.2.20. Pierwszy z prezentowanych rozkltadow to rozklad typu Weibulla
(é‘ = —0,5) , a drugi Frécheta (r;: = 0,5).

Na podstawie otrzymanych rezultatow mozna wnioskowac, ze estymatory
parametréw & 1 o majq najmniejsze obcigzenia dla kwantyla p, e<0,1, O,2>,
natomiast estymator parametru u dla kwantyla rzedu bliskiego p, =0,35. Po-

dobnie ksztaltowaty si¢ wielkosci bledow sredniokwadratowych.
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Rysunek 3.2.17. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozkltadu GEVD , (O, 1,—0,5)

od rzedu p, w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.18. Zaleznos¢ obciazen estymatoréw parametréw rozktadu GEVD,, (0, 1, 0,5)
odrzgdu p, w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.19. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatoréw parametréw rozktadu
GEVD,, (0, 1, - 0,5) od rzgdu p, w metodzie kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.2.20. Zalezno$¢ bledow sredniokwadratowych estymatoréw parametrow
rozkladu GEVD,, (0, 1, 0,5) od rzgdu p, w metodzie kwantyli

Zrodlo: opracowanie wlasne

Wyznaczenie mediany z wartosci obcigzen i btedéw $redniokwadratowych
(wzor (2.2.25)) prowadzi do otrzymania nastgpujacych oszacowan obciazen
1 bledow sredniokwadratowych:

—dla GEVD,,(0,1,-0,5):

E(Me, )~ p1=-0,128, E(Me,)-&=-0,021, E(Me,)-o=-0,002,
MSE(Me, )=0,223, MSE(Me,)=0391,  MSE(Me,)=0,197,
—dla GEVD,,(0,1,0,5):
E(Me, )~ u=-0,124, E(Me,)-£=0,031,  E(Me,)-oc=0,005,
MSE(Me, )=0.211, MSE(Me,)=0390,  MSE(Me,)=0,238.
Z przeprowadzonych badah wynika, ze dla kazdej z rozwazanych klas roz-

ktadéw dalo sig ustali¢, w sposob analityczny albo symulacyjny, rangi statystyk
pozycyjnych dajacych ,,dobre” oszacowania parametrow tych rozktadow, przy
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zastosowaniu metody kwantyli. Okazuje sig, ze rzgdy kwantyli pozwalajacych
uzyska¢ male obciazenia i male biedy sredniokwadratowe sa zwykle rozne dla
kazdego z parametrow rozktadu.

Dla innych klas rozktadéw analogicznie mozna przeprowadzi¢ badania do-
tyczace zalezno$ci wiasnosci estymatoréw od rzedéw stosowanych kwantyli
i dokona¢ ich wyboru tak, aby otrzymac¢ estymatory o matym obciazeniu, a na-
wet asymptotycznie nieobciazone i charakteryzujace si¢ malym btgdem $rednio-
kwadratowym.

Idea metody kwantyli nie jest skomplikowana i nawet bez oprogramowania
komputerowego mozna oszacowac parametry rozktadow zmiennych losowych.
Jest szczegdlnie przydatna przy szacowaniu parametréw rozktadoéw, w przypad-
ku gdy inne metody okazuja sig¢ zawodne.

3.3. Symulacyjne badania wlasnos$ci estymatorow otrzymanych
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba
kwantyli

Analiza wlasno$ci estymatorow parametrow rozkladu zmiennej losowej
otrzymanych w wyniku zastosowania autorskiej propozycji — kwantylowej me-
tody najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli — zwiazana byla z bada-
niem zalezno$ci obciazen i1 biedéow s$redniokwadratowych estymatorow od
k-liczby pomijanych kwantyli oraz sposobu ich wyboru.

Dla rozktadéw symetrycznych w estymacji nie brano pod uwage s = 0,5k
kwantyli o najmniejszych wartosciach i s = 0,5k o warto$ciach najwigkszych.

Badania wlasnosci estymatoréw parametrow rozktadow symetrycznych ty-
pu Cauchy’ego, logistycznego i Gumbela otrzymanych proponowana metoda
przeprowadzone zostaty symulacyjnie. Rozpatrywano wykorzystanie n — k staty-
styk pozycyjnych, gdzie k jest ustalona liczba ze zbioru {2, 4,..,n— 2}.

Procedurg estymacji parametrow populacji o rozktadzie Ca(m,ﬂ,) powto-

rzono 20 000 razy. Oszacowane obciazenia i btedy $sredniokwadratowe estyma-
torow, uzyskane rozwazana metoda dla wybranych wartosci £ oraz ustalonych
liczebnos$ci prob n, zawarte sa w tablicy 3.3.1, natomiast na rysunkach 3.3.1-
3.3.4 przedstawione sa zaleznos$ci tych wielkosci dla wszystkich mozliwych
wartos$ci s 1 liczebno$ci proby n.

Ze wzgledu na nieskonczona wariancje statystyk ekstremalnych nieuwzgled-
nienie ich w estymacji prowadzi do otrzymania estymatordw o lepszych wtasno-
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$ciach, o mniejszym obciazeniu i znacznie mniejszych bledach sredniokwadrato-
wych. Z otrzymanych rezultatéw wynika, ze wraz ze wzrostem k maleje wartos$¢
bezwzgledna obciazenia estymatorow parametréw rozktadu Cauchy’ego. Row-
niez bledy sredniokwadratowe maleja, ale dla estymatora parametru 4 od pewnej
wartosci k zauwaza si¢ wzrost btedu sredniokwadratowego. Przy zastosowaniu
ucigtej kwantylowej metody najmniejszych kwadratéw, podobnie jak w przypad-
ku metody kwantyli, istotne znaczenie ma ustalenie rzedow wykorzystywanych
kwantyli.

Tablica 3.3.1. Oszacowane obciazenia i bledy sredniokwadratowe estymatoréw parametrow
wybranych rozkladow Ca(m, 1) otrzymanych uKmnk

Roklad | n | &k | @ _p | MSEGR™™) | G _ 5| mSE(A%m)
1 2 | 3 4 5 6 7
2 -0,8079 8,2269 0,3638 5,7062

8 -0,2086 0,6889 0,1598 0,4507

14 0,1310 0,3897 0,1097 0,2995

Y -0,1025 0,3000 0,0884 0,2918

28 -0,0862 0,2608 0,0745 0,4222

34 -0,0810 0,5996 0,0667 0,8660

2 -0,7803 7,2382 0,3419 5,0034

10 0,1656 0,4986 0,124 0,3043

Ca2) | ¢ |20 0,0951 0,2552 0,0782 0,1867
30 -0,0719 0,1924 0,0629 0,1871

40 0,0618 0,1706 0,0577 0,2494

50 0,0571 0,1678 0,0560 0,4929

2 ~0,7473 6,3993 03187 6,7075

10 -0,1453 0,4568 0,1110 0,2535

100 130 0,0556 0,1523 0,0483 0,1022

50 0,038 0,1074 0,0359 0,1012

70 0,0324 0,0957 0,0311 0,1518

90 -0,0292 0,0975 0,0285 0,4696

-0,3963 2,1285 0,1985 2,5736

0,1037 0,1736 0,0845 0,1172

cany | a0 |4 0,0661 0,0992 0,0597 0,0775
20 0,0522 0,0764 0,0487 0,0753

28 0,042 0,0667 0,0407 0,1067

34 0,0413 0,0665 0,0361 0,2136
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Tablica 3.3.1 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7
~0,3819 1,6574 0,1724 1,9712
10 ~0,0775 0,1245 0,0638 0,0759
o 20 ~0,0429 0,0636 0,0404 0,0466
30 -0,0323 0,0480 0,0326 0,0455
40 -0,0276 0,0425 0,0290 0,0597
Caa) 50 -0,0275 0,0421 0,0296 0,1209
2 ~0,3764 1,4838 0,1564 1,0038
10 -0,0728 0,1146 0,0575 0,0639
30 -0,0287 0,0391 0,0264 0,0261
100 50 -0,0209 0,0280 0,0192 0,0256
70 -0,0184 0,0248 0,0170 0,0382
90 ~0,0170 0,0252 0,0167 0,1207

Zrédto: opracowanie wilasne.

obciqzenie
A
L]
T L]
0,2 + . .
1 ., ﬂuKmnk
e
.."'Oooouooooonnooooocto-oo...oo..oo"'.
: .01;?050(‘)o(‘)oc')oz'ﬂoc‘,oéoéoéox'hoboéoé060@0600000605'0' k/Z
00
+ o ~ uKmnk
021 ° m
1l o
T o
.04 4+
-06 +
lo

Rysunek 3.3.1. Zalezno$¢ obciazen estymatoréw parametrow rozktadu Ca(l, 3)

od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk
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Rysunek 3.3.2. Zalezno$¢ obciaZen estymatoréw parametréw rozktadu Ca(3,1)
od liczby pomijanych kwantyli

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.3.3. Zaleznos$¢ btedéw sredniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
Ca(1,3) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zroédto: opracowanie wtasne
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Rysunek 3.3.4. Zaleznos$¢ btedoéw Sredniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu
Ca(3,1) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wlasne

Innym rozwazanym rozktadem, ktorego parametry szacowane byly kwanty-
lowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, byt rozktad
logistyczny Logist(u,s). Wyniki analiz wlasno$ci estymatorow parametréw tego
rozktadu o wybranych parametrach dla ustalonych liczebnosci préb i wielkos$ci
k sa zawarte w tablicy 3.3.2 oraz zaprezentowane na rysunkach 3.3.5-3.3.8.

W przypadku szacowania parametrow rozkladu logistycznego wiasnosci
estymatorow zaleza od ustalonej wielkosci £ w sposdb mniej istotny niz przy
szacowaniu parametrow rozktadu Cauchy’ego. Estymator parametru s rozkladu
logistycznego charakteryzuje si¢ bardzo matym obcigzeniem, a dla pewnych
warto$ci £ mozna uzna¢, ze jest nieobcigzony (dla bliskich 0,5#). Estymator
parametru x4 jest ujemnie obciazony i warto$§¢ bezwzgledna jego obciazenia
maleje wraz ze wzrostem k. Btad §redniokwadratowy parametru s jest najmnie;j-
szy dla matych wartos$ci k, za$ dla parametru u jest w przyblizeniu jednakowy

dla kazdej wartosci k.
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Tablica 3.3.2. Oszacowane obciazenia i bledy sredniokwadratowe estymatorow parametrow
wybranych rozktadéw logistycznych otrzymanych uKmnk

Rozktad n k ,uTuKmnk —u MSE (I[I"Km"k ) Eukmnk —g MS E(gltk;nnA» )
-0,2926 0,8774 -0,0341 0,1666
8 -0,2106 0,7719 -0,0043 0,2052
Logist(13) | 40 14 -0,1848 0,7602 -0,0002 0,2732
20 -0,1714 0,7761 0,0006 0,3852
28 -0,1616 0,8244 —-0,0002 0,7215
34 -0,1579 0,8843 0,0033 1,6726
2 -0,2113 0,5684 -0,0264 0,1088
10 -0,1462 0,5030 -0,0055 0,1274
60 20 -0,1232 0,4963 -0,0032 0,1713
30 -0,1119 0,5086 —-0,0022 0,2518
40 —-0,1055 0,5337 -0,0034 0,4189
Logist (1,3) 50 -0,1016 0,5716 -0,0115 0,9467
2 -0,1402 0,3245 -0,0140 0,0662
10 -0,0986 0,2944 -0,0008 0,0705
100 30 -0,0748 0,2843 0,0012 0,0976
50 —0,0663 0,2933 0,0023 0,1509
70 -0,0621 0,3129 0,0062 0,2838
90 -0,0594 0,3456 0,0070 0,9999
-0,0925 0,0967 -0,0122 0,0183
8 -0,0657 0,0855 -0,0028 0,0224
40 14 -0,0567 0,0842 -0,0009 0,0297
20 -0,0516 0,0858 0,0008 0,0420
28 -0,0477 0,0911 0,0011 0,0813
34 —0,0459 0,0976 0,0003 0,1904
2 -0,0720 0,0620 -0,0077 0,0123
10 —-0,0497 0,0545 -0,0011 0,0144
Logist(3.]) 60 20 -0,0419 0,0535 -0,0001 0,0195
30 —0,0383 0,0547 0,0002 0,0283
40 —0,0363 0,0573 0,0003 0,0473
50 -0,0353 0,0617 -0,0015 0,1082
2 -0,0489 0,0369 -0,0048 0,0073
10 -0,0350 0,0333 -0,0006 0,0078
100 30 -0,0269 0,0318 0,0006 0,0107
50 -0,0241 0,0328 0,0008 0,0169
70 -0,0227 0,0350 0,0019 0,0321
90 -0,0215 0,0386 0,0037 0,1161

Zrédto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 3.3.5. Zalezno$¢ obciazen estymatoréw parametrow rozktadu Logist(1,3)

od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wtasne
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Rysunek 3.3.6. Zalezno$¢ obciazen estymatoré6w parametrow rozktadu Logist(3,1)

od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wtasne
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Rysunek 3.3.7. Zaleznos$¢ btedéw $redniokwadratowych estymatoréw parametrow rozktadu
Logist(1,3) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrédto: opracowanie whasne
MSE
10] .

0,8+

0,6 T

A uKmnk
N

02T L
+ .
uKmnk L]

o"’
o8 98989?9?0?9?9§8§0?o?o?o?o‘ R
10 20 30 40 50 k/z

Rysunek 3.3.8. Zalezno$¢ bledow $redniokwadratowych estymatorow parametréw rozktadu
Logist(3,1) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wlasne
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Wyniki analiz symulacyjnych dotyczacych badania zalezno$ci wlasnosci es-
tymatorow parametrow rozktadu Gumbela otrzymanych metoda uKmnk od licz-
by pomijanych kwantyli przedstawione s w tablicy 3.3.3, a na rysunkach 3.3.9—
—3.3.12 zaprezentowano wykresy obrazujace te zaleznosci dla estymatorow wy-
znaczonych w oparciu o préby 100-elementowe.

Tablica 3.3.3. Oszacowane obciazenia i bledy sredniokwadratowe estymatoréw parametrow
wybranych rozktadow Gumbela otrzymanych uKmnk

Rozklad | n | k | jukwk _ M§E(i“’<m"’f) S ukmik _ g M§E($“KM"k)
1 2 | 3 4 5 6 7
2 ~0,0287 0,0308 -0,0483 0,0260

8 ~0,0269 0,0324 -0,0227 0,0265

4o |14 | 00246 0,0350 -0,0174 0,0332

20 | -0,0235 0,0389 ~0,0146 0,0454

28 -0,0229 0,0479 -0,0126 0,0826

34 | -0,0223 0,0672 -0,0125 0,1859

2 ~0,0189 0,0199 -0,0375 0,0175

10 | -0,0181 0,0208 -0,0161 0,0171

Gy | g 20| 00te 0,0225 ~0,0118 0,0216
30 | -0,0152 0,0253 ~0,0096 0,0304

40 | -0,0143 0,0299 ~0,0091 0,0493

50 | —0,0144 0,0415 -0,0071 0,1103

2 ~0,0127 0,0117 -0,0281 0,0106

10 | 00132 0,0120 -0,0126 0,0094

00|30 | oot 0,0130 -0,0074 0,0121

50 | -0,0105 0,0148 -0,0063 0,0181

70 | -0,0099 0,0181 ~0,0061 0,0329

90 | -0,0097 0,0310 -0,0053 0,1121

2 ~0,0549 0,1213 -0,0930 0,1031

8 ~0,0513 0,1275 -0,0423 0,1040

G102 | a0 |14 | 00465 0,1373 -0,0328 0,1313
20 | -0,0437 0,1517 ~0,0279 0,1804

28 ~0,0414 0,1874 -0,0260 0,3350

34 | -0,0398 0,2691 -0,0264 0,7698
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Tablica 3.3.3 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7
2 -0,0402 0,0809 —0,0761 0,0700
10 -0,0383 0,0845 -0,0339 0,0664
60 20 —0,0345 0,0917 —0,0255 0,0853
30 —0,0323 0,1024 -0,0225 0,1201
40 -0,0304 0,1207 -0,0227 0,1930
50 —0,0299 0,1657 —-0,0208 0,4252
2 -0,0134 0,0118 —0,0288 0,0108
10 —0,0140 0,0120 -0,0132 0,0096
100 30 -0,0122 0,0131 -0,0081 0,0122
50 -0,0112 0,0149 -0,0066 0,0182
70 -0,0104 0,0183 —0,0070 0,0332
90 -0,0105 0,0140 -0,0060 0,1127
Zrédto: opracowanie whasne.
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Rysunek 3.3.9. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozktadu GI(1,1)

od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodio: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.3.10. Zalezno$¢ obciazen estymatorow parametréw rozktadu G/ (0,2)
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od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wtasne
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Rysunek 3.3.11. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatoréw parametrow rozktadu

GI(1,1) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3.3.12. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatoréw parametroéw rozktadu
Gl(O,Z) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk

Zrodto: opracowanie wlasne

W przypadku rozktadu Gumbela réwniez widoczna jest zaleznos$¢ wielkosci
obcigzen i bledéw sredniokwadratowych od ustalonej liczby pomijanych kwan-
tyli. Obciazenia estymatoréw sa niewielkie i nieznacznie maleja wraz ze wzro-
stem k&, natomiast wielkosci btedow Sredniokwadratowych dla wigkszych
wartosci k rosng, nawet kilkukrotnie w stosunku do warto$ci najmniejszych.

Analizy symulacyjne wlasnos$ci estymatoréw uzyskanych kwantylowa me-
toda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli dotyczyty grupy rozkta-
dow symetrycznych lub zblizonych do symetrycznych. Estymatory parametrow
niektorych rozktadéw okazaty si¢ bardzo wrazliwe na liczbg pomijanych kwan-
tyli, za$ dla innych réznice migdzy obciazeniami i bledami sredniokwadratowy-
mi nie byly tak istotne dla roznej liczby pomijanych kwantyli.

Kwantylowa metode najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli
mozna stosowaé do estymacji parametrow roznych rozktadow, ale nie zawsze
istnieje mozliwo$¢ analitycznego przedstawienia wzorow na postaci ich estyma-
torow (np. rozktady Pareto i Burra). W tych przypadkach, wykorzystujac opro-
gramowanie komputerowe, numerycznie wyznacza si¢ warto$ci estymatorow.
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3.4. Symulacyjne badania wlasnos$ci estymatorow uzyskanych
medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow

Medianowo-kwantylowa metod¢ najmniejszych kwadratéw zastosowano do
szacowania parametrow rozwazanych wczesniej rozktadow Cauchy’ego, logi-
stycznego i Gumbela. Podobnie jak w przypadku poprzednich metod badano
wlasno$ci otrzymanych estymatorow. Rezultaty analiz zawarto w tablicach

34.1-34.3.

Tablica 3.4.1. Oszacowania obcigzen i blgdow $Sredniokwadratowych estymatoréw parametrow

wybranych rozktadéw Cauchy’ego otrzymanych MKmnk

Rozklad n A _m | MSE@M) | jmx MSE( )
40 ~0,1122 0,3147 0,0773 0,2773

Ca(12) 60 ~0,0737 0,1958 0,0537 0,1715
100 —0,0404 0,1122 0,0378 0,0975
40 ~0,0563 0,0780 0,0368 0,0679

Ca(2,]) 60 ~0,0342 0,0488 0,0296 0,0425
100 —0,0249 0,0284 0,0190 0,0248

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tablica 3.4.2. Oszacowania obciazen i blgdow Sredniokwadratowych estymatorow parametréw

wybranych rozktadéw logistycznych otrzymanych MKmnk

Rozklad n ;MK —u MS‘E(/&MK) GMK _ g MSE(f MK )
40 ~0,1732 0,7664 ~0,0195 0,3121
Logist (1,3) 60 -0,1159 0,4978 -0,0121 0,2071
100 -0,0702 0,2928 ~0,0102 0,1232
40 —0,0587 0,0865 —0,0072 0,0343
Logist (3,1) 60 -0,0381 0,0562 -0,0039 0,0230
100 -0,0232 0,0323 -0,0027 0,0136

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tablica 3.4.3. Oszacowania obciazen i blgdow sredniokwadratowych estymatorow parametréw
wybranych rozktadéw Gumbela otrzymanych MKmnk

Rozktad n ;MK -2 MSE (/‘WK ) § MK _ s MSE (3 MK )
GI(1,1) 40 —0,0264 0,0368 —-0,0233 0,0379
60 -0,0182 0,0238 -0,0167 0,0253
100 -0,0092 0,0141 —0,0082 0,0150
GI(0,2) 40 —0,0460 0,1447 —0,0484 0,1496
60 -0,0299 0,0959 —0,0353 0,1001
100 -0,0172 0,0566 -0,0219 0,0596

Zrédto: opracowanie wilasne.

W wyniku zastosowania medianowo-kwantylowej metody najmniejszych
kwadratow otrzymano estymatory parametrow charakteryzujace si¢ mniejszymi
obciazeniami i bledami sredniokwadratowymi niz przy stosowaniu kwantylowej
metody najmniejszych kwadratow wykorzystujacej wszystkie mozliwe kwantyle
lub kwantyle z pominigciem pierwszego i ostatniego, ale nieznacznie gorsze
w stosunku do estymatoréw otrzymanych uKmnk z odpowiednio dobrang liczba
pomijanych kwantyli. Jednak przy braku pewnosci co do liczby stosowanych
kwantyli bezpieczniej jest wykorzystywa¢ medianowo-kwantylowa metodg
najmniejszych kwadratow niz inne metody oparte na kwantylach. Doktadniejsze
wyniki stanowiace rezultaty porownan metod estymacji opartych na statystykach
pozycyjnych przedstawione zostana w jednym z kolejnych podrozdziatow.

3.5. Symulacyjne badania wlasnos$ci estymatorow otrzymanych
metodami momentéw wazonych prawdopodobienstwami

Metod¢ momentéw wazonych prawdopodobienstwami wykorzystuje sig
m.in. do wyznaczania estymatorow parametrow rozktadu Pareto i uogdlnionego
rozktadu Pareto, dla ktérych nie da si¢ zmodyfikowanymi kwantylowymi meto-
dami najmniejszych kwadratow wyznaczy¢é wzorOw na postaci estymatorow.
Badania wiasno$ci estymatorow parametrow tych klas rozktadow otrzymanych
metoda mMWP z dystrybuanta okreslona wzorem (2.5.5) oraz metodgq zmMWP
z proponowana dystrybuanta (2.6.3) przeprowadzone zostaly metoda Monte
Carlo. Parametry rozpatrywanych rozktadéw szacowano 20 000 razy. Otrzyma-
ne wyniki zawarte sa w tablicach 3.5.11 3.5.2.
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Tablica 3.5.1. Oszacowane obciazenia i bledy sredniokwadratowe estymatoréw parametrow
wybranych rozktadéw Pa (0, a), gdy 1<a <2, otrzymanych metodami momentéw wazonych

prawdopodobienstwami
Rozklad | Metoda | n oo | MSEp) i-a MSE(a)

40 0,0548 0,0475 0,2159 0,2900

mMWP 60 0,0408 0,0344 0,1588 0,1887

Pa(3,2) 100 0,0282 0,0237 0,1052 0,1113
40 —0,0784 0,0490 0,0962 0,1603

zmMWP 60 —0,0488 0,0334 0,0834 0,1262

100 —0,0260 0,0224 0,0627 0,0869

40 0,1530 0,1298 0,2364 0,2203

mMWP 60 0,1249 0,0926 0,1898 0,1511

Pa(3,1,5) 100 0,0943 0,0631 0,1401 0,0921
40 0,0165 0,0746 0,1782 0,1493

zmMWP 60 0,0331 0,0591 0,1539 0,1155

100 0,0388 0,0462 0,1205 0,0776

40 0,3400 0,3801 0,2732 0,2150

mMWP 60 0,2969 0,2812 0,2305 0,1527

100 0,2542 0,2006 0,1874 0,1007

Pa(3,1,2) 40 0,1921 0,2051 0,2406 0,1702
mMWP 60 0,1968 0,1744 0,2110 0,1303

100 0,1929 0,1428 0,1769 0,0911

Zrédto: opracowanie wilasne.

Dla analizowanych rozktadéw Pareto proponowana metoda zmMWP po-
zwolita uzyska¢ estymatory parametrow a i € charakteryzujace si¢ zwykle
mniejszymi obciagzeniami i mniejszymi bledami S$redniokwadratowymi niz
mMWP z klasyczna dystrybuanta empiryczna. Tylko dla mniejszych liczebnosci
prob, przy szacowaniu parametru € zdarzato sig, ze zastosowanie zmodyfiko-
wanej dystrybuanty prowadzito do uzyskania estymatorow o wigkszym obciaze-
niu (sposrod prezentowanych rozktadow dla parametru 6 rozktadu Pa(3,2) dla

n=401n = 60), ale w tych przypadkach btedy sredniokwadratowe byty zblizone.
Przy szacowaniu parametrow rozktadéw niemajacych wartosci oczekiwanej
nalezy wykorzystac (istniejace) momenty wazone prawdopodobienstwami M,

iM,,, dla jk=12, ..
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W przypadku rozkladu Pareto liczba £ musi by¢ tak dobrana, aby byla
1 . . . .
pewnos¢, ze k >——1, natomiast rzad drugiego z momentéw moze by¢ rowny
a
k+1, gdyz istnienie momentu M, , sprawia, ze istnieja momenty M  , dla

[ >k (podobnie przy stosowaniu momentow M, ;).

Znajomos$¢ klasy rozktadu nie jest roéwnoznaczna z wiedza o istnieniu
momentow wazonych prawdopodobienstwami. Dlatego przy nieznanych para-
metrach rozktadu trudno jest oceni¢, ktore momenty M, ,, wykorzysta¢ w esty-

macji. Kolejne analizy dotyczyly wpltywu wyboru wielkosci k£ i / na wiasno$ci
estymatorow parametrow rozktadu Pareto dla a <1. W tablicy 3.5.2 przedsta-
wiono obciazenia i bledy $redniokwadratowe estymatorow parametrow dwoch
wybranych rozkladow Pareto. Mozna wykaza¢, ze dla rozktadu Pa(3,1) istnieja

1
momenty M, , gdy k=1, za$ dla Pa(3,5) — momenty M, , gdy k=2,

dlatego wybierano pary momentéw wazonych prawdopodobienstwami rzgdow
speliajacych te nierdwnosci.

Tablica 3.5.2. Oszacowane obciazenia i bledy sredniokwadratowe estymatoréw parametrow
wybranych rozktadéw Pa (H,a), gdy a <1, otrzymanych metodami momentow

wazonych prawdopodobienstwami

Rozklad | Metoda n | b-p MﬁE(é) 4-a MSE(a)
1 2 5 6 7 8 9

40 | 0,0457 0,0720 0,0737 0,0446

60 | 0,0325 0,0489 0,0484 0,0267

100 0,0222 0,0301 0,0289 0,0144

PaGs.) 40 | 00154 0,0335 0,0564 0,0421
mMWP 60 | 0,0102 0,0219 0,0360 0,0248

100 0,0072 0,0129 0,0201 0,0140

40 | 0,0093 0,0226 0,0585 0,0497

60 | 0,0586 0,0146 0,0367 0,0287

100 | 0,0042 0,0084 0,0199 0,0154

40 | 00111 0,0618 0,1027 0,0542

60 | 0,135 0,0426 0,0709 0,0319

PaG.l) | st 100 | 0,0149 0,0274 0,0446 0,0166
40 | —0,0910 0,0473 0,0293 0,0311

60 | —0,0601 0,0279 0,0200 0,0205

100 | —0,0346 0,0148 0,0113 0,0120
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Tablica 3.5.2 (cd.)

1 2 314] 5 6 7 8 9
40 | —0,1388 0,0591 -0,0159 0,0284

30460 | —0,0925 0,0309 -0,0100 0,0200

100 | —0,0547 0,0141 ~0,0067 0,0126

40 | 10,1593 0,3104 0,0490 0,0126

2(3]60| 0,133 0,1923 0,0350 0,0074

100 | 0,0725 0,1158 0,0219 0,0040

40 | 10,0592 0,1429 0,0379 0,0120

mMWP |3 | 4|60 | 0,0391 0,0872 0,0261 0,0071
100 | 0,0210 0,0508 0,0151 0,0037

40 | 0,0348 0,0942 0,0372 0,0138

415]60 | 00226 0,0575 0,0254 0,0081
Pa(3,0,5) 100 | 0,014 0,0330 0,0146 0,0042
40 | 0,1076 0,3019 0,0400 0,0110

2| 3060 | 0,0684 0,1887 0,0277 0,0067

100 | 0,0381 0,1240 0,0163 0,0038

40 | —0,0481 0,1458 0,0183 0,0086

zmMWP | 3 | 4] 60 | —0,0339 0,0891 0,0132 0,0056
100 | —0,0240 0,0528 0,0074 0,0033

40 | —0,1035 0,1119 0,0073 0,0082

415060 | —0,0695 0,0655 0,0066 0,0057

100 | —0,0439 0,0365 0,0038 0,0035

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rezultaty analiz symulacyjnych wskazuja, ze przy zastosowaniu metody
momentow wazonych prawdopodobienstwami z klasyczng dystrybuanta empi-
ryczna, wykorzystanie momentdw o nieco wyzszych rzedach nie pogarsza
wlasnos$ci estymatorow. Zastosowanie zmodyfikowanej metody momentow
wazonych prawdopodobienstwami zwykle prowadzi do otrzymania estymatoréw
o lepszych wilasnosciach, ale zbyt wysokie rzedy stosowanych momentow moga
znacznie zwigkszy¢ obciazenie i btad §redniokwadratowy estymatora parametru 6.

W poprzednim rozdziale podane zostaly rowniez wzory na estymatory pa-
rametréw uogolnionego rozkladu Pareto. Rozklad ten zostal wyszczegolniony ze
wzgledu na jego wykorzystanie do szacowania ogona rozktadow gruboogono-
wych, a nastgpnie do szacowania np. ekstremalnego ryzyka inwestycyjnego.
Whasnosci estymatoréw dla wybranych rozktadow o parametrze & <1, otrzyma-

nych przy zastosowaniu metod momentow wazonych prawdopodobienstwami,
zawarte sa w tablicy 3.5.3.
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W tym przypadku rowniez zastosowanie zmodyfikowanej metody momen-
tow wazonych prawdopodobienstwami zmniejszyto obciazenia i btedy $rednio-
kwadratowe estymatorow parametréw uogolnionego rozktadu Pareto w stosunku
do estymatoréw otrzymanych metoda momentow wazonych prawdopodobien-
stwami z klasyczng dystrybuanta.

Tablica 3.5.3. Oszacowane obciazenia i wariancje estymatorow parametrow wybranych
uogoblnionych rozktadow GPD (ﬁ ,E ) otrzymanych metodami momentéw wazonych

prawdopodobienstwami wykorzystujacymi estymator wartosci oczekiwanej

Rozktad Metoda n E -B MSE (,B ) g =& MSE (f;; )
40 0,1613 0,7392 -0,0828 0,0511
mMWP 60 0,1260 0,4867 —0,0638 0,0351
GPD(3.0.5) 100 0,0897 0,2940 —0,0448 0,02246
40 —0,0386 0,5993 —0,0457 0,0364
zmMWP | 60 —0,0096 0,4139 —0,0391 0,0276
100 0,0897 0,2624 -0,0301 0,0192
40 0,3305 1,0786 —0,1476 0,0802
mMWP 60 0,2725 0,7000 —0,1222 0,0568
GPDG, 0.7) 100 0,2220 0,4305 —0,0970 0,0380
40 0,1209 0,7772 —-0,1193 0,0604
zmMWP | 60 0,1299 0,5359 —0,1038 0,0461
100 0,1342 0,3495 —0,086 0,0330
40 0,6249 1,9565 —0,2409 0,1476
mMWP 60 0,5606 1,3788 —-0,2131 0,1149
GPD(3,0.9) 100 0,4742 0,8809 —0,1820 0,0831
40 0,3901 1,3148 —0,2191 0,1237
zmMWwP | 60 0,3982 0,9929 —0,1991 0,1014
100 0,3731 0,6834 —0,1740 0,0765

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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3.6. Analiza porownawcza wlasnosci wybranych estymatorow

Analiza wynikéw badan wlasno$ci estymatorow otrzymanych metodami
opartymi na statystykach pozycyjnych, ktére zaprezentowane zostaly w po-
przednich punktach rozdziatu, pozwolita sformutowa¢ wnioski dotyczace efek-
tywnos$ci rozwazanych procedur szacowania parametréw rozktadéw zmiennych
losowych. Wydaje si¢ zatem wskazane poréwnanie tych metod i wyciagnigcie
konkluzji. Poréwnan wtasnos$ci estymatoréw dokonano w obrgbie metody kwan-
tyli i zmodyfikowanych kwantylowych metod najmniejszych kwadratow. Dla
rozkladow majacych momenty centralne lub momenty wazone prawdopodobien-
stwami stosowano rowniez metody wykorzystujace te charakterystyki liczbowe.

W tablicach 3.6.1 1 3.6.2 zestawiono wyniki oszacowanych obcigzen i ble-
dow $redniokwadratowych estymatorow parametrow rozktadu Cauchy’ego
otrzymanych metodami kwantylowymi, przy czym jako Kmnk oznaczono kwan-
tylowa metod¢ najmniejszych kwadratow nieuwzgledniajaca statystyk ekstre-
malnych. W nawiasach podano rzedy kwantyli w metodzie kwantylowej oraz
liczbg k pomijanych kwantyli w kwantylowej metodzie najmniejszych kwadra-
tow z ucicta liczba kwantyli, ktére prowadza do otrzymania estymatorow o naj-
lepszych wtasno$ciach.

Tablica 3.6.1. Oszacowania obcigzen estymatorow parametréw wybranych rozktadow Ca(u, 1)

dlan =100
Metoda
Rozktad Estymatory

mK Kmnk uKmnk MKmnk
Ca(1,2) mn 0,0305 —-0,7473 -0,0286 —-0,0404

(» =049) (k =98)
i 0,0331 0,3187 0,0174 0,0378

(» =0,38) (k=98)
Ca(2,1) n 0,0165 -0,3764 -0,0147 0,0249

(» =0,49) (k=98)
B 0,0143 0,1564 0,0161 0,0190

(=037 (k=98)

Zrédto: opracowanie wilasne.
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Tablica 3.6.2. Oszacowania btedow $redniokwadratowych estymatoréw parametrow wybranych
rozktadow Ca(u, A) dla n=100

Metoda
Rozktad Estymatory

mK Kmnk uKmnk MKmnk
m 0,0974 6,3993 0,0951 0,1112

=0,45 k=178

Cal2) (p = 0.45) (k=78)
i 0,1052 6,7076 0,0963 0,0975

P=0,27) (k=40)
n 0,0234 1,4838 0,0241 0,0284

Ca(2,1) =044 (k=176)
i 0,0275 1,1038 0,0240 0,0248

(» =0,28) (k = 40)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W tablicach 3.6.3 i 3.6.4 zaprezentowano wiasnos$ci estymatorow parame-
trow rozktadow logistycznego i Gumbela uzyskanych metodami kwantylowymi
oraz metoda momentow, gdyz dla tych rozktadow istnieje zarowno warto$¢
oczekiwana, jak i wariancja.

Estymatory parametréw otrzymane metoda momentow (mM) sa postaci:

— dla parametrow rozktadu logistycznego:

— dla parametréw rozktadu Gumbela:

~AmM
S

M =X -0,57772

gmM —

X,

643
7[ b

66
7z' b

&6

T

b

(3.6.1)

(3.6.2)

(3.6.3)

(3.6.4)

gdzie X, & sa odpowiednio $rednia arytmetyczna i odchyleniem standardo-

wym obliczanym na podstawie proby losowe;.
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Tablica 3.6.3. Oszacowania obcigzen estymatoré6w parametréw wybranych rozktadow
Logis(u, s) 1 GI(4,0) dlan =100

Rozktad Estymatory Metoda
mK Kmnk uKmnk MKmnk mM

P 20,0602 | —0,1403 | —0,0592 | —0,0702 | —0,0050
(p = 0,45) (k=98)

Logist(1,3) ; ~0,0000 | —0,0154 | 00002 | —0,0102 | —0,0115
(p = 0,22) (k=16)

P 00182 | —0,0489 | —0,0221 | —0,0232 | —0,0020
_ (p = 0,44) (k=90)

Logist(3,1) : 0,0005 | —0,0048 | 10,0000 | —0,0027 | —0,0030
(r =0,20) (k=12)

3 20,0073 | —0,0117 | —0,0023 | —0,0702 | 0,0030
(p = 0,46) (k=94

GI(1,1) . 0,000 | —0,0106 | 00095 | —0,0102 | —0,0052
g (p = 0,48) (k= 82)

i 20,0222 | —0,0106 | —0,0091 | —0,0172 | 0,0060
(p = 0,49) (k=94)

GI(0,2) . ~0,0045 | -0,0288 | -0,0006 | -0,0219 | -0,0123
g (p = 0,45) (k = 90)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tablica 3.6.4. Oszacowania bledow $redniokwadratowych estymatoréw parametrow wybranych
rozktadow Logist(u,s) i GI(A,0) dlan =100

Rozktad | Estymatory Metoda
mK Kmnk uKmnk MKmnk mM
1 2 3 4 5 6 7
P 03148 0,3245 0,2842 0,2928 0,2944
! (r=10,35) (k=28)
Logist(1.3) : 0,0917 0,0662 0,0662 0,1232 0,0712
(p = 0,10) (k=2)
i 0,0344 0,0369 0,0318 0,0323 0,0323
! (» = 0,38) (k=30)
Logist(3,1) : 00102 0,0073 0,0073 0,0136 0,0080
(p = 0,10) (k=2)
5 0,0145 0,0117 0,0117 0,0141 0,00118
(p=0,24) (k=2)
GI(L.1) . 0.0111 00106 0,0093 0,0150 00108
g (p=0,10) (k= 8)
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Tablica 3.6.4 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7
3 0,0584 0,0118 0,0118 0,0566 0,0460
(p = 0,24) (k="2)
Gi(0,2) . 0,0439 0,0108 0,0096 0,0596 0,0436
d ( =0,11) (k=10)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Z przedstawionych rezultatow wynika, ze najmniejsze obcigzenia i btedy
$redniokwadratowe charakteryzowaty estymatory uzyskane proponowana kwan-
tylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli, przy czym
istotny jest wlasciwy wybor rzedow kwantyli wykorzystywanych w tej meto-
dzie. Pominigcie niewlasciwej liczby kwantyli moze powodowac otrzymanie
oszacowan znacznie roznigcych si¢ od wartosci rzeczywistych, ze wzgledu na
duze obciazenia i bledy $redniokwadratowe estymatoréw. Jak wynika z wartos$ci
zamieszczonych w tablicach, szczegolnie istotna jest liczba pomijanych kwantyli
przy szacowaniu parametrow rozktadu Cauchy’ego.

Zastosowanie metody kwantyli prowadzi¢ moze do zadowalajacych rezulta-
tow, jesli wlasciwie wybrane zostang rzedy par kwantyli. W innych przypadkach
wyniki beda duzo gorsze (por. rysunki 3.2.1-3.2.6).

Estymatory parametrow Cauchy’ego otrzymane medianowo-kwantylowa
metoda najmniejszych kwadratow maja nieznacznie wigksze obciazenia i bigdy
sredniokwadratowe.

W przypadku rozkladu Pareto poréwna¢ mozna wilasnosci estymatorow
otrzymanych metoda kwantyli (mK) oraz metodami momentéw wazonych
prawdopodobienstwami: z klasyczna dystrybuanta (mMWP) i z proponowana
level crossing empirical distribution (zmMWP). Zestawienia obciazen i bledow
sredniokwadratowych estymatorow wyznaczonych w oparciu o proby
100-elementowe przedstawiaja tablice 3.6.5 oraz 3.6.6.

Tablica 3.6.5. Oszacowania obcigzen estymatorow parametréw wybranych rozktadow Pareto

Metoda estymacji

Rozktad Estymatory

mK mMWP zmMWP
1 2 3 4 5
o 0,0014 (» =0,01) 0,0282 —0,0260

Pa(3,2)

ISHY

0,0693 (p =0,19) 0,1052 —0,0627
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Tablica 3.6.5 (cd.)
1 2 3 4 5

0 0,0018 (p =0,01) 0,0943 0,0388

Pa(3,1,5)
a 0,0504 (p =0,19) 0,1401 0,1205
0 0,0025 (p =0,01) 0,2542 0,1929

Pa(3,1,2)
a 0,0391 (p =0,18) 0,1874 0,1769
Zrodto: opracowanie wiasne.
Tablica 3.6.6. Oszacowania bledéw sredniokwadratowych estymatorow parametrow
wybranych rozktadéw Pareto
Metoda estymacji
Rozktad Estymatory
mK mMWP zmMWP

0 0,0002 (p =0,01) 0,0237 0,0224

Pa(3,2)
a 0,0894 (p = 0,13) 0,1113 0,0869
0 0,0004 (p =0,01) 0,0631 0,0462

Pa(3,1,5)
a 0,0486 (p =0,13) 0,0921 0,0776
0 0,0007 (p =0,01) 0,2006 0,1428

Pa(3,1,2)
a 0,0320 (p =0,14) 0,1007 0,0911

Zrédto: opracowanie wlasne.

Estymatory zmMWP charakteryzuja si¢ lepszymi wlasnosciami niz estyma-
tory mMWP, ale metoda kwantyli mozna uzyskac jeszcze lepsze oszacowania
parametrow rozktadu Pareto. Podobnie jak w przypadku wczesniej analizowa-
nych rozktadéw, niepoprawny wybor rzedow kwantyli moze doprowadzi¢ jednak
do estymatorow obciazonych o duzych btedach $redniokwadratowych, np. dla
rozktadu Pa(3,1,2) obciazenie estymatora parametru ¢ moze wynie$S¢ nawet

1,2419, a btad $redniokwadratowy 30,9691.
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3.7. Zastosowanie procedur estymacji opartych na statystykach
pozycyjnych w badaniach ekonomicznych

W badaniach ekonomicznych zmienne losowe, z ktorymi utozsamiane sa
badane cechy statystyczne, charakteryzuja si¢ roznymi rozktadami. Sa to zarow-
no rozklady skokowe, jak i ciagle, symetryczne i asymetryczne, rozklady
charakteryzujace si¢ cienkimi lub grubymi ogonami, lub tez posiadajacymi
skonczony przedzial wartoéci. W przypadku parametrycznego podejécia istotnym
problemem jest szacowanie parametréw rozktadu rozwazanej zmiennej, a w zwiaz-
ku z tym wybor metody estymacji prowadzacej do estymatorow nieobciazonych
i charakteryzujacych si¢ malymi btedami $redniokwadratowymi.

Prezentowane w drugim rozdziale metody estymacji oparte na kwantylach
z proby wraz z proponowanymi modyfikacjami pozwalaja uzyska¢ estymatory
o ,,dobrych” wlasno$ciach, o czym §wiadcza wyniki przeprowadzonych analiz
omoOwione w tym rozdziale.

Rozwazane metody moga by¢ wykorzystywane do estymacji parametrow
rozktadu Cauchy’ego stosowanego do modelowania rdznego rodzaju procesOw
na rynkach finansowych, parametrow rozktadu Frécheta, Gumbela i Weibulla
uzywanych przy do modelowania wartosci szkod pochodzacych ze zdarzen kata-
strofalnych.

W naukach spoteczno-ekonomicznych, w szczegdlnosci w aktuariacie,
w badaniach dotyczacych dochodow ludnosci mamy do czynienia ze zmiennymi
losowymi o rozktadzie Pareto i w tych przypadkach, jak wykazaty analizy,
parametry rozkladu mozna estymowaé¢ metodami opartymi na statystykach
pozycyjnych. Rowniez w przypadku rozktadu log normalnego, ktory charaktery-
zuje rozktad dochoddéw gospodarstw domowych, mozna stosowaé metody oparte
na kwantylach. Do innych rozkladoéw wykorzystywanych w analizach dochodow
naleza rozktad Daguma i Singha-Maddali. Ich parametry szacuje si¢ zwykle
numerycznie metoda najwigkszej wiarygodnos$ci, a stopien dopasowania spraw-
dza sig, porownujac kwantyle empiryczne z teoretycznymi. Metodg t¢ mozna
zastapi¢ kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow, ktoéra w swej konstruk-
cji zaklada minimalizacje kwadratow rdéznic miedzy wartoSciami kwantyli
z proby i kwantyli rozktadu, albo medianowo-kwantylowa metoda najmnie;j-
szych kwadratow.

W analizach ekonomicznych dotyczacych czasu trwania zjawiska, np.
w kontroli jako$ci badania trwato$ci urzadzen, mamy do czynienia z rozkladem
logistycznym, ktorego parametry mozna szacowa¢ metodami opartymi na kwan-
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tylach z proby. Obok zmiennych losowych o rozktadzie logistycznym i normal-
nym w statystycznej kontroli jakosci wystgpuja tez zmienne o innych rozkta-
dach, ktoérych parametry mozna oszacowa¢ metodami opartymi na statystykach
pozycyjnych.

Empiryczne przyktady zastosowan rozwazanych metod estymacji przedsta-
wione zostana w szostym rozdziale monografii.

3.8. Uwagi koncowe

Badania, ktorych wyniki zaprezentowano w tym rozdziale, dotyczyly wta-
sno$ci estymatorow parametrow rozktadu zmiennej losowej, wykorzystujacych
statystyki pozycyjne wyznaczone na podstawie prob wylosowanych w sposob
niezalezny. Analitycznie i symulacyjnie wyznaczano obciazenia i btedy Srednio-
kwadratowe estymatorow parametrow wybranych klas rozkladow. Uzyskane
wyniki poréwnano, formutujac wnioski przydatne w praktycznych zastosowa-
niach.

Parametry rozktadow Cauchy’ego, logistycznego i Gumbela szacowano me-
toda kwantyli i modyfikacjami kwantylowej metody najmniejszych kwadratow.
Okazato sig, ze proponowana kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow
z ucigty liczba kwantyli (uKmnk) prowadzi do uzyskania estymatorow charakte-
ryzujacych si¢ duzo mniejszymi obciazeniami i mniejszymi btedami $rednio-
kwadratowymi niz prezentowana w literaturze kwantylowa metoda najmniej-
szych kwadratow (Kmnk), jezeli wlasciwie zostanie dobrana liczba pomijanych
kwantyli. W przypadku rozktadu Cauchy’ego bardzo istotne jest pominigcie
obydwu statystyk ekstremalnych, gdyz ich nieskonczone wariancje w sposob
istotny wplywaja na wariancj¢ estymatorow, a tym samym na ich btedy $rednio-
kwadratowe. Zardwno proponowana uKmnk, jak i metoda kwantyli wymagaja
dodatkowych informacji o rzgdach kwantyli prowadzacych do otrzymania op-
tymalnych estymatorow. Informacje o tych rzedach mozna uzyska¢ dla kazdego
szacowania parametru rozktadu poprzez obliczenia analityczne lub analizy sy-
mulacyjne.

Druga autorska propozycja modyfikacji metody Kmnk, czyli medianowo-
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratéw prowadzi do uzyskania estymato-
rOw o nieznacznie gorszych wilasnos$ciach w stosunku do estymatorow uKmnk,
ale lepszych niz otrzymanych metoda Kmnk. Jej zaleta w praktycznych zastoso-
waniach jest to, ze nie wymaga dodatkowych ustalen dotyczacych rzedow sto-
sowanych kwantyli.
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Parametry rozktadu Pareto szacowane byly metoda kwantyli oraz metodami
momentow wazonych prawdopodobienstwami, w tym zmodyfikowana metoda
polegajaca na zastosowaniu przy konstrukcji estymatorow dystrybuanty empi-
rycznej level crossing. Otrzymane wyniki wskazuja na lepsze wlasnosci estyma-
torow uzyskanych proponowana metoda w poréwnaniu z metoda momentow
wazonych prawdopodobienstwami wykorzystujaca klasyczna dystrybuant¢ em-
piryczna. Inne wielko$ci rzgdow kwantyli przy estymacji parametréow rozktadu
Pareto metoda kwantyli, w stosunku do estymacji parametréw rozktadu Cau-
chy’ego, potwierdzaja konieczno$¢ przeprowadzania wstepnych analiz w celu
wyboru rzedow pozwalajacych uzyska¢ estymatory o matym obciazeniu i ma-
tym bledzie sredniokwadratowym.

Rezultaty analiz wlasnosci estymatoréw zaprezentowane sa rowniez w pra-
cach D. Pekasiewicz [2013a, 2014], M. Matecka, D. Pekasiewicz [2013].






4. PROCEDURY ESTYMACIJI
PARAMETROW POZYCYJNYCH
ZMIENNEJ LOSOWEJ I ICH ZASTOSOWANIA

4.1. Uwagi wstepne

Rozwazania przedstawione w rozdziatach drugim i trzecim dotyczyty zasto-
sowan statystyk pozycyjnych do konstrukcji metod opartych na statystykach
pozycyjnych wykorzystywanych do estymacji parametrow rozktadow zmien-
nych losowych. Druga réwnie wazna grupg zastosowan stanowig procedury
estymacji punktowej i przedzialowej, parametrycznej i nieparametrycznej pozy-
cyjnych parametréw populacji, takich jak kwantyle, w tym mediana.

Problematyka wykorzystania statystyk pozycyjnych w estymacji kwantyli
1 poszukiwania estymatorow o najlepszych wilasnosciach rozwazana jest m.in.
w pracach F. E. Harrella, C. E. Davisa [1982], D. J. Olivie [2005], I. Takeuchi
i in. [2006], R. Zielinskiego [1995, 1999, 2000, 2003, 2005a], R. Zielinskiego,
W. Zielinskiego [2005].

W rozdziale tym przedstawiono wybrane estymatory kwantyli, w tym media-
ny, parametryczne i nieparametryczne przedziaty ufnosci i ich wlasnosci. Prezen-
tacj¢ metod estymacji kwantyli uzupetlniono wynikami przeprowadzonych obli-
czen medianowej obciazono$ci wybranych estymatorow, rezultatami analiz
dotyczacych dokladnos$ci oszacowan mediany, przy zastosowaniu estymacji
przedziatowej, w tym bootstrapowej metody percentyli. Przeprowadzone analizy
pozwolity poréwna¢ rozwazane metody estymacji dla wybranych klas rozktadow.

Miara pozycyjna stosowana w badaniach ekonomicznych jest rowniez do-
minanta. Wéroéd wielu metod estymacji dominanty prezentowanych w literaturze
wazng role odgrywaja procedury wykorzystujace statystyki pozycyjne (por.
D. R. Bickel [2003], S. B. Hedges, P. Shah [2003], J. Wywiat [2000a], [2000b])
przedstawione w tym rozdziale.

Oprocz rozwazan dotyczacych wykorzystania statystyk pozycyjnych do
konstrukcji estymatorow i przedziatoéw ufnosci dla wartosci parametrow pozy-
cyjnych zmiennej losowej zaprezentowano zastosowanie tych estymatorow
w badaniach ekonomicznych do szacowania roznego rodzaju miar stosowanych
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w analizach dobrobytu, bogactwa i ubdstwa ludno$ci, nieréwnomierno$ci
dochodéw oraz w analizach dotyczacych ryzyka zwiazanego z inwestycjami
finansowymi oraz w statystycznej kontroli jakosci.

4.2. Estymatory kwantyli

Parametrem rozktadu zmiennej losowej znajdujacym praktyczne zastoso-
wanie jest kwantyl rozkladu. Warto$¢ kwantyla, odpowiedniego rzgdu, szacuje
si¢ na podstawie proby losowej, stosujac metody estymacji punktowej lub prze-
dzialowej oraz wartoSci statystyk pozycyjnych.

Niech X bedzie ciagla zmienna losowa okreslona za pomoca dystrybuanty

Forazniech O, =F - (p) oznacza kwantyl rozktadu zmiennej X rzgdu p, gdzie
pe(0,1).

Definicja 4.2.1. Estymatorem kwantyla O, jest statystyka:

0,=F ' (p)=inf{x: F,(x)>p}, (4.2.1)

gdzie F (x) jest dystrybuanta empiryczna wyznaczona na podstawie

n-elementowej proby prostej X, X,,..., X,.
W literaturze przedstawionych jest wiele nieparametrycznych estymatorow

kwantyli. Ich postaci zaleza m.in. od przyjetej definicji dystrybuanty empiryczne;.
Niech

card{lSan:x.Sx}

i

F(x)= dla xe R (4.2.2)

bedzie dystrybuanta empiryczna okreslona na podstawie proby losowej
X, X, .0 X,
Wykorzystujac wzor (4.2.2), otrzymujemy estymator kwantyla O rzedu

p zdefiniowany nastgpujaco.

Definicja 4.2.2. Estymatorem kwantyla O, rozkladu zmiennej losowej

X wyznaczonym na podstawie n-elementowej proby prostej X, X,,..., X, na-
zywamy statystyke:
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xXw gdy npeN,

A np
0, = (4.2.3)
X" gdy npgN.

[np]+12

Do innych estymatoréw kwantyla Q, nalezy zaliczy¢ estymator standardo-
wy 1 estymator Huang-Brilla (por. R. Zielinski [2006]).

Definicja 4.2.3. Standardowym estymatorem kwantyla O, wyznaczonym
na podstawie n-elementowej proby prostej X, X,,..., X, nazywamy statystyke
pozycyjna rangi k(p) postaci:

0, = X{ll). (4.2.4)
gdzie
np, gdy npe N oraz p <0,5,
np+1, gdy np e Noraz p>0,5,
k(p)=1, (4.2.5)

E+[(0’0’5> (u), gdy np e Noraz p=0,5,

[np]+1, gdy npeN,
przy czym u jest wartoscia zmiennej losowej o rozkladzie jednostajnym na prze-
dziale (0,1) oraz [ o, 0,5>(u) jest indykatorem przyjmujacym wartos¢ 1, gdy
ue (0, 0,5> 1 0 w przeciwnym przypadku.

Zastosowanie dystrybuanty empirycznej level crossing (por. M. L. Huang,

P. H. Brill, [1999]) o wzorze (2.6.3) prowadzi do estymatora Huang-Brilla zde-
finiowanego w ponizszy sposob.

Definicja 4.2.4. Statystyke pozycyjna, bedaca funkcja n-elementowej proby
prostej X, X,,..., X,, 0 wzorze:

nd

0" =X{,, (4.2.6)

p

gdzie

b=1ln(n —1)( » —%l:l —%D (4.2.7)

nazywamy estymatorem Huang-Brilla kwantyla O, .
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Latwo zauwazy¢, ze dla p=0,5 mamy bz{g}—l, czyli estymatorem

m
HY

Ze wzgledu na fakt, ze nie zawsze istnieje warto$¢ oczekiwana statystyk po-
zycyjnych wykorzystywanych w estymacji kwantyli, nie mozna bada¢ nieobcig-
zonosci estymatorow T zdefiniowanej w sposob klasyczny (E(T )= Qpl chyba

kwantyla Q, ; jest statystyka pozycyjna X

ze rozwazania ograniczy si¢ do klasy rozktadow posiadajacych warto$¢ oczeki-
wang kwantyli z proby. Takie podejscie wiaze si¢ jednak z wykluczeniem roz-
ktadéw istotnych z punktu widzenia zastosowan, np. rozktadéw o grubych ogo-
nach. Do badania, jak rozktad estymatora 7" sytuuje si¢ w stosunku do estymo-
wanego parametru 6, wykorzystuje si¢ pojecie medianowej nieobciazonosci
zdefiniowanej ponizej [por. R. Zielinski [2011, s. 34].

Definicja 4.2.5. Estymator 7T jest medianowo-nieobciazonym estymatorem
parametru €, gdy M (T)=6.

W tablicach 4.2.1 i 4.2.2 podane zostaly obliczone na podstawie definicji
4.2.5 wartosci (medianowych) obciazen estymatorow Qp, Q;‘a“d', Q;’B kwantyli

rredow 0,05 1093, eaylic B0, )=M,(0,)-0,. B0 )=Moslo)-o,

oraz B(Q[]fB)zM 0.5 (Q;ﬂg )— Qp dla liczebnosci prob rownych n = 100 oraz
n = 150. W nawiasach umieszczono wzgledne medianowe obciazenia.

Dla npe N 1 p<0,5 posta¢ estymatora standardowego (4.2.4) jest taka
sama jak estymatora okre§lonego wzorem (4.2.3), natomiast dla mpe N
i p>0,5 estymator Huang-Brilla przyjmuje identyczne wartosci jak estymator
(4.2.3). Dla np ¢ N estymatory (4.2.3), standardowy i Huang-Brilla maja iden-
tyczne wartosci.

Tablica 4.2.1. Wielkosci obciazen estymatorow kwantyli wybranych rzgdéw dla n = 100

Estymatory kwantyla 0, o Estymatory kwantyla Q o,
Rozktad

5l0us) | slost) | 5l05%) | sl0us) | slos) | slog)

1 2 3 4 5 6 7
N(0,1) -0,0344 —-0,0344 0,0601 —-0,0463 0,0268 —0,0463
(2,09%) (2,09%) (3,65%) (3,14%) (1,82%) (3,14%)
N(8.,3) -0,1031 —0,1031 0,1803 | -0,1390 0,0803 —-0,1390
(3,36%) (3,36%) (5,88%) (1,12%) (0,65%) (1,12%)
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Tablica 4.2.1 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7
LG(0,1) -0,0065 —0,0065 0,0120 | —0,1980 0,1188 0,1980
(3,37%) (3.37%) (6,22%) | (4,53%) (2,72%) (4,53%)
LG(1,0,5) | —0,0204 —0,0204 0,0364 | —0,1302 0,0767 —0,1302
(1,04%) (1,04%) (1,86%) | (2,29%) (1,35%) (2.29%)
Ca(2,1) —0,4750 —0,4750 0,740 | —0,3897 0,2450 -0,3897
(11,01%) | (11,01%) | (17,17%) | (6,02%) (3,78%) (6,02%)
Ca(1,2) ~0,9501 —0,9501 1,4809 | —0,7795 0,4999 -0,7795
(8,17%) (8,17%) | (12,74%) | (7.84%) (4,93%) (7.84%)
Pa(3,1,5) | —0,0075 -0,0075 0,01427 | —1,0060 0,6193 ~1,0060
(0,24%) (0,24%) (0,46%) | (5,70%) (3,51%) (5,70%)
Pa(33) -0,0037 -0,0037 0,0070 | —0,2103 0,1265 —0,2103
(0,12%) (0,12%) 0,23%) | (2,89%) (1,74%) (2,89%)
W(0,1,1) -0,0036 -0,0036 0,0069 | —0,8796 0,0517 -0,8796
(7,06%) (7,06%) | (1341%) | (5,17%) (1,94%) (5.17%)
W(0,3,1) ~0,0109 —0,0109 0,0206 | —0,2639 0,1551 —0,2639
(7,06%) (7,06%) | (1341%) | (3.31%) (1,94%) (3,31%)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tablica 4.2.2. Wielko$ci obciazen estymatorow kwantyli wybranych rzedow dla n = 150

Rozklad B(0,, )= B )= B{o™) 8(000n )= B0 )= 8lO%)
NO,1) ~0,0098 (0,59%) —0,0072 (0,48%)
N(8,3) 0,0293 (0,95%) -0,0215 (0,17%)
LG(0,1) 0,0019 (0,98%) 0,0312 (0,71%)
LG(1,0,5) 0,0058 (0,49%) -0,0203 (0,36%)
Ca(2,1) 0,1277 (2,96%) —0,0628 (0,97%)
Ca(1,2) 0,2552 (2,20%) —0,1257 (1,26%)
Pa(3, 1,5) 0,0022 (0,07%) -0,1606 (0,91%)
Pa(3,3) 0,0011 (0,04%) -0,0332 (0,46%)
w(0,1,1) 0,0011 (2,08%) ~0,0137 (0,52%)
w(0,3,1) 0,0032 (2,08%) —0,0411 (0,52%)

Zrodto: opracowanie wilasne.

W przypadku rozwazanych rozktadéow najmniejszymi obciazeniami charak-
teryzuja si¢ standardowe estymatory kwantyli. WielkoSci obciazen zaleza od
klasy rozktadu analizowanej zmienne;.
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Rozpatrywane estymatory kwantyli rzedu p zostaty zdefiniowane jako staty-
styki pozycyjne odpowiednio ustalonych rang. Druga grupg estymatorow kwan-
tyli O, stanowig funkcje dwoch lub wigcej statystyk pozycyjnych.

n . .
, jest liniowa
n+l n+ 1)

kombinacje dwoch statystyk pozycyjnych rang [(n+1)p] oraz [(n+1)p]+1 okre-
Slona w definicji 4.2.6.

Estymatorem kwantyla rozktadu rzedu p e<

Definicja 4.2.6. Estymatorem kwantyla O, rzedu p rozkladu zmiennej lo-

n . ,
, , jest statystyka okreslona wzorem:
n+l n+l

sowej X, gdzie p e<

QAﬁK = (1 —(n+Dp+[(n+ l)p])X(([?;)q+1)p]) + ((n +Dp—[(n+ l)p])X(([}Z;)M)p]u)'
(4.2.8)

Estymatorami kwantyli rzedu p bedacymi kombinacjami liniowymi wszyst-
kich statystyk pozycyjnych sa estymatory Harrella-Davisa i Bersteina zdefinio-
wane ponizej (por. F. E. Harrell, C. E. Davis [1982], R. Zielinski [1999, 2005b]).

Definicja 4.2.7. Estymatorem Harrella-Davisa kwantyla @, rozkiadu

zmiennej losowej X okreslonym na podstawie proby prostej X, X,,..., X, na-
zywamy statystyke postaci:

O =S | X, (4.2.9)
i=1
gdzie
1 i (n+1)p-1 (n+])(l—p)—1
L= " 1_ d .
Wi B((n+1)p’(n+1)(l_p))(i—l)/[n ( [) t

(4.2.10)

Definicja 4.2.8. Estymatorem Bersteina kwantyla O, okreslonym na pod-

stawie proby prostej X,,X,,...,X, nazywamy statystyke okreslong wzorem:

N L n—1 i n—i n
oo Hi_me(l_p) }X(g)x (4.2.11)

i=1
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W celu zbadania obcigzen estymatora bgdacego liniowa kombinacja dwoch
statystyk pozycyjnych i estymatora Bersteina przeprowadzono analiz¢ symula-

cyjna polegajaca na powtdrzeniu 20 000 raz
i wyznaczeniu f?(QﬁK L

wyniki zawarte sa w tablicy 4.2.3.

procedury estymacji kwantyli

Me(QﬁK )— Q, oraz B Qf”)z Me(Qf”)— Q,. Otrzymane

Tablica 4.2.3. Obciazenia estymatorow (4.2.8) i (4.2.11) dla wybranych kwantyli i n = 100

Rozklad Blows,) B0 Boss,) Bo83)
N(O0,1) ~0,0309 (1,88%) 0,0175 (1,07%) 0,0203 (1,37%) | —0,0155 (1,05%)
N(8,3) ~0,0897 (2,93%) 0,0585 (1,91%) 0,0625 (0,50%) | —0,0440 (0,35%)
LG(0,1) ~0,0056 (2,90%) 0, 0090(4,65%) 0,0937 (2,14%) | —0,0380 (0,87%)
LG(1,0,5) —0,0180 (1,51%) 0,0197 (1,65%) 0,0610 (1,07%) | —0,0099 (0,17%)
Ca(2,1) —0,4316(10,00%) | —1,1866(27,51%) | 0,1920(2,97%) | 0,4877 (7,53%)
Ca(1,2) —0,9479 (8,15%) —2,4945 (21,45%) 0,3833 (3,85%) 0,9984 (10,04%)
Pa(3,1,5) | —0,0064 (0,21%) 0,0155 (0,50%) 0,5109 (2,89%) | 0,7195 (4,07%)
Pa(3.3) ~0,0031 (0,10%) 0,0076 (0,25%) 0,0998 (1,37%) | 0,0546 (0,75%)
w(0,1,1) ~0,0032 (6,14%) 0,0071 (13,94%) | 0,0440 (1,66%) | —0,0057 (0,22%)
w(0,3,1) —0,0086 (5,57%) 0,0213 (13,84%) | 0,1414 (1,77%) | —0,0193 (0,24%)

Zrédto: opracowanie wlasne.

Dla kwantyla rzedu 0,05 wszystkich rozwazanych rozktadéw, oprécz roz-
ktadu normalnego, medianowe obciazenie estymatora (4.2.8) bylo mniejsze niz
estymatora (4.2.11) oraz estymatorow z poprzedniej rozpatrywanej grupy. Dla
kwantyla rzedu 0,93 rozktadow o cienkich ogonach estymator Bersteina charak-
teryzowal si¢ mniejszym obciazeniem niz estymator bedacy liniowa kombinacja
dwoch estymatorow.

Zaréwno prezentowane, jak i inne postaci estymatorow kwantyli oraz ich
wlasnosci przedstawione sa we wspomnianych pracach R. Zielinskiego.

Estymatory mediany

Wsrdd kwantyli wazna rolg odgrywa mediana z proby. Stosuje si¢ ja do
szacowania wartosci $redniej populacji w przypadku, gdy istnieje podejrzenie
0 wystepowaniu obserwacji skrajnych sprawiajacych, ze szacowanie jej przy
uzyciu sredniej arytmetycznej obarczone bedzie duzym btedem.
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W celu rozstrzygnigcia, czy do estymacji warto$ci $redniej populacji
o funkcji gestosci f nalezy wykorzysta¢ mediang z proby, czy tez $rednia

arytmetyczng, moze postuzy¢ wspotczynnik e(F ) (por. J. Lira, W. Wagner
[2005]) okreslony wzorem:

e(F)= A;) =457 1%(0), (4.2.12)

gdzie o’ jest wariancja zmiennej X.

Wspolczynnik ten stosuje si¢ dla zmiennych losowych o rozktadach syme-
trycznych majacych wariancj¢ oraz dla duzych liczebnosci prob. Jezeli e(F ) >1,

to mediana z proby jest efektywniejszym estymatorem wartosci $redniej niz
$rednia arytmetyczna. Przyktadem rozktadu, w ktérym nalezy wykorzysta¢ me-
diang z proby jako estymator wartosci sredniej populacji, jest rozktad Laplace’a.

W przypadku rozktadow populacji, dla ktorych nie istnieje wartos¢ oczeki-
wana lub wariancja, czyli rozktadow charakteryzujacych si¢ grubymi ogonami,
stosuje si¢ mediang z proby jako estymator mediany rozktadu. Takimi rozkta-
dami sa m.in. rozktad Cauchy’ego oraz rozktady Pareto dla o <1.

Estymatorami mediany M ; zmiennej losowej X okreSlonymi na podstawie

proby prostej X, X,,..., X, sa statystyki postaci:

n

Me=32,X(7, (4.2.13)

gdzie A4, >0 oraz 2/1, =1, za$ X, ((,.';) sa statystykami pozycyjnymi wyznaczo-
i=1

nymi na podstawie proby losowej X,,X,,..., X,.

n

Mediana z proby okreslona wzorem (1.2.2) (estymator (4.2.8) dla p=0,5)

jest medianowo-nieobciazona dla nieparzystej liczebnosci proby, natomiast dla
parzystej liczby elementéw proby estymator nie jest medianowo-nieobciazony.
Analiza wlasnoéci tego estymatora przedstawiona jest w pracy R. Zielinskiego
[1995]. Z dowodu tam zaprezentowanego wynika, ze dla kazdej dodatniej liczby
rzeczywistej C istnieje taki rozklad F, iz roznica migdzy warto$cia rzeczywista
a wartoscia jej estymatora jest wigksza od C, co za$§ oznacza, ze mediana z proby
moze by¢ potozona dowolnie daleko od szacowanego parametru.
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Z definicji 4.2.3 wyznacza si¢ standardowy estymator mediany, ktory jest
estymatorem medianowo-nieobciazonym. Jego posta¢ okresla definicja 4.2.9.

Definicja 4.2.9. Standardowym estymatorem mediany nazywamy statystyke
pozycyjna z n-elementowej proby prostej X,,.X,,..., X, postaci:

Me*™ =X\, (4.2.14)
gdzie
%-ﬁ- 1 0, 0’5>(u), gdy n jestliczba parzysta,
k= (4.2.15)
[E} +1, gdy n jestliczba nieparzysta,

przy czym u jest wartosciag zmiennej losowej U o rozkladzie jednostajnym
na przedziale (0,1) oraz 1(070,5>(“) jest indykatorem przyjmujacym warto$¢ 1, gdy

ue (0, 0,5> 1 0 w przeciwnym przypadku.

Z definicji 4.2.9 wynika, ze jako estymator mediany przyjmuje si¢ statystyke
pozycyjna X, [(z)]ﬂ , gdy n jest liczba nieparzysta, natomiast gdy # jest liczbg parzy-
2

sta, estymatorem jest losowo wybrana jedna z dwoch statystyk X [(Z)j lub X ((’;) ]
- —+
2 2

Innymi estymatorami mediany moga by¢ statystyki okreslone wzorami
(42.9)i(4.2.11)dla p=0,5. Estymator Harrella-Davisa mediany ma postac:

Me™ = Zw X, (4.2.16)

- 1udt, natomiast estymator

| ) £ /z
glee Wi,n - B((n+])/2 I’l+1 /2 (1 ‘!.)/"

Bersteina wyraza si¢ wzorem:

n (n—1
Me™ =0,5"" Z(Z_ JX(&? (4.2.17)
i=1 -
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4.3. Klasyczne metody wyznaczania przedzialéw ufnosci dla kwantyli

Przy wyznaczaniu przedziatu ufnosci dla kwantyla Q, rozktadu zmiennej

losowa X zwykle stosuje si¢ podejscie nieparametryczne.

Nieparametryczna estymacja przedzialowa kwantyla O, na podstawie
n-elementowej proby prostej X, X,,..., X, zwiazana jest z okre§leniem zmien-
nej losowej K, ktorej wartosci sa rowne liczbie elementow, sposrdd n elemen-
tow, mniejszych od kwantyla Q,. Zmienna losowa K ma rozktad dwumianowy

o funkcji prawdopodobienstwa postaci:

P(K:k):(’]g(p)k(l—p)"_k dla k=0,12,...,n (4.3.1)

Prawdopodobienstwo tego, ze kwantyl rzedu p znajduje si¢ w przedziale
wyznaczonym przez r-ta oraz s-tg statystyke pozycyjna, wynosi:

s—1

Plx{) <0, <x{)= Z(’}jp'(l —p)7, l<r<ss<n,  (432)

i=r

gdzie X ((f)), X ((f)) sa statystykami pozycyjnymi rangi, odpowiednio, 7 i s.
Zatem przyjmujac wspotczynnik ufnosci 1 —a na podstawie n-elementowej
proby losowej, wyznaczamy rzedy kwantyli tak, aby spetniona byta rownos¢:

i('})p"(l—p)”"' ~1-a. (4.3.3)

Poniewaz zmienne losowe F (X (([.’;)), dla i=1, 2, ..., n, maja rozktad U(0,1)
rownos¢ (4.3.2) mozna zapisac nastepujaco:

s-1 X i
PUl) < p<ul)= Z(?)p'(l -p)", (4.3.4)

i=r

gdzie U ((f)) =F ’I(X ((;’))) oraz U, ((:)) =F ’I(X ((:>)) sa statystykami pozycyjnymi roz-

ktadu U(0,1).

Przy estymacji kwantyla rzgdu p, na poziomie ufnosci 1—«, liczebno$é
proby ma dolne ograniczenie wynikajace z nieréwnosci:
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ol i n—i
PUL < p<U)= Z(?jp'(l —p)izl-a, (4.3.5)

co oznacza, ze musi ona spetnia¢ nierd6wnosc:
n 7
p'+(-p)<a (4.3.6)

W tablicy 4.3.1 podane sa minimalne liczebnosci prob dla wybranych
wspotczynnikow ufnosci 1 wybranych rzedow kwantyli.

Tablica 4.3.1. Minimalne liczebnosci prob przy nieparametrycznej estymacji kwantyli

Wspotezynnik ufnosci

P 0,9 0,925 0,95 0,975 0,99
0,50 5 5 6 6 8
0,60 5 6 7 8 10
0,70 7 8 9 11 13
0,80 11 12 14 15 21
0,90 22 25 29 23 44
0,95 45 51 59 72 90
0,99 230 258 299 368 459

Zrodio: obliczenia whasne.

W  wyniku  poszukiwania  przedzialu  spelniajacego = warunek
P(U ((f)) <p<sU ((S")))z l—a nie otrzymujemy jednoznacznie okre$lonego prze-
dziatu, gdyz pokrywa on szacowana warto$¢ p w przyblizeniu, szczeg6lnie dla
matych liczebnosci prob, dlatego konieczna jest randomizacja (por. R. Zielinski,
W. Zielinski [2005]). Sposréd przedziatow ufnosci wybieramy dwa:

(U ((,’.1)), U ((:))) oraz (U ((f.z,U ((S",g) o najmniegjszych dlugosciach spetniajace warunki:

P <p<Ul))<i-a oraz PUL)<p<UL)>1-a,  (43.7)

przy czym r'=r—1, s'=s lub r'=r, s'=s—1, a nastgpnie wyznaczamy war-
tosci R, S dla ktorych przedziat (U&,U((;’; ) bedzie przedziatem pokrywajacym
szacowana wartos¢ p z ufnoscia rowna doktadnie 1—«. Randomizacja zwiazana

jest zatem z wyznaczeniem A z rOwnania:
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PO < p<Ul))+(1-2)PUL) < p<Ul))=1-a, (4.3.8)

s

a nastgpnie wygenerowaniem liczby A, z rozkladu jednostajnego na przedziale
[0,1]. Jesli A, <A, to wybieramy przedziat ufnosci (U ff)),Uéf))), W przeciwnym
przypadku przedziat (U ((:'2 U ((f; )

W ten sposob otrzymujemy przedzial ufnosci dla kwantyla O, postaci
(X((I’;;,X((;’gl gdzieR=r,S=slub R=r", S=s"', aprawdopodobienstwo, ze

pokrywa on szacowany kwantyl rzedu p, jest réwne 1—-«.

Twierdzenie 1.4.18 dotyczace asymptotycznej zbiezno$ci dystrybuanty

kwantyla z proby X ,, do dystrybuanty rozktadu N[Qp,f(lQ ) /p [1—p j],
n
p

pozwala wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla kwantyla rozkladu O, w nast¢pujacy

sposob:

P[Xp,n—ua ypU=p) <Q <X, +u, VPAZP) |y (439
’ f(Q,,);n ’ f(Qp)_\/n

gdzie CD(ua)zl—% oraz @ jest dystrybuanta rozkladu normalnego standary-

zowanego, za$ 1 —« jest ustalonym poziomem ufnosci.

Wada tej procedury konstrukcji przedziatu ufnosci jest konieczno$¢ znajo-
mosci funkcji gestosci f Zastapienie [ (Qp) pewnym zgodnym estymatorem

prowadzi do zmodyfikowanej procedury estymacji przedzialowej (por. R. Serfling
[1991, s. 105-108]).
Niech (k,)_, i (k,)_, beda ciagami liczb catkowitych takimi, ze

1<k, <k,, <n oraz

Ky, M PAZP) (43.10)
n Vn

ko #aNPA=P) (43.11)
n Jn

gdy n— . Wowczas otrzymujemy:
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PlX <0, <X0 )~1-a, (4.3.12)

o Y )
gdzie X', X

czonymi na podstawie wylosowanej n-elementowej proby.

sa statystykami pozycyjnymi o rangach k,, oraz k,, wyzna-

Estymacja przedzialowa mediany

Znajomos$¢ rozktadu rozwazanej zmiennej losowej X umozliwia konstrukcje
parametrycznego przedziatu ufnosci dla mediany.

Rozwazmy problem przedzialowej estymacji mediany M, zmiennej loso-
wej X, o dystrybuancie F i funkcji ggstosci symetrycznej wzgledem mediany.

Niech X,,..., X, bedzie n-elementowa proba prosta wylosowana z popula-
cji badanej ze wzgledu na zmienna X przy zalozeniu, Ze n jest liczba nieparzysta.
Statystyka QAO)5 =Me=X [(’r’l)} 1 jest medianowo-nieobcigzonym estymatorem

— |+

mediany i ma rozklad o dystrybuancie okreslonej wzorem (por. R. Zielinski
[2010], [2011, s. 34-35]):

n+l1 n+lj, (43.13)

Fye (%) = B(F (= Mos)——=—
gdzie B(z;a,b) oznacza dystrybuante rozktadu beta z parametrami a i b, za$
F, jest dystrybuanta rozktadu zmiennej X —M  symetrycznego wzgledem
zera. Zatem F;)(x—MO’S)zF (x), czyli kwantyl rozktadu mediany rzedu p ma

postac:

x,(Me)=M,, +F0'1(B‘( », ”;rln;rljj (4.3.14)

Estymacja przedziatlowa mediany zwiazana jest z wyznaczeniem przedziatu,
ktory z ufnoscia 1 -« pokrywa szacowana warto$¢ mediany.
Z warunku:

P( g(Me)<Me<x (Me)j l-a, (4.3.15)

-
2

gdzie x

]

(Me), x ,(Me) sa kwantylami rozktadu mediany Me, odpowiednio,
11—
2

©|

rzedu % i 1—% oraz z postaci kwantyli otrzymujemy przedziat ufnosci okre-

slony nastgpujaco:
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Pl Me—rF, | B (12220 2N e g 2 i
272 0 2 ’ 27 2 7 2

(4.3.16)

W przypadku estymacji na podstawie proby o parzystej liczbie elementéw
estymator (1.2.2) nie jest medianowo-nieobciazony i nalezy wykorzysta¢ stan-
dardowy badz zrandomizowany estymator mediany, ewentualnie losowo odrzu-
ci¢ jeden element proby.

Konstrukcja przedziatu ufnosci (4.3.16) jest mozliwa, jesli potrafimy wy-
znaczy¢ posta¢ dystrybuanty F,(x) w oparciu o znang dystrybuantg F(x), co
nie jest trudne dla rozktadow symetrycznych wzgledem mediany, takich jak
rozktad normalny, Cauchy’ego czy logistyczny.

Jesli zmienna losowa X ma rozktad normalny N (,u,a), to dystrybuanta
F,(x) jest dystrybuanta rozktadu normalnego N (0,0'). Zatem zastosowanie

wzoru (4.3.16) prowadzi do uzyskania przedziatu ufnosci pokrywajacego war-
to$¢ mediany z ufnoscia 1—«a postaci:

1 1 1 1
Me—-d7Y B 1_g i’ﬂ o <M, <Me— oY B a’i’i o,
22 2 22 2

(4.3.17)

gdzie Me jest mediang z n-elementowej proby losowej, natomiast @ jest dystry-
buanta rozktadu normalnego standaryzowanego.

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie Cauchy’ego Ca(m,/l), stosowanego
do modelowania r6znego rodzaju procesow na rynkach finansowych, zastoso-
wanie wzoru (4.3.16) jest rowniez mozliwe. Funkcja F,(x) jest dystrybuantg
rozktadu Cauchy’ego Ca(O,l) 1 wyraza si¢ wzorem Fo(x)zlarctg(%j+%.

Vs

Zatem parametryczny przedzial pokrywajacy mediang z ufnoscia 1 —« ma postac:

Me—tg| n| B 1- gn—ﬂ,n—ﬂ 1 <M, <Me—Atg| n| B g,n—ﬂ,n—ﬂ 1 .
22 2 2 ' 22 2 2

(4.3.18)

Jesli zmienna losowa X ma rozktad logistyczny Logist(,u,s), to dystrybuan-

. . . . 1 . .
ta zmiennej X — M, jest funkcja F (x) =———, czyli przedziat:

l+e ¢
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Me+ sln ! —1|<SM,.<Me+sln ! -1

g a.n+l n+l n g @ n+l n+l
2727 2 2727 2

(4.3.19)

z ufnoscia 1—a pokrywa warto$¢ szacowanej mediany z .

Podejsécie parametryczne nie zawsze jest mozliwe do wykorzystania w za-
gadnieniach praktycznych. Brak znajomosci postaci dystrybuanty F;(x) unie-

mozliwia konstrukcje przedzialéw ufnosci. W tym przypadku alternatywa jest
zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji mediany.

Nieparametryczna estymacja mediany jest szczegolnym przypadkiem niepa-
rametrycznej metody estymacji kwantyli i polega na wyznaczeniu na podstawie

n-elementowej proby prostej statystyk pozycyjnych X ((,’,’)) 1. ¢ ((;’)) odpowiednio

rang r i s , aby spelniona byta réwnos$¢:

P(x <M, <x)=?

-1
(r) —7770.5 = “7(s)
k=

P(K =k)= [%)i(g (4.3.20)

r k=r

Prawa strona wzoru okresla wiarygodno$¢ oszacowania. Dobierajac odpo-
wiednio rangi » 1 s statystyk, otrzymujemy przedziat ufnosci zawierajacy me-
diang M, nieznanego rozkladu populacji z wiarygodnoscia w przyblizeniu
réwna zatozonej 1—«.

Rzedy statystyk pozycyjnych stuzacych do estymacji mediany, dla wybra-
nych liczebnos$ci prob oraz wybranych wiarygodno$ci oszacowan, przedstawione
sa m.in. w pracy A. Baszczynskiej, D. Pekasiewicz [2010]. Podobnie jak

w przypadku szacowania kwantyla rzedu p, rézne statystyki pozycyjne X, ((f))

i X ((:’)) gwarantuja w przyblizeniu taka sama wiarygodno$¢ oszacowania, przy

czym wiarygodno$¢ ta jest zwykle w przyblizeniu rowna wspoétczynnikowi ufno-
sci 1—a. W takich sytuacjach dokonuje sie randomizacji (por. (4.3.7), (4.3.8)).
Zastosowanie tej procedury estymacji jednak nie zawsze prowadzi do
otrzymania przedzialu ufnosci symetrycznego wzgledem mediany z proby.
Do przedziatow ufnosci symetrycznych wzgledem wartosci stosowanego
estymatora naleza przedzialy konstruowane w oparciu o twierdzenia graniczne.
Sa one stosunkowo tatwe w praktycznych zastosowaniach.

Jednym z przedziatéw ufnosci dla mediany okre§lonym dla duzych liczeb-
nosci prob jest przedziat postaci (por. D. A. Bloch, J. L Gastwirth [1968];
D. J. Olivie [2005]):
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P(Me—t,s,, <M, <Me+t,s,,)=1-a, (4321)

gdzie Me jest mediang z proby okreslong wzorem (1.2.2), za$ s,, jest obliczany

ze wzoru:
Sy = O,S(X((,:’)) - X((lz))), (4.3.22)
gdzie
[n/2]-[n/4, gdy +/n/4eN,
I = (43.23)
[n/2]—[4n/4]—1, gdy n/4&N,
oraz

n—[nf2]+[n/4, gdy J[nf4eN,

k = (4.3.24)

n—[n/2]+[\/n/_4]+1, gdy fn/4eN.

Warto$¢ ¢, odczytujemy z tablic warto$ci krytycznych rozktadu z-Studenta
o Df =k,—1 —1 stopniach swobody. Ze wzoréw (4.3.23) i (4.3.24) wynika, ze

Dla bardzo duzych liczebnosci prob przedziat ufno$ci mozna zapisa¢ w postaci:

P(Me—us,, <M, <Me+u,s,, )=1-a, (4.3.25)

gdzie q)(ua ) =1- %, natomiast® jest dystrybuanta rozktadu normalnego stan-

daryzowanego.

Nalezy zauwazy¢ jednak, ze ze wzoru (4.3.25) mozna korzysta¢ wtedy, gdy
rozktad z-Studenta jest zbiezny asymptotycznie do rozkladu normalnego, czyli
gdy liczba stopni swobody jest wigksza niz 30, co implikuje liczebno$¢ proby co
najmniej 900.

Przedstawione metody estymacji oparte na statystykach pozycyjnych doty-
cza sytuacji, gdy proby losowane sa w sposob niezalezny. W literaturze przed-
miotu mozna znalez¢ rowniez procedury estymacji wykorzystujace statystyki
pozycyjne, przy bardziej ztozonych schematach losowania proby (por. np.
J. Allen i in. [2000], S. T. Gross [1980], Singh S. i in. [2001].
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4.4. Bayesowska estymacja kwantyli

Metody estymacji bayesowskiej rowniez mozna wykorzysta¢ do szacowania
kwantyli rozktadu, w tym mediany. Przy zastosowaniu liniowej funkcji straty
estymatorem kwantyla rzedu p zmiennej losowe;j jest kwantyl rozktadu a poste-
riori rzedu p wyznaczony na podstawie proby losowej i danego rozktadu a prio-
ri tego parametru.

Rozwazmy problem bayesowskiej estymacji mediany zmiennej loso-
wej X. Zatézmy najpierw, ze X ~ Exp(ﬂ) oraz X,,X,,...,X, jest proba prosta.

Zwiazek migdzy mediana M, =m i wartoScia oczekiwana A postaci

m = Aln2 pozwala na przeksztalcenie funkcji gestosci do nastepujacego wzoru:

ln—26xp(—1n—2x) dla x>0,

flem)=4 m m

0 dla x<O0.

(4.4.1)

Posta¢ estymatora mediany zalezy od rozktadu a priori mediany. Zat6zmy
najpierw, ze rozktadem a priori jest rozklad jednostajny na przedziale [a, b],
gdzie O<a<b.

W tym przypadku taczna funkcja ggstosci f (|m) wyznaczona na podstawie

proby losowej X, X,,..., X, jest postaci:

f(x|m): Hln_2€Xp(_ ln_zxij = (11’1_2] exp(_ 11'1_2 xi\J = [ln_zj exp(_ ]n_zan
-1 m m m m i m m

(4.4.2)
oraz
t(In2Y mn2 _) 1 1 t(In2) In2 _
Jf( m)-g(m)dmzj — | exg —nx |- dm= I exp ———nx dm=
5 \ m m b-a b—a° m m
In2 _
t=—-nx
m
In2nx 1 ¢ 1 _
=qdm=— e d :b—a;[(nf)”z [——nxjexp(—t)dtz
In2 _ In2 _
¢c=——nx, g=——hnx
a
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In2 I(n —l,g)—F(n —l,c)
b-a (mx)""! ’

:ln2j'- 1

L)

" exp(— 1)t =

gdzie F(m, x) = Jt””l exp(—t)dt jest nieckompletna funkcja gamma.

X

Zatem funkcja gestosci rozktadu a posteriori parametru m wyraza si¢ wzorem:

glmjx)= f(xm)- g(m) _ (nxIn2)"" exp(_mmzm_c) |
if(X|’”)-g(m)dm mn(p(n_l,m;nfj—r(n_l’hljn)_CD

(4.4.3)

W wyniku zastosowania liniowej funkcji straty otrzymujemy rownanie:

. (nx)" " (In2)"" exp[— In2 nx J

[ — ’" — dm:%, (4.4.4)
Om"[F(n—l,nnfj—F(n—l,nn)_CD
a b
a po przeksztalceniach:
—\n-1 n—1 d
1(;x) (in2) ) J.m’” eXP[—Mn)_cjdmzé,
r(n—l,nnxj—r(n—l,nm?jo "
a b
(4.4.5)
czyli
“1n2 F(n—l,mm—cj—l“(n—l,lnbzm_cj
nxIn a
I'(n—-1, = . 4.4.6
(n p ) 2 (4.4.0)

Korzystajac z oprogramowania komputerowego, wyznaczamy numerycznie
dy=m.

Rozwazmy przypadek szacowania mediany w przypadku, gdy rozktad
a priori mediany m jest odwroconym rozkladem gamma o funkcji gestosci wy-
razonej wzorem:
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(oF exf -7
g(m)=———>-12 dla m>0. (4.4.7)

Poniewaz

In2 _ b
t=——nx+—
m m .
In2-nx+b b?1In" 2 In2-nx+b
“ddi=——2" T g —_ tp+n+1 ) "=
m* " £(1n2-m—c+b)p+"+ll"(p) expl(-1) t?
dm:_ln2~r;x+bdt
t
0 n P n
:_[ b’ In 2+ pron exp(—t)itz F(p+n)b In 2+
2 (In2-nx +b6)""T(p) T(p)Xin2-nx +b)""

rozklad a posteriori parametru m jest postaci:

, b
In2Y" In2 _ b exp(— mJ
e (2] )
jf xm)- g - b'T(p+n)ln" 2
© I(p)in2-nx +b)""

m

b

(4.4.8)
czyli
In2-nx+b)"ex —ﬁm—c—ﬁ
( )" exp
m m
glmlx)= " (p +1) (4.4.9)

Jest to ggstos¢ odwroconego rozktadu gamma IG(p +n,nxIn2+b).

Wyznaczenie estymatora parametru m przy liniowej funkcji straty zwigzane
jest z rozwigzaniem roOwnania:
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1
Giotra1¥) = (4:4.10)

gdzie G,G(po,bo)(d|x) jest dystrybuanta rozkladu a posteriori g(m|) parame-

trumoraz p,=p+n i b, =nxIn2+b.

Innym podejsciem w estymacji mediany zmiennej losowej o rozktadzie wy-
ktadniczym jest wyznaczenie bayesowskiego estymatora parametru A, przy
znajomosci jego rozktadu a priori, przy kwadratowej funkcji straty, a nastepnie
estymacja mediany w oparciu o zalezno$¢ M ;= AIn2.

Estymacja bayesowska przy liniowej funkcji straty ma szczego6lne znaczenie
w przypadku rozktadow, ktére nie posiadaja wartosci oczekiwanej, czyli anali-

zowanych juz rozkladéw Cauchy’ego oraz Pareto.
Zatézmy, ze zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego Ca(m,A). Parametr

m jest mediana rozktadu Cauchy’ego.
Niech X, X,,..., X, bedzie n-elementowa proba prosta. Laczna funkcja gg-

sto$ci ma postac:

1(xm)= '" l-%:(ij -t @41

' - 12+(xl. —m)2

Przy zatozeniu, ze rozkladem a priori parametru m jest rozktad jednostajny
na przedziale [a, b], otrzymujemy:

[ stk = [ 2] Tt 5t

o a2+ (x, —m

AY 1 G 1
= — dm.
[ﬁj b-a '“:[ 2 +(x, —m)
Zatem funkcja gestosci rozktadu a posteriori wyraza si¢ wzorem:

G-l

elinfe)= A

1
5
a i=l /12+(xi_m)2 "

(4.4.12)
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Zastosowanie liniowej funkcji straty sprawia, ze estymatorem bayesowskim
d, jest rozwiazanie rOwnania:

Gld|x)= (4.4.13)

1
2 b
gdzie G(d|-) jest dystrybuanta rozktadu a posteriori parametru m o gestosci

g(m| ) Mathematica badz inne pakiety komputerowe pozwalaja, na podstawie

wylosowanej proby, obliczy¢ warto$¢ d, estymatora bayesowskiego.

W celu ilustracji bayesowskich metod estymacji mediany z liniowa 1 kwa-
dratowa funkcja straty rozwazano zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym
Exp(A) przy zalozeniu, ze rozktadami a priori parametru m sa odwrocone roz-
ktady gamma z wybranymi parametrami. W przypadku zastosowania liniowej
funkcji straty estymatorem mediany jest mediana rozktadu a posteriori (MeL ),

natomiast wykorzystanie funkcji kwadratowej sprawia, ze warto$¢ oczekiwana
rozktadu a posteriori (MeK) stanowi oszacowanie mediany rozktadu. Przepro-

wadzone badanie symulacyjne miato na celu analiz¢ wilasnosci tych estymato-
réow. Dla wygenerowanych populacji o rozktadzie wyktadniczym bayesowskie
procedury szacowania mediany, przy ustalonych liczebnosciach préb, powtarza-
no 10 000 razy. Oszacowane obciazenia i btedy $redniokwadratowe estymato-
row dla kilku wybranych parametréw odwroconego rozktadu gamma IG(p,b)

i wybranych liczebnosci prob przedstawione sa w tablicy 4.4.1.

Tablica 4.4.1. Oszacowania obciazen i blgdow Sredniokwadratowych estymatorow mediany
rozktadu wyktadniczego, gdy rozktad a priori jest odwroéconym rozktadem gamma

Parametry rozktadu
a priori no | Met-Mys | MSE(Me!) | MeX -my, MSE(MeX )

)4 b

1 2 3 4 5 6 7

3 3 10 -0,022 0,084 0,043 0,096
20 - 0,011 0,055 0,025 0,059
30 - 0,003 0,040 0,022 0,043
100 | -0,002 0,014 0,005 0,015

2 3 10 0,151 0,090 0,207 0,136
20 0,069 0,034 0,096 0,046
30 0,049 0,021 0,067 0,026
100 0,015 0,034 0,096 0,046
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Tablica 4.4.1 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7
0,5 2 10 0,090 1,118 0,342 1,496
20 0,043 0,054 0,164 0,628
30 0,051 0,409 0,131 0,570
100 0,000 0,120 0,022 0,123

Zrodto: obliczenia wlasne.

Wyniki analizy symulacyjnej wskazuja, ze przy estymacji mediany zmien-
nej losowej o rozkladzie wyktadniczym przy zatozeniu, iz rozktadem a priori
jest odwrocony rozktad gamma, lepsze wyniki uzyskano, stosujac liniowa funk-
cje straty. Mediana wyznaczonego rozktadu a posteriori charakteryzowala si¢
mniejszym obciazeniem i bledem $redniokwadratowym niz estymator otrzyma-
ny przy zastosowaniu kwadratowej funkc;ji straty.

4.5. Bootstrapowe procedury estymacja kwantyli

Metody bootstrapowe stosuje si¢ do estymacji kwantyli rozktadu zmiennej
losowej w przypadku, gdy brak jest informacji o klasie rozkladu tej zmiennej
oraz dysponujemy mata proba, co uniemozliwia wykorzystanie asymptotycz-
nych wilasnosci estymatorow.

Niech X bedzie zmienna losowa, o nieznanym rozktadzie F, z ktéra utozsa-
miamy badana populacj¢ oraz niech X, X,,..., X, bedzie proba prosta wyloso-
wang z tej populacji. Ponadto niech 1—a bgdzie ustalonym wspotczynnikiem
wiarygodnosci.

Zastosowanie metody percentyli do estymacji kwantyla O, rzedu p spro-
wadza si¢ do wygenerowania N prob bootstrapowych i wyznaczenia na podsta-
wie kazdej z nich kwantyla z proby X f’k rzedu p, gdzie k =1, 2, ..., N. Otrzy-

many w ten sposob ciag uporzadkowanych kwantyli X, ,.., X, pozwala
aproksymowac rozktad kwantyla z proby rzedu p. Wyznaczone kwantyle rzedu

% oraz l—%, czyli statystyki X7 i X’ stuza do budowy przedziatu ufno-
E;N 173;N
sci dla kwantyla O,, tzw. metoda percentyli (por. C. Domanski, K. Pruska

[2000, 5. 262]):
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P[Xf <Q,<X’, jzl—a. (4.5.1)
N X

2

Liczba powtorzen N dobierana jest tak, aby % byto liczba calkowita,

wtedy kwantylem X”  jest warto$¢ statystyki pozycyjnej o randze % W cia-
2N

. B . ’r
gu X, X/,,.., X, natomiast kwantylem X7, Jest wartos¢ o numerze

y-e
2

Bootstrapowe szacowanie mediany M s metoda percentyli polega na wy-

generowaniu N prob bootstrapowych i wyznaczeniu na podstawie kazdej z nich
mediany. W ten sposob otrzymuje sig¢ ciag uporzadkowanych wartosci median:
Me', Me?...,Me. , okreSlajacy rozktad empiryczny mediany. Na jego podsta-
wie dla ustalonego wspoétczynnika ufnosci 1 -« wyznacza si¢ kwantyle z proby

Me! , Me®, ibuduje sig przedziat ufnosci dla mediany M, postaci:
—N 1-—N ’
2 2

P(Meg <M, <Me", jzl—a. (4.5.2)
v <My,

- 1-=N
2 2

W celu poréwnania efektywnos$ci bootstrapowej metody szacowania media-
ny z metodami okreslonymi wzorami (4.3.20), (4.3.21) przeprowadzono badanie
symulacyjne (por. A. Baszczynska, D. Pekasiewicz [2010]). Rozwazano popula-
cje o rozktadach:

— jednomodalnych, wyraznie asymetrycznych: wyktadniczychi y* o matej
liczbie stopni swobody;

— dwumodalnych, bedacych mieszaninami dwoch rozktadéw normalnych
o funkcji gestosci f (x) =wf(x,)+{1-w)f(x,), gdzie we (0, 1).

Z wygenerowanych populacji losowano proby o roznych liczebno$ciach
n >30. Przy ustalonych wspoétczynnikach ufnosci 1—a € {0,9, 0,95, 0,99} wy-
znaczano przedzial ufnosci dla mediany trzema metodami:

—metoda I, wykorzystujac wzor (4.3.20);

— metoda 11, opierajac si¢ na wzorze (4.3.21);

— metoda 111, bootstrapowa metoda percentyli (wzor (4.5.2)).
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Kazda z procedur szacowania mediany powtarzano 20 000 razy i na pod-
stawie uzyskanych wynikow wyznaczano biedy oszacowan (d), jako polowy
dlugos$ci przedzialdéw ufnosci, oraz obliczano frakcje przypadkéw, w ktorych
otrzymane przedziaty pokrywaty szacowany parametr.

W tablicach 4.5.1 i1 4.5.2 przedstawiono wyniki estymacji mediany dla wy-
branych rozktadéw uzyskane w oparciu o 100-elementowe proby, przy ustalo-
nym wspotczynniku ufnosci 0,95, za$ na rysunkach 4.5.1 1 4.5.2 zaprezentowano
graficznie uzyskane wyniki doktadnosci oszacowan dla trzech rozwazanych
metod.

Dla pierwszej grupy eksperymentow przedziaty ufnosci dla mediany miaty
najmniejsza dtugos¢ w przypadku zastosowania bootstrapowej metody szacowa-
nia mediany. Metody I oraz II daty niemal identyczne wyniki, przy czym przy
stosowaniu metody Il prawdopodobienstwo tego, ze przedziat zawiera mediang,
byto mniejsze, czasem duzo mniejsze niz zatozona wielko$¢ wiarygodnosci
oszacowania. Metoda bootstrapowa (III) pozwolita uzyska¢ najlepsze oszaco-
wania mediany, tzn. z najwigksza precyzja, przy wiarygodnosci oszacowania,
w przyblizeniu réwnej ustalonemu wspotczynnikowi wiarygodnosci.

Tablica 4.5.1. Doktadno$ci oszacowan i frakcje przypadkow, w ktdrych uzyskane przedziaty
zawieraly mediang rozktadu wyktadniczego i y* dla 100-elementowej proby i wspotczynnika

wiarygodnosci 0,95
Rozklad Parametr Metoda I Metoda II Metoda 111
X rozktadu M 0.5
Ak d, P d, P d; D3
0,5 0347 | 0,104 | 0951 | 0,103 | 0,920 | 0,098 | 0,962

Ju—

0,693 0,203 0,953 0,201 0,924 | 0,194 0,949

1,386 0,398 0,955 0,391 0,923 0,391 0,951

2,079 0,605 0,956 | 0,601 0,920 | 0,588 0,955

trem A

2,773 0,807 0,953 0,806 | 0,917 0,787 0,937

3,466 1,035 0,959 1,027 | 0,928 0,973 0,945

4,159 1,243 0,954 1,239 | 0,921 1,147 0,952

0,456 0,226 | 0,957 | 0,219 | 0919 | 0,208 0,955

2,390 0,554 | 0,953 0,552 | 0,923 0,515 0,957

3324 | 0,644 | 0955 | 0,648 | 0,919 | 0,621 | 0,956

4,374 0,742 0,956 | 0,741 0,926 | 0,722 0,952

5,387 0,832 0,955 0,836 | 0,927 | 0,856 0,947

k stopni swobody

6,317 0,900 | 0,956 | 0,900 | 0,930 | 0,900 0,956

Chi-kwadrat z liczba [Wykladniczy z parame-

| N[N ||V ||| W[IN

7,356 0,969 | 0,956 | 0,968 | 0,931 0,942 0,941

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tablica 4.5.2. Doktadno$ci oszacowan i frakcje przypadkow, w ktdrych uzyskane przedziaty
zawieraly mediang mieszaniny rozktadow normalnych dla 100-elementowej proby

Metoda I Metoda 11 Metoda I1I
Rozktad X w M,
d, P d, P> d; P3

0,9 5,4 0,229 | 0,955 | 0,258 | 0,944 0,221 0,950

0,8 4,8 0,209 | 0,956 | 0,234 | 0,948 0,200 | 0,957

~ 0,7 4,2 0,192 | 0,956 | 0,215 | 0,948 0,184 | 0,945

§ S 0,6 3,6 0,182 | 0,958 | 0,203 | 0,952 0,174 | 0,946
§ é 0,5 3,0 0,179 | 0,957 | 0,200 | 0,951 0,171 0,952
& = 0,4 2,4 0,182 | 0,955 | 0,206 | 0,946 0,175 | 0,945
= §’ 0,3 1,8 0,193 | 0,951 | 0,217 | 0,945 0,185 | 0,945
0,2 1,2 0,209 | 0,954 | 0,234 | 0,948 0,202 | 0,955

0,1 0,6 0,231 | 0,954 | 0,259 | 0,946 0,222 | 0,949

0,9 54 0,910 | 0,953 | 1,025 | 0,948 0,883 | 0,949

0,8 4.8 0,816 | 0,955 | 0,918 | 0,943 0,786 | 0,952

o~ 0,7 4,2 0,725 | 0,956 | 0,813 | 0,946 0,697 | 0,963

g % 0,6 3,6 0,638 | 0,956 | 0,715 | 0,949 0,611 0,941
§ - 0,5 3,0 0,565 | 0,956 | 0,634 | 0,948 0,542 | 0,947
§ g 0,4 2,4 0,505 | 0,958 | 0,563 | 0,951 0,485 | 0,941
= 0,3 1,8 0,465 | 0,953 | 0,521 | 0,950 0,445 | 0,953
0,2 1,2 0,452 | 0,955 | 0,511 | 0,942 0,436 | 0,954

0,1 0,6 0,468 | 0,955 | 0,524 | 0,949 0,452 | 0,954

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W drugiej grupie eksperymentow, dla populacji o rozktadach bgdacych mie-
szaninami rozktadow normalnych, wszystkie uzyskane przedziaty ufnosci spet-
nialy w przyblizeniu zatozenie dotyczace wielko$ci wspotczynnika ufnosci. Me-
toda III okazata si¢ réwniez efektywniejsza w stosunku do pozostalych, tzn.
doktadnos$¢ oszacowan byta wigksza (d — mniejsze).

Dla innych wspolczynnikow wiarygodnos$ci uzyskano podobne wyniki
w klasach badanych rozkladow. Réwniez dla wigkszych prob rezultaty byty
zblizone.

W przypadku préob mniejszych niz 100-elementowe metoda Il nie data za-
dowalajacych rezultatow, ze wzgledu na fakt, ze wykorzystuje ona asympto-
tyczne wlasnos$ci rozktadu mediany i praktycznie, nie powinna by¢ stosowana.
Wyniki sa duzo gorsze niz w przypadku wykorzystania I i III metody estymacji,
gdyz rozpigtosci przedzialow sa znacznie wigksze.
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Rysunek 4.5.1. Doktadno$ci oszacowan mediany rozktadu chi-kwadrat
dla wybranych stopni swobody

Zrodto: obliczenia wlasne
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Rysunek 4.5.2. Doktadnos$ci oszacowan mieszaniny rozktadéw N(6,1) i N(0,1)
dla wybranych wag

Zrédlo: obliczenia wlasne

Zastosowanie metody bootstrapowej do szacowania obciazenia i wariancji
mediany z proby wraz z wynikami badan symulacyjnych przedstawione jest
w pracy K. Pruskiej [2007].
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Metody bootstrapowe moga by¢ wykorzystywane do oszacowania innych
parametréw zmiennej losowej w przypadku braku informacji o klasie jej rozkta-
du. Rezultaty analiz procedur estymacji przedziatlowej warto$ci oczekiwanej
prezentowane sa w pracy A. Baszczynskiej, D. Pekasiewicz [2008].

Procedury bootstrapowe mozna wykorzysta¢ rowniez do estymacji punkto-
wej kwantyla O, w oparciu o probg prosta X, X,,...,X,. W pracy E. Brodina

[2006] przedstawiono estymacje kwantyli rzgdu p przy uzyciu L-estymatora
optymalnego, czyli statystyki:

n

L,=>wX", gdzie D w =1, (4.5.3)
i=1 i=1
dla ktorej btad sredniokwadratowy oszacowany metoda bootstrapowa osiaga
najmniejsza wartosc.
Wtasnosci tego estymatora porownywano z wlasnosciami kwantyla z proby:

Qp :X[(:] ) 4.5.4)
dla rozktadow: normalnego, log-normalnego, #-Studenta z czterema stopniami
swobody 1 wyktadniczego. Uzyskane wyniki wskazuja na lepsze wlasnosci
estymatora okre$lonego wzorem (4.5.3).

Wariancj¢ dowolnego estymatora kwantyla rozktadu mozna oszacowac¢, ko-
rzystajac ze wzoru:

Ao 1 /- = .\2

b(0,)-~-( 05 -0, . (455)
k=1

gdzie N oznacza liczbg prob bootstrapowych, QAIf’k — kwantyl rz¢du p wyzna-

czony na podstawie k- tej proby bootstrapowej, k=1, 2, ..., N, oraz

53 _LZN:QAB
P =1 e

4.6. Estymacja dominanty

Dominanta, obok wartosci oczekiwanej i mediany, jest parametrem potoze-
nia zmiennej losowej i odgrywa istotng rol¢ w przeprowadzanych analizach
statystycznych.

Zaprezentowane metody estymacji dominanty wykorzystuja statystyki
pozycyjne i funkcje statystyk pozycyjnych.
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Niech X,,X,, ..., X, bedzie n-elementowa proba, wylosowana w sposob

niezalezny z populacji o rozktadzie ciagtym o dystrybuancie F.
Jednym z najstarszych estymatoréw dominanty jest estymator Pearsona sto-
sowany dla rozktadow umiarkowanie asymetrycznych postaci:

D! =3Me-2X, (4.6.1)

gdzie Me i X sa odpowiednio mediana i $rednia arytmetyczna wyznaczona na
podstawie proby losowe;.

Innym estymatorem dominanty wyznaczanym w oparciu o ciag statystyk

pozycyjnych X, X(),..., X!} jest estymator Grenandera wyrazony wzorem

(por. U. Grenandner [1965]):

wi (v <n))
1 (X(i+k> + X
25 (X(") -x
G _ - (i+k) (i)
Dy =— I , (4.6.2)
. () Y
= (X<i+k> - X(i)

gdzie 1< p <k. Estymator ten jest zgodny, a jesli k>2p, to jego rozklad jest
asymptotycznie normalny.

Kolejna metoda estymacji dominanty ciagltej zmiennej losowej wykorzystu-
je rozstgp z proby losowej. Estymator dominanty dla ciaglej zmiennej losowej
o0 asymetrycznym rozktadzie zdefiniowany w oparciu o rozstep z proby nazywa-
ny jest estymatorem half rang mode lub estymatorem Bickela (por. D. R. Bickel
[2002]).

Procedura poszukiwania estymatora dominanty sklada si¢ z nastepujacych
() (m) ()

krokow. Na podstawie wartosci x;)’, x5, ..., X,) Wyznacza si¢ wartos¢ r, staty-
styki R, okre$lonej wzorem:
X(n) _ X(n)
R =—" -0 (4.6.3)
2
a nastepnie okre$la sie przedziaty [x((i")),x((i”)) +r0], dla i=1, 2, ...,n. Sposrdd

n otrzymanych przedzialow wybierany jest ten, ktory zawiera najwigksza liczbe
elementéw proby. Przedzial ten oznaczamy przez [ (ro), a wartosci nalezace do

(ng) x("o) x("o)

tego przedziatu przez x;)’,x5)"s e X, -
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(ng) _ .(ng)

(n9) ()

W kolejnym kroku obliczamy rozstgp 7 = oraz powtarzamy

procedure, wybierajac sposrod przedziatow [x((l.”)‘”, x( +r1], dla i=1,2,..,n,
przedziat [ (rl) zawierajacy najwigksza liczbg elementow proby. Jesli s, prze-
dziatow Il(r1 ),...,L,l () zawiera taka sama liczbg elementéw, to wybieramy
przedzial o najmniejszej rozpigtosci.

Procedurg t¢ powtarzamy k-razy, az do momentu, gdy otrzymany przedziat

bedzie zawierat tylko dwa elementy x"" = X oraz x)™ =x{3).

Statystyka postaci:

thrm + th)m

D érrm — 2

: (4.6.4)

jest asymptotycznie nieobciagzonym estymatorem dominanty, a obliczona war-

hrm hrm

tos¢ d,"™" = % jest oszacowaniem dominanty metoda half rang mode.

Estymatorem dominanty jest rowniez estymator Aalf sample (por. D. Bickel,
R. Frilhwirth [2006]). Aby oszacowa¢ dominantg¢ za pomoca tego estymatora,
liczebnos$¢ proby n musi by¢ potega liczby 2, czyli powinna spelnia¢ warunek:
n=2" dla pewnego m. W tym przypadku uporzadkowane warto$ci

(n) x(ﬂ) x(")

1y s X35+ Xy dzielimy na dwie podproby zawierajace

n-elementowej proby x
po % elementéw i wybieramy tg, dla ktérej rozstep jest mniejszy. Nastepnie

podprobe te ponownie dzielimy na dwie, zawierajace po % elementow i znow

wybieramy podprobg o mniejszym rozstepie. Procedur¢ powtarzamy k razy, az
hs (2)

do uzyskania przedzialu zawierajacego tylko dwa elementy x° =x; oraz
Xy = xg))
Estymatorem dominanty jest statystyka:
s ths + ths
Dy T (4.6.5)

hs hs

a jej warto$¢ d,° == 2 stanowi oszacowanie mody.
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Kolejny estymator dominanty wyznaczany jest w oparciu o $rednig arytme-
tyczna dla proby ucietej (por. ] Wywiat [2000a]).
Niech @, =1 oraz b, =n.

Dla ciagu wartosci proby losowej x{,x(3), ..., x(, obliczamy:

b,

_ & & (-
x(anbl):;;x((i)) oraz C3(a1’b1)222(x((i))_x(al’bl)f'

i=a,

Gdy C, (al,bl);t 0, to probe losowa zmniejszamy, pomijajac jeden element.

e .. (n)
Jesli Cy(a,,b,)>0, to pomijamy Xy
Q)
M

W k-tym kroku (k =2, 3, ..) mamy n—k +1 elementowa probg i obliczamy:

czyli a,=a, =1, za§ b,=n—1. Jesli

C, (al,b1)< 0, to pomijamy element x,’, czyli a, =2, za$ b, =b, =n.

1 by

)_C(ak,bk)zmi:zakx((g) (466)
oraz
C,(a,,b )=;i(x‘f’) ~%(a,,b,)) - (4.6.7)
3\ k bk_ak+1i:ak (i) k> k

Jesli Cy(a,,b,)=0 oraz Cz(a,‘_l,bk_l);t 0, to estymatorem dominanty jest

tzw. quasi-dominanta G" na przedziale [a,,b, | wyrazona wzorem:
G" =X(a,,b,). (4.6.8)

Jesli C, (ak,bk);t 0, to uporzadkowana préb¢ ucinamy i ponownie wyzna-
czamy S$rednig arytmetyczna dla proby ucigte;j.

Gdy C, (ak,bk)> 0, to a,,, =a, oraz b, =b —1 (probg ucinamy lewo-
stronnie), jesli za§ C, (ak,bk)< 0, to a,,,=a, +1 oraz b, =b, (probg ucinamy
prawostronnie).

Statystyka G." jest obciazonym estymatorem dominanty.

Metoda jackknife redukuje to obciazenie. Zatem estymator dominanty defi-
niujemy w nastgpujacy sposob:

D' = i(G,g” —(”—;DG;;;)J, (4.6.9)

i=1

gdzie G}, jest quasi-dominanta bez i-tej obserwacji.
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Estymatorem btedu $redniokwadratowego jest statystyka:

MSE(D!"")= ﬁi(ncgw ~(n-1)G), -DY"" Y. (4.6.10)

i=1
Estymator dominanty wykorzystujacy $rednia arytmetyczna z proby ucigtej
stosuje sig, gdy rozktad badanej zmiennej jest w przyblizeniu symetryczny.
Dla rozktadow asymetrycznych, estymatora dominanty poszukuje si¢, wy-
znaczajac mediang dla prob ucigtych (por. J. Wywial [2000b]).
Wyznaczanie warto$ci estymatora dominanty w oparciu o mediang z proby
ucigtej rozpoczynamy od obliczenia Me(ak,bk) wartosci mediany M0,5(ak,bk)

4 . . —_ _ . . r (n) (n) (n)
oraz $redni¢j ¥(a,,b,) dla k& = 1 i uporzadkowanej proby X1y s X3y 5 ees X 5

a nastgpnie poroéwnania tych wartos$ci.
Jesli Me(ak ,b,)=x(a,,b, ), to estymatorem dominanty jest statystyka:

G? = Me(a,,b,), (4.6.11)
gdzie Me(ak,bk) oznacza mediang dla proby ucigtej, czyli element proby upo-

rzadkowanej o numerze [%} +1.

Jesli Me(ak,bk);t )_c(ak,bk), to zmniejszamy probe.
Jesli Mela,,b,)<*(a,,b,), to a,, =a, oraz b,

. =b, —1, czyli probg uci-
namy lewostronnie, jesli za$ Me(ak,b,()> )?(a,(,bk), to a, =a,+1 oraz
b,, =b,, czyli probg ucinamy prawostronnie.

Statystyka G,Ez) jest rowniez obciagzonym estymatorem dominanty i analo-
gicznie jak dla estymatora G,El) metoda jackknife mozna zredukowac obcigzenie

estymatora, okreslajac estymator w nastepujacej postaci:

L . (46.12)

i=1

gdzie G\

w1, jest quasi-dominanta bez i-tej obserwacji.

Estymatorem dominanty ciaglej zmiennej losowej moze by¢ réwniez war-
to$¢ maksimum lokalnego funkcji jadra (por. D. R. Bickel, R. Frithwirth [2006]):

Dy = max F(x). (4.6.13)



178 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

gdzie

A 1 u 1(x—x, :
f(x)—nhﬂ;em{—g( p ” (4.6.14)

oraz h=09 min{sx, r}, s, jest estymatorem odchylenia standardowego wyzna-
czonym na podstawie n-elementowej proby, za$ r jest rozstgpem.

Wtasnosci zaréwno prezentowanych, jak i innych estymatorow mody
przedstawione sa m.in. w pracach D. R. Bickela [2002, 2006], D. R. Bickela,
R. Fruhwirtha, [2006], S. Hedgesa, P. Shaha [2003]. A. Sokotowskiego [2013,
s. 81-169] oraz J. Wywiata [2000a, b].

Wyznaczenie wartosci wielu estymatoréw dominanty umozliwia m.in. pa-
kiet R. Przed przystapieniem do szacowania dominanty nalezy pamigtac
o sprawdzeniu, czy rozklad analizowanej populacji mozna uzna¢ za jednomo-
dalny. Do tego celu postuzy¢ moze wspoétczynnik modalnosci BC (por. T. Knapp
[2007], A. Baszczynska, D. Pekasiewicz [2014]), test Hartigana (por. J. Harti-
gan, P. Hartigan [1985]) lub test Silvermana (por. B.W. Silvermann [1981]).

4.7. Przyklady zastosowan estymatorow parametrow pozycyjnych

4.7.1. Szacowanie miar ubdstwa i bogactwa w analizie dochod6éw ludnosci

W badaniach dochodéw ludnosci waznym problemem jest identyfikacja
i analiza ubdstwa. Rozstrzygnigcie, ktore z gospodarstw domowych nalezy
uzna¢ za ubogie, zwigzane jest z ustaleniem linii ubdstwa, zwanej rowniez gra-
nica lub progiem ubostwa. Gospodarstwa domowe, osiagajace dochod ekwiwa-
lentny o warto$ci ponizej tej linii, uznaje si¢ za ubogie. Granic¢ ubostwa wyko-
rzystuje si¢ do okreslania innych miar typu wskaznik zagrozenia ubostwem,
glebokos¢ czy intensywno$¢ ubostwa.

W praktyce w rozny sposob wyznacza si¢ linie ubostwa. Na przyktad
w Stanach Zjednoczonych stosuje si¢ metod¢ Orshansky, wedtug ktorej granica
ubostwa jest ilorazem kosztu minimum biologicznego i wskaznika Engla,
w Polsce za oficjalng lini¢ ubdstwa przyjmuje si¢ tzw. minimum socjalne ustala-
ne przez ekspertow na podstawie podstawowego koszyka dobr. W wielu krajach
Europy wyznacza si¢ relatywne linie ubdstwa. Jako lini¢ ubostwa traktuje sig
potowe dochodu przecigtnego lub polowe mediany rozktadu dochodow. Wedtug
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definicji Eurostatu, granicg ubdstwa przyjmuje si¢ na poziomie 60% mediany
dochodow ekwiwalentnych w danym kraju. Jeszcze inne podejécie do zdefinio-
wania progu ubostwa wykorzystuje funkcje uzytecznosci dochodu. Okresla si¢
wtedy lejdejska lini¢ ubdstwa i zmodyfikowana lejdejska lini¢ ubdstwa (por.
S. Kot [2000, s. 193—194]).

Prezentowane w poprzednich podrozdzialach estymatory mediany moga
by¢ wykorzystane do szacowania relatywnych granic ubdstwa zdefiniowanych
w oparciu o mediang.

Niech X bedzie zmienna losowa okreslajaca wielkos¢ ekwiwalentnego do-
chodu gospodarstwa domowego w danej populacji. Przyjmujac definicj¢ Euro-
statu, granicg¢ ubostwa G, wyraza wzor:

G, =0,6M,,, 4.7.1)

gdzie M jest mediang rozktadu zmiennej X.

Graniceg ubdstwa szacuje si¢ punktowo:

A

G, =0,6Me, (4.7.2)

gdzie Me jest estymatorem mediany wyznaczanym w oparciu o probg losowa.

Do punktowej estymacji mediany wykorzysta¢c mozna nieparametryczne
estymatory mediany M okreSlone m.in. wzorami (4.2.14), (4.2.16) 1 (4.2.17).

Przedzialowa estymacja granicy ubdstwa zwiazana jest z wyznaczaniem
przedzialu ufnosci dla mediany ze wzorow (4.3.20), (4.3.21) 1 (4.3.25).

Informacja o klasie rozktadu dochodu ekwiwalentnego pozwala stosowac
metody parametryczne, konstruowaé przedziat ufnosci (4.3.16) lub punktowo
szacowac granicg ubdstwa za pomoca dystrybuanty rozktadu dochodow z osza-
cowanymi na podstawie proby losowej parametrami. Parametry rozktadu docho-
du ekwiwalentnego estymuje si¢, w zaleznosci od klasy rozkladu, metodami
najwigkszej wiarygodnosci, momentdw lub metodami opartymi na statystykach
pozycyjnych (por. rozdziat 2).

Granica ubdstwa jest wykorzystywana do definiowania innych miar stoso-
wanych w analizach ubdstwa, m.in. do wyznaczania wskaznika zagrozenia ubo-
stwem, zwanego rowniez stopa ubostwa.

Wskaznik zagrozenia ubostwem definiuje si¢ nastgpujaco:
W =F(0,6M), (4.7.3)

gdzie F jest dystrybuanta, zas M ; mediang rozktadu dochodow.
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Wskaznik ten okresla zasieg ubostwa. Jesli jest on rowny 0, oznacza to, ze
w populacji brak jest gospodarstw domowych ubogich, gdy za$ jest réwny 1, to
wszystkie gospodarstwa domowe nalezy uzna¢ za ubogie.

Nieparametrycznym estymatorem wskaznika zagrozenia ubdstwem wyzna-
czonym na podstawie proby losowej X,,X,,...,X,1 klasycznej dystrybuanty
empirycznej jest statystyka (por. W. Zielinski [2009, 2011]):

o #{X, <0,6Me}

zg.ub. — >
€ n

(4.7.4)

gdzie Me jest wartoscia statystyki pozycyjnej rzedu {g}tl wyznaczong na

podstawie n-elementowej proby X,, X,, ..., X,.

n

Estymator wskaznika ubostwa okreslony ;Vzorem (4.7.4) jest estymatorem
=W

praktycznie nieobcigzonym, tzn. FE W s

g b 0 wariancji postaci

zg.ub. zg.ub.

DZ(W )z%l/f/ (I_W;g.ub.)'

Nieparametryczny przedziatl ufnosci dla wskaznika zagrozenia ubdstwem
oparty na statystyce ¢ =# {X < O,6Me} ma postac:

o A B 1-<. Ly —1-
P{O,5~B (2,4,{2} §+2j<Wzg_ub_<0,SB (1 2,§+1,{2} §+lj} l-a,

(4.7.5)

gdzie B (p; a,b) jest kwantylem rzedu p rozktadu beta z parametrami (a,b).

Rozwazania dotyczace wlasnosci tak skonstruowanego przedziatu ufnosci
przedstawione sa w pracy W. Zielinskiego [2011].

Propozycje nieparametrycznego estymatora wskaznika ubdstwa moze sta-
nowic¢ statystyka okreslona wzorem:

- 1 n—-2¢

T N
T2 2

Powstata ona w wyniku zastosowania dystrybuanty empirycznej typu level
crossing (wzor (2.6.3)) do estymacji dystrybuanty teoretycznej F.

(4.7.6)
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Wskaznik zagrozenia ubdstwem jest dos¢ popularny, ale ma on swoje wady.
Jest wrazliwy tylko na liczbg ubogich, a w obrgbie grupy moga znajdowac sig
gospodarstwa o dochodach minimalnie nizszych niz linia ubdstwa lub bardzo
odlegtych od tej linii, dlatego w analizach ubostwa wyznacza si¢ wartosci in-
nych miernikéw. Naleza do nich indeks luki dochodowej ubogich okreslajacy
glebokos¢ (natezenie) ubdstwa oraz indeks luki dochodowej oceniajacy inten-
sywnos¢ ubdstwa.

Indeks Iuki dochodowej ubogich szacuje si¢ z wzoru:

. 1SG-X,
[,==) Tu_Zi (4.7.7)
: :Z G,

i mierzy dystans mi¢dzy dochodami ekwiwalentnymi ubogich gospodarstw do-
mowych i granica ubdstwa, a tym samym okresla, jak bardzo ubogie sa gospo-
darstwa domowe nalezace do grupy ubogich.

Indeks luki dochodowej (na osobg) dotyczy catej populacji gospodarstw
domowych, nie tylko ubogich, przy czym dla gospodarstw nieubogich luka do-
chodowa wynosi zero, zatem:

i =1 maX{G"(;Xi, } (4.7.8)

Obydwa indeksy taczy zaleznos¢: 1, =1, -W,

zgub. *

Indeksem oceniajacym dotkliwo$¢ ubdstwa jest indeks szacowany z wzoru:

. 2
I < G, —X,
DU =— maxq———=,0¢1 . 4.7.9

u

Obliczenie wszystkich wymienionych indekséw wymaga oszacowania me-
toda parametryczna badz nieparametryczna granicy ubdstwa, a tym samym me-
diany rozktadu dochodéw, przy wykorzystaniu statystyk pozycyjnych.

W analizach dochodow gospodarstw domowych oprocz grupy osob ubogich
analizuje si¢ rowniez osoby bogate, o dochodach przekraczajacych pewna usta-
lona warto$¢. Jedna z miar bogactwa jest wskaznik bogactwa, okreslajacy odse-
tek ludzi w calej populacji osiagajacych dochody wyzsze od ustalonej lub osza-
cowanej linii bogactwa G, . Estymator wskaznika bogactwa jest postaci:
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W =M. (4.7.10)

bogactwa
n

Wartos¢ granicy (linii) bogactwa ustalana jest w r6zny sposob, m.in. na pozio-
mie dwoch lub trzech median rozktadu dochodéw ekwiwalentnych (por.
A. Peichl i in. [2008], Brzezinski [2014]), czyli

G, =2Me (4.7.11)
lub

A

G, =3Me. (4.7.12)

Podobnie jak w przypadku ubostwa wyznacza si¢ indeks luki dochodowe;j,
tak w analizach bogactwa okresla si¢ indeks zamoznoSci:

I° =lzmax Xi=G o, (4.7.13)
noia G,

Bardziej skomplikowane miary zamozno$ci konstruuje si¢ w oparciu 0 wzor
ogolny R(X, Gb)lef[gJ, gdzie f:R" —[0,1] jest ciagta, $cisle rosnaca
i b
funkcja i wklesta na przedziale (0,+oo) (por. A. Peichl i in. [2008]).
Jesli

-
f(x)= X
0 dla x<1,

j dla x>1,

przy czym o € (0,1) otrzymujemy indeks zamoznosci:

n =

i

R (X, Gb):li[max{%ﬁ}j : (4.7.14)

natomiast jesli

l—L dla x>1,
f) =y %’
0 dla x<1
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oraz £ >0 mamy:

1 G Y
Rﬂ(X,Gb)zzzmax{l—(y”) ,o}. (4.7.15)

i

Obydwa indeksy wyznacza si¢ na podstawie proby losowej, przy ustalonej
lub oszacowanej granicy bogactwa.

Innym problemem w analizie dochodéw jest badanie nierdownomiernosci
dochodéw. Za jedna z lepszych miar nierownomiernosci uznaje si¢ wspolczyn-
nik Giniego.

Do estymatorow wspotczynnika Giniego G nalezy m.in. estymator plug-in
okreslony wzorem:

G = éz[z —%ng;) -1, (4.7.16)

gdzie X ((,.';) jest i-ta statystyka pozycyjna wyznaczona na podstawie

n-elementowej proby , natomiast X to érednia arytmetyczna dochodow.

Do punktowych miar koncentracji, ktore pokazuja nie tylko przecigtna kon-
centracje dochoddw, ale takze poziom nieréwnomierno$ci w kazdym punkcie
rozktadu, od najnizszych do najwyzszych grup dochodowych, nalezy miara kon-
centracji Zengi postaci (por. A. Jedrzejczak [2011, s. 19-20]):

— Q[’ — X[’?”
P Qp

z , (4.7.17)

gdzie X, jest kwantylem dochodow rzedu p uzyskanym na podstawie

n

n-elementowej proby losowej, zas O, — kwantylem rozktadu dochodéw.

Punkty (p,Zp) dla pe [0,1] zaznaczone na uktadzie wspotrzednych two-

rza krzywa koncentracji Zengi. Wykorzystujac t¢ krzywa do analizy rozkladu
dochodéw, mozna oceni¢, w ktorych grupach dochodowych koncentruje sie
masa dochodow, a poréwnujac kilka krzywych, mozna dokona¢ poréwnania
poziomow koncentracji punktowej dla réznych zbiorowosci lub tej samej zbio-
rowosci w roznych okresach.

Na postawie krzywej Zengi okresla si¢ usredniong punktowa miar¢ koncen-
tracji (por. M. Zenga [1990]) postaci:
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1
E= IZpdp, (4.7.18)
0
ktorej nieparametrycznym estymatorem jest statystyka:
. 1 n—1
=1-—| X+ x|, 4.7.19
é nX{ & Z @,3} (4.7.19)
i
2 X
gdzie r, = ’ZIT dla j=1,..,n—1 oraz X7 jest i-ta statystyka pozycyjna

w n-elementowej probie, za§ X jest $rednia arytmetyczng dochodow.

4.7.2. Estymacja miar ryzyka rynkowego

Ryzyko jest podstawowym pojeciem nowoczesnych finansow, w szczegol-
nosci analizy inwestycji. W teorii i praktyce funkcjonuja dwa podejscia do ryzyka.
Jedno z nich okresla ryzyko jako mozliwos$¢ poniesienia straty, a wigc podkresla
negatywne jego skutki, czyli traktuje je jako zagrozenie. W drugim podejséciu
ryzyko to mozliwos¢ wystapienia efektu dziatania niezgodnego z oczekiwania-
mi, ale w tym przypadku efekt moze by¢ gorszy lub lepszy niz oczekiwany,
czyli ryzyko rozumiane jest z jednej strony jako zagrozenie, a z drugiej jako
szansa (por. K. Jajuga, T. Jajuga [2001], s. 98-99).

W dziatalnosci inwestycyjnej wystepuje wiele rodzajow ryzyka powoduja-
cego skutki finansowe podmiotu, ktory jest na nie narazony. Jest to m.in. ryzyko
rynkowe (kursu walutowego, stopy procentowej, cen akcji, cen towarow), kredy-
towe, operacyjne, ptynnosci, prawne czy tez wydarzen. W ostatnich latach nastapit
bardzo dynamiczny rozwdj metod zwigzanych z pomiarem ryzyka. Traktujac
ryzyko jako zmienna losowa o okreslony ciaglym rozktadzie, mozna dokonac
podziatu miar ryzyka na trzy grupy (por. K. Jajuga [2007, s. 39—48]). Sa to:

— miary zmiennosci,

— kwantyle rozktadu,

— wartosci dystrybuanty rozkladu.

Do pierwszej grupy naleza pozycyjne miary zmiennosci wykorzystujace po-
jecia: rozstgpu (potowa rozstgpu), odchylenia ¢wiartkowego, kwintylowego,
decylowego czy percentylowego (por. podrozdziat 1.2) oraz miara o zwana
dolnym momentem czastkowym, stosowana w negatywnej koncepcji ryzyka.
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Miara ta uwzglednia jedynie ujemne odchylenia zmiennej X od wartosci odnie-
sienia, ktéra moze by¢ mediana lub midrange (obok klasycznej wartosci ocze-

kiwanej). Wyraza si¢ ona wzorem:
1

o=| DX -M p, (4.7.20)
| Xi<Me i
lub
_ L
o= Ylx.-m|"|, (4.7.21)
| Xi<M, i

gdzie Me, M, sa, odpowiednio, mediang i midrange, czyli statystykami wyzna-
czonymi na podstawie proby losowej X,,X,,...,X, W oparciu o wzory (1.2.2),
(1.2.6), zas$ p jest ustalona liczba dodatnia.

Z pojecia kwantyla rozktadu wywodzi si¢ popularna w ostatnich kilku
latach miara ryzyka VaR — Value at Risk, nazywana warto$cia zagrozong lub
warto$cia narazona na ryzyko. Miara VaR definiowana jest jako strata warto$ci
rynkowej instrumentu finansowego, portfela lub inwestycji taka, ze prawdopo-
dobienstwo jej osiagnigcia lub przekroczenia w pewnym przedziale czasowym
jest rowne zadanemu poziomowi tolerancji (por. K. Jajuga [2007, s. 99-104],
C. Domanski [2011, s. 142—-152]).

Zatem warto$cia narazona na ryzyko VaR,, dla zmiennej losowej X okresla-

jacej wielkos¢ straty w portfelu nazywamy:

VaR, = igf{x eR: P(X>x)<p}, (4.7.22)
gdzie p e (O, 1) jest poziomem tolerancji.

Wartos$¢ zagrozona zalezy od dwoch wielkosci: poziomu tolerancji (im niz-
szy poziom tolerancji p, tym wyzsza wartoS¢ VaR ) oraz od rozpatrywanego

okresu (im dtuzszy okres tym, wyzsza wartos¢ zagrozona).

Podstawowe metody szacowania VaR wykorzystuja kwantyl rozktadu strat
estymowany na podstawie proby, przy ustalonym poziomie tolerancji.

Niech X, bedzie zmienna losowa oznaczajaca stratg¢ wartosci instrumentow
finansowych portfela w pewnym przedziale czasowym (¢,¢+1), czyli

X, =W

t+1

_I/V”
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gdzie W,W,_, oznaczaja warto$¢ rynkowa portfela lub ceng rozwazanego

> 1+1
instrumentu czy tez warto$¢ inwestycji, odpowiednio, w chwili ¢ oraz ¢ +1.
Wartos$¢ zagrozona ryzykiem na poziomie tolerancji p zapisuje si¢ w postaci:

P(X, <-VaR,)=p, (4.7.23)

czyli
P, <W,~VaR,)= p. (4.7.24)

t+1 —

Gdy rozktad zmiennej X, okreslony jest za pomoca znanej dystrybuanty

t

F, to warto$¢ narazona na ryzyko wyznaczymy ze wzoru:
-1
VarR,=-F (p). (4.7.25)

Czesto analiza ryzyka prowadzona jest nie dla wartosci instrumentu finan-
sowego, lecz jego stopy zwrotu (rt) lub logarytmicznej stopy zwrotu (Rt ), defi-

niowanych nastgpujaco:

InW,.

+1

R, =1n%=ant

t

Z definicji warto$ci zagrozonej otrzymujemy:

- —VaR —VaR
p =W 2008 |l (4.7.26)
W, W, 4
stad mamy:
VaR , =—r,W,, (4.7.27)

gdzie r,=F, - (p), czyli jest kwantylem rzedu p rozktadu zmiennej losowej

okreslajacej stopg zwrotu 7.

Zatem warto$¢ narazona na ryzyko jest iloczynem warto$ci inwestycji
w chwili ¢ 1 kwantyla rozktadu stopy zwrotu (wzigtym ze znakiem minus).
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Poniewaz

—VaR VaR
Plr< L 1=P) R <lIn|1- 2= p, (4.7.28)
W, W,

zatem warto$¢ zagrozong mozna zapisac:

VaR, =(1-expR, )W, (4.7.29)
gdzie R, = F 1(p) jest kwantylem rzgdu p logarytmicznej stopy zwrotu R,.

W praktyce przyjmuje si¢ najczgsciej, ze poziom tolerancji p jest liczba
z przedziatu (0,01, 0,1>, tym samym poziom ufnosci 1-p e (0,9, 0,99). Kazda

z instytucji okresla warto$¢ p na réznym poziomie, np. Citibank szacuje VaR dla
prawdopodobienstwa p = 0,055, J.P. Morgan Bank of America p = 0,05, Bazy-
lejski Komitet Nadzoru Bankowego rekomenduje p = 0,01 (por. A. Gemzik-
Salwach [2004]).

Przy zalozeniu, Zze zmienna losowa R, ma rozkfad normalny, warto$¢ za-

grozong ryzykiem R, mozemy estymowac ze wzoru VaR » = —13, +8yu,, gdzie

R, S, sa odpowiednio $rednia arytmetyczna i odchyleniem standardowym obli-
R

nak wystepuje. W analizach finansowych zwykle mamy do czynienia z rozkta-
dami charakteryzujacymi si¢ leptokurtycznoscia, wystgpowaniem grubych ogo-
néw 1 skos$noscia, czyli znacznie rézniacych si¢ od rozktadu normalnego, co
uniemozliwia stosowanie tego podejscia.

W przypadku nieznanego rozktadu zmiennej X, okresla si¢ nieparame-

czonym na podstawie proby losowej R R,,. Sytuacja taka rzadko jed-

IAEE R

tryczny estymator VaR, za pomoca i-tej statystyki pozycyjnej (por. W. Zielinski
[2008]):

5> p) _ (n)
VaRp ——Xt,(l.),

(4.7.30)

. oi—1 I
gdzie — < p<—.
n n
Przedstawiona w podrozdziale 4.3 konstrukcja przedziatu ufnosci dla kwan-
tyla moze by¢ wykorzystana do szacowania wartoSci zagrozonej VaR,. Gdy
estymujemy np. kwantyl rz¢du p = 0,01 przy wiarygodnosci 1—«a =0,95, szacu-
jemy warto$¢ ryzyka przekraczanego z prawdopodobienstwem 0,01 na pozio-
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mie ufnosci 0,95. Dokonujac odpowiedniej randomizacji, otrzymujemy prze-
dzial ufnosci dla wartosci zagrozonej postaci:

Pl- X% <var, <-Xx1))=1-a, (4.731)

gdzie X (,’(’5)),)( ('(’3) sa statystykami pozycyjnymi zmiennej X, wyznaczonymi

t t t

na podstawie n-elementowej proby losowe;.

Wykorzystanie réznych estymatorow kwantyli zmiennej X,, prezentowa-

nych w podrozdziale 4.2, prowadzi do r6éznych oszacowan VaR. Ze wzgledu
na dobre wlasno$ci, na uwage zastluguje nieparametryczny estymator standardo-
wy (definicja 4.2.3). Jego zastosowanie pozwala zdefiniowa¢ warto$¢ zagrozona
ryzykiem jako:

VaR® =-X !

k(p)>

(4.7.32)

gdzie wielkos¢ k(p) okreslona jest wzorem (4.2.5).

Oszacowanie funkcji ggstosci f rozkladu zmiennej losowej X, metoda ja-

drowa pozwala wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla VaR,, w przypadku posiadania

duzych liczebnos$ci prob, na podstawie wzoru (4.3.9):

5 m_{ P(I_P) 5 p(2) f P(I_P) 1
P VaRp WuaSVaRPSVaRP + Wua =1 a,

(4.7.33)

gdzie f jest estymatorem funkcji f, 1—a ustalonym wspoétczynnikiem ufno-

o a
sci, za$ u, kwantylem standaryzowanego rozktadu normalnego rzgdu 1 - >

Zastosowanie przy estymacji kwantyla rzedu p estymatora Huang-Brilla
(wzor (4.2.6)) prowadzi do nastepujacego oszacowania wartosci zagrozonej
ryzykiem:

VaR® =-Q". (4.7.34)
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Z wlasnosci asymptotycznego rozkladu estymatora Huang-Brilla (por.
Y. P. Chang i in. [2003]) otrzymujemy przedziat:

P| VaR® - Pl-p u <VaR, <VaR® +
nf VaR nf VaR(”

Badania wlasnos$ci estymatora kwantyla bedacego funkcja dwoéch statystyk
pozycyjnych (wzor (4.2.8)) swiadcza o lepszych jego wiasnosciach w poréwna-
niu z estymatorami Huang-Brilla i standardowym, dla kwantyli niskich rzedow
rozktadow, tj. log-normalny, Cauchy’ego, Weibulla, Pareto (por. tablice 4.2.1—
4.2.3). Stad propozycja wykorzystania tego estymatora do estymacji wartosci
narazonej na ryzyko:

(4.7.35)

VaRY =(1—(n+D)p+[(n+Dp)X (. +((n+Dp=[n+DpNX 0 )

(4.7.36)

Powyzsze estymatory Value at Risk mozna stosowac dla szacowania VaR
logarytmicznych stop zwrotu R, .

Medianowe obcigzonosci estymatorow kwantyli porownywane byty
w podrozdziale 4.2. Uzupehieniem tych analiz jest porownanie estymatora VaR
(4.7.32), czesto rozwazanego w literaturze, z estymatorem:

VaR' =—F ' (p), (4.7.37)

gdzie F jest dystrybuanta, ktorej parametry oszacowano metodami przedsta-
wionymi w rozdziale drugim.

Metodami estymacji wykorzystywanymi do szacowania parametréw rozktadu
byly proponowane, zmodyfikowane metody: kwantylowa metoda najmniejszych
kwadratéw z ucieta liczba kwantyli i medianowo-kwantylowa metoda najmnie;j-
szych kwadratow. Rozwazano estymacje kwantyli rzedow: p = 0,05, 0,01
i 0,001 i wykorzystywano je do szacowania warto$ci narazonej na ryzyko.
W tablicy 4.7.1 przedstawiono rezultaty badan dla rozktadu Cauchy’ego, ktéry
pojawia si¢ w analizach finansowych jako rozktad logarytmicznych stop zwrotu
z inwestycji. Parametry tego rozktadu zostaty dobrane na podstawie analiz empi-
rycznych. Liczbe pominigtych statystyk pozycyjnych w kwantylowej metodzie
najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli ustalono na poziomie 98%,
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czyli w przypadku proby 1000-elementowej brano pod uwage 20 srodkowych
statystyk pozycyjnych. Procedury estymacji powtdrzono 20 000 razy, badajac
roznice miedzy wartoéciami oszacowanymi a rzeczywistymi. Srednie roznice (ob-
ciazenia estymatoréw) oznaczono jako B, =VaR'” ~VaR, i B, =VaR"® ~VaR, .

Na podstawie otrzymanych wynikow nalezy stwierdzi¢, ze oszacowania
wartos$ci narazonej na ryzyko w oparciu o dystrybuanty oszacowane metodami
uKmnk 1 MKmnk byty blizsze wartosciom teoretycznym w stosunku do kwantyli
wyznaczonych za pomocg estymatora standardowego. Szczegolnie istotne roznice
byty dla kwantyli o matych rzgdach, zatem jesli istnieje mozliwo$¢ oszacowania
rozktadu zmiennej losowej, dla ktérej wyznacza si¢ VaR, nalezy skorzystac
z estymatora (4.7.37).

Tablica 4.7.1. Srednie wartoéci estymatoréw VaR i ich obciazenia

Parametry — Metoda uKmnk Metoda MKmnk
Camay | P | TR | VAR B e | s | e | B
m=0 0,05 0,0631 | 0,0646 | 0,0015 | 0,0633 | 0,0002 | 0,0632 | 0,0001
4=0,01 0,01 03182 | 03538 | 0,0356 | 0,3187 | 0,0005 | 0,3181 | 0,0001
0,001 | 3,1831 | 33,3907 | 30,2076 | 3,3188 | 0,0057 | 3,1820 | 0,0011
m=0 0,05 0,1263 | 0,1289 | 10,0026 | 0,1267 | 0,004 | 0,1269 | 0,0006
4=0,02 0,01 0,6364 | 10,7086 | 10,0722 | 0,6383 | 0,0019 | 0,6394 | 0,0030
0,001 | 6,3662 | 67,3287 | 60,9625 | 6,3690 | 0,0028 | 6,3966 | 0,0306
m=0 0,05 0,0063 | 10,0065 | 0,0002 | 0,0063 | 0,0000 | 0,0064 | 0,0001
4=0,001 0,01 0,0318 | 10,0354 | 0,0036 | 0,0318 | 0,0000 | 0,0339 | 0,0018
0,001 | 0,3183 | 3,5750 | 13,2567 | 0,3189 | 0,0005 | 0,3244 | 0,0061

Zrodto: Obliczenia wiasne.

W oparciu o VaR wyznacza si¢ inne miary ryzyka, m.in. DVaR — krancowy
VaR okreslajacy wptyw zmian wag danego czynnika na ryzyko portfela, IncVaR
— przyrostowy VaR mierzacy wplyw nowej pozycji na ryzyko portfela, czy tez
component VaR — okre$lajacy zmiang warto$ci narazonej na ryzyko dla portfela,
jesli usuniemy z niego jeden sktadnik, zwigkszajac tym samym proporcjonalnie
warto$¢ pozostatych aktywow (T. Batamut [2002]).

W literaturze dotyczacej ryzyka zwraca si¢ uwage, ze dobra miara ryzyka
powinna by¢ funkcja subaddytywna, monotoniczna, o dodatniej homogeniczno-
$ci i niezmiennosci ze wzgledu na translacjg, czyli powinna by¢ tzw. miara
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koherentna (por. C. Domanski [2011, s. 152—155]). Warto$¢ zagrozona Value at
Risk nie spetnia warunku subaddytywnosci.
Do koherentnych miar ryzyka zalicza si¢ Expected Shortfall (ES ,) — miarg

zwang oczekiwanym niedoborem lub warunkowa warto$cig zagrozona. Jest to
warto$¢ oczekiwana (o ile istnieje) stop zwrotu R, ponad poziom wartosci

zagrozonej 1 wyraza si¢ wzorem (por. G. Trzpiot [2004a, 2004b]):

ES,(R)=~E(R|R <~VaR,(R,)) (4.7.38)

gdzie p jest poziomem tolerancji, czyli prawdopodobienstwem, z ktorym war-
to$¢ VaR, nie moze by¢ przekroczona.

Innymi koherentnymi miarami wykorzystywanymi w analizach stop zwrotu sa:
. R R
TCE ,(R)) = —inf< E| —-|—<-VaR (R,) (4.7.39)
rlr
oraz
. R
WCE,(R) = —1nf{E(—‘|AJ : P(4)> p}, (4.7.40)
r

gdzie r jest stopa wolna od ryzyka.

Miara TCE, nosi nazwg dolnej warunkowej $redniej, za§ WCE, — najgor-
szej warunkowej sredniej (T CE, <WCE p)

Miara oparta na warto$ci zagrozonej 1 medianie rozkladu strat jest Median
Shortfall (MS ) okreslona nastepujaco (por. G. Trzpiot [2010, s. 146-147]):

MS,(R)=-M,,(R|R <-VaR (R)). (4.7.41)

Szacuje si¢ ja, wyznaczajac mediang ze wszystkich stop zwrotu przekracza-
jacych poziom wartosci zagrozonej VaR,.

Inna grupe miar ryzyka stanowia kwantylowe miary ryzyka standaryzowane
warto$cia zagrozong ryzykiem postaci:
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VaR,(R)+ES (R,)
VaR,(R,)

m,(R,) = (4.7.42)

oraz

VaR,(R)+MS,(R)

m,(R,)= vaR (R)

(4.7.43)

Oszacowania wartosSci zagrozonej VaR, oraz wartosSci Expected Shortfall
(ES,) 1 Median Shortfall (MS ) na okreSlonym poziomie tolerancji prowadza

do otrzymania oszacowan odpowiednich standaryzowanych kwantylowych miar
ryzyka.

Wszystkie wyszczegdlnione miary wykorzystuja kwantyle odpowiednich
rzedow p, ktore estymuje si¢ rozwazanymi metodami.

4.7.3. Konstrukcja kart kontrolnych z wykorzystaniem estymatorow
mediany

Pierwsze zastosowania metod statystycznej kontroli jakosci na szeroka skale
pojawily si¢ na poczatku XX w., a ich rozwdj nastapit w drugiej potowie XX w.
Klasyczne metody analizy zmienno$ci procesow, oceniajacych stabilnos¢ proce-
su i okreslajacych, kiedy proces wymaga regulacji, a kiedy nalezy zostawi¢ go
bez zmian, czgsto odwoluja si¢ do zatozenia o normalnosci rozktadu badanej
zmiennej i niezaleznosci kolejnych pomiaréw. Za skuteczne narzgdzie zarzadza-
nia jakos$cia uznaje si¢ karty kontrolne, bgdace graficzna ilustracja pomiarow,
zwykle zagregowanych w formie wartos$ci srednich lub innych statystyk, proce-
su przemystowego w czasie.

Do popularnych kart kontrolnych naleza karta kontrolna X pozwalajaca
wykry¢ przesunigcie wartosci Sredniej procesu, karta kontrolna R i karta kontro-
Ina S shuzace do kontroli zr6znicowania procesu, czy tez karta kontrolna p zwia-
zana z kontrolowaniem udzialu wyrobéw wadliwych w procesie produkcji.

Rzadziej stosowanymi w praktyce sa ,,odporne” karty kontrolne wykorzy-
stujace mediang §rednich probkowych (por. J. R. Thomas i in., [2005, 79-84]).

Konstrukcja ,,odpornej” karty kontrolnej wartosci sredniej jest podobna do
budowy karty kontrolnej X . Na podstawie kazdej z k prob n-elementowych
wyznacza si¢ warto$¢ Srednig /\_’i, i=12,....,k, a nastgpnie ze wzoru (1.2.2)



4. Procedury estymacji parametrow pozycyjnych zmiennej losowej i ich zastosowania 193

mediang, ktora jest estymatorem S$redniej bardziej odpornym na zaburzenia roz-
ktadu niz estymator bgdacy $rednia arytmetyczna Srednich probkowych. Lini¢
centralng tej karty okresla sig¢ rownaniem:

%{)_( [(’,‘3] +X [(’;) 1] J, gdy k jest parzyste,
LC,, = ? ? (4.7.44)
X [(") j, gdy k jest nieparzyste.

Gorna i dolna linia kontrolna sa postaci:

DIK,, = LC,, ~34ems (4.7.45)
Jn
GIK,, = LC,, +34es (4.7.46)

W

gdzie 5 jest mediang odchylen standardowych s, dla i = 1,...,k, wyznaczanych
na podstawie n-elementowych prob, za§ wielkosci a(n), c(n) odczytywane sa
warto$ciami stablicowanymi.

Dla wybranych liczebnosci prob zostaly podane w tablicy 4.7.2.

Tablica 4.7.2. Wspotczynniki a(n), c(n) dla wybranych liczebnosci prob

n 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
a(n) |1,1284|1,0854 | 1,0638 | 1,0510 | 1,0423 | 1,0363 | 1,0317 | 1,0281 | 1,0180 | 1,0133

c(n) |1,0646 | 1,0374 | 1,0260 | 1,0201 | 1,0161 | 1,0136 | 1,0116 | 1,0103 | 1,0063 | 1,0046

Zrodio: J. R. Thompson, J. Koronacki, J. Nieckuta [2005].

,,Odporna” karta kontrolng odchylenia standardowego jest karta o granicach
kontrolnych okreslonych réwnaniami:

DLK . = max(O,c(n)F(l —3[w/a(n)2 —1] D, (4.7.47)
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GLK . = c(n)F(l +3lJa(n)? —1] j, (4.7.48)

gdzie 5 jest mediang odchylen standardowych s,, dlai = 1,... k.

W przypadku zmiennych losowych o rozktadach normalnych lepszym
estymatorem mediany jest estymator Bersteina. Estymator ten wykorzystano do
wyznaczania linii kontrolnych (4.7.44) — (4.7.46), otrzymujac:

(k-1
LCAIZS:O,S“Z(. JX@’;L (4.7.49)
=1\ 1 —
DLK?™ = [P — 34 (4.7.50)
Vn

a(n)c(n)s
\/; )
gdzie § jest estymatorem Bersteina odchylen standardowych s, czyli

k(-1
E:O,Sk_]Z[. IJS((lk))
l—

i=1

GLK* =LC* +3 (4.7.51)

W celu poréwnania mozliwo$ci kart kontrolnych wykrywajacych rozregu-
lowanie procesu produkcyjnego zaprojektowano nastgpujacy eksperyment
symulacyjny. W oparciu o probg losowa 100 wartosci $rednich arytmetycznych
i odchylen standardowych wyznaczanych na podstawie 6-elementowych prob
wylosowanych z rozktadu N(m,o) wyznaczono linie kontrolne nastgpujacych
kart:

— karty kontrolnej X,

— ,,odpornej” karty kontrolnej wartosci $redniej (I) z liniami kontrolnymi
(4.7.44)—(4.7.46),

— ,,odpornej” karty kontrolnej wartosci sredniej (II) z liniami kontrolnymi
(4.7.49)- (4.7.51).

Nastgpnie skonstruowane karty stosowano do wykrywania rozregulowania
procesu, generujac 70 prob 6-elementowych z rozkladu N(m,o) 1 30 préb
6-elementowych z rozkltadu N(m,,o,). Procedur¢ powtarzano 20 000 razy,

wyznaczajac odsetek wartosci przekraczajacych lini¢ kontrolng gérna lub dolna.
Przyktadowe wyniki zawiera tablica 4.7.3.
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Tablica 4.7.3. Odsetek wykrytych sygnatow rozregulowania procesu

Parametry rozktadu Parametry rozktadu Karty kontrilne -
Nim.o) Nemse,) L Rl
m=5,0=0,] m; =4,85, o, =0, 74,816 75,206 75,256
m=5,0=0,1 m; =4,85, o, =0,08 79,696 88,444 87,022
m=5, 0=0,1 m; =490, o, =0,10 31,153 32,204 32,365
m=8, c=0,1 m, =815, ¢, =0,10 72,978 80,566 81,691
m=8, 0=0,1 m; =815, o, =0,08 81,166 85,123 84,557
m=8, 0=0,1 m =810, o, =0,08 10,635 27,350 28,843

Zrodto: obliczenia whasne.

Karty kontrolne oparte na ,,odpornych” estymatorach $redniej i odchylenia
standardowego wykrywaja wigcej sygnatdéw rozregulowania pochodzacych
z rzeczywiscie zaburzonych rozktadow w poréwnaniu z popularna karta X. Zasto-
sowanie estymatora Bersteina w ,,odpornej” karcie kontrolnej pozwolitlo wykry¢
wigcej zaburzen procesu.

Przyktady innych kart kontrolnych wykorzystujace estymatory mediany
i statystyki ekstremalne przedstawione zostang w rozdziale piatym monografii.

4.8. Uwagi koncowe

Rozwazania zawarte w niniejszym rozdziale poswig¢cono problematyce wy-
korzystania statystyk pozycyjnych do estymacji kwantyli i dominanty rozktadu
zmiennej losowej. Zaprezentowane zostaly wybrane parametryczne, jak i niepa-
rametryczne metody estymacji punktowej i przedziatowej kwantyli wraz z wy-
nikami badan wiasno$ci wybranych estymatorow. Badania te przeprowadzono,
stosujac metody analityczne i symulacyjne.

Sposrod prezentowanych metod na uwage zashuguja bootstrapowe metody
estymacji kwantyli, ktére moga by¢ stosowane dla populacji o r6znych rozkta-
dach, w oparciu o proby o réznych liczebnosciach. Na podstawie przeprowadzo-
nych analiz porownawczych efektywnosci wybranych metod przedziatowej es-
tymacji mediany mozna stwierdzi¢, iz w rozwazanych przypadkach w wyniku
zastosowania metody percentyli wyznaczone przedziaty ufnosci charakteryzo-
waly si¢ wicksza doktadnoscia w stosunku do przedziatow uzyskanych innymi
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metodami, przy wspotczynniku ufnosci rownym w przyblizeniu ustalonej warto-
$ci. Metody bootstrapowe, w szczegolnosci bootstrapowa metoda percentyli,
moga by¢ stosowane do estymacji innych parametrow, np. wartosci oczekiwanej
asymetrycznych zmiennych losowych, dla ktorych zastosowanie twierdzen gra-
nicznych zwiazane jest z bardzo licznymi probami (por. A. Baszczynska,
D. Pekasiewicz [2008]).

W rozdziale tym przedstawiono rowniez przyklady zastosowan statystyk
pozycyjnych do estymacji miar opartych na kwantylach uzywanych w badaniach
spoleczno-ekonomicznych na przyktadzie miar ubdstwa i bogactwa ludnosci
oraz miar ryzyka rynkowego, a takze do tworzenia kart kontrolnych w staty-
stycznej kontroli jakosci. Do szacowania miar zdefiniowanych za pomoca me-
diany zaproponowano wykorzystanie estymatorow nieparametrycznych opartych
na nieklasycznej dystrybuancie empirycznej. W przypadku szacowania warto$ci
narazonej na ryzyko zaproponowano estymacj¢ parametrow rozkladu zmiennej
losowej okreslajacej wielkos¢ straty kwantylowa metoda najmniejszych kwadra-
tow z ucigta liczba kwantyli i medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych
kwadratow, a nastepnie wykorzystanie otrzymanej dystrybuanty empirycznej do
wyznaczenia kwantyla z proby odpowiedniego rzedu. Analizy symulacyjne
przeprowadzone w celu oceny dokladno$ci oszacowan kwantyli rozktadu
Cauchy’ego wskazaly na mniejsze obciazenie estymatoréw parametrycznych,
tj. estymatoréw uzyskanych, przy znanej klasie rozkladu z parametrami oszaco-
wanymi proponowanymi modyfikacjami kwantylowej metody najmniejszych
kwadratow.

Empiryczne zastosowanie rozwazanych metod zaprezentowane zostanie
w szOstym rozdziale monografii.



5. STATYSTYKI POZYCYJNE
W ANALIZACH ZDARZEN EKSTREMALNYCH

5.1. Uwagi wstepne

Ze zdarzeniami ekstremalnymi, rzadko wystepujacymi, mamy do czynienia
w roznych dziedzinach zycia. Zatamania na rynkach finansowych, katastrofy,
awarie systemow informatycznych, zasilania, anomalia pogodowe to przyktady
zjawisk ekstremalnych, z ktorych pojawieniem zwiazane sa ogromne koszty,
dlatego istotne jest posiadanie informacji o postaciach rozkladow statystyk eks-
tremalnych. Pozwalaja one okresli¢ prawdopodobienstwa wystapienia szkod
o ustalonych warto$ciach lub wielkosci szkod, ktdre moga si¢ pojawié ze z géry
ustalonymi prawdopodobienstwami ich wystapienia.

W teorii analizy zjawisk ekstremalnych istotne jest szacowanie parametréw
rozktadow statystyk ekstremalnych. Do metod, ktére moga by¢ wykorzystane,
naleza metody oparte na statystykach pozycyjnych przedstawione i analizowane
w rozdziale drugim oraz trzecim.

Waznym problemem jest rowniez modelowanie tzw. ogondéw rozktadu ana-
lizowanej zmiennej losowej. Rozwaza si¢ prawy i lewy ogon, przy czym pra-
wym ogonem rozkladu zmiennej losowej jest rozktad tej zmiennej dla wartosci
przekraczajacych pewien ustalony kwantyl, natomiast lewym ogonem jest roz-
ktad zmiennej losowej dla warto$ci mniejszych niz kwantyl ustalonego rzedu.
Prawe ogony rozktadéw wykorzystuje si¢ do estymacji kwantyli wysokich rze-
dow stosowanych do okreslania miar wartosci ekstremalnego zagrozenia ryzy-
kiem.

W rozdziale tym przedstawione zostana metody estymacji indeksu ekstre-
malnego i metody szacowania parametrow rozkladu statystyk ekstremalnych,
z uwzglednieniem modyfikacji proponowanych w rozdziale drugim. Zaprezen-
towane wyniki przeprowadzonych analiz symulacyjnych dostarczaja dodatko-
wych informacji o wlasnosciach estymatordw wykorzystywanych w analizach
zjawisk ekstremalnych m.in. do okre$lania ryzyka ekstremalnego.
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5.2. Estymacja parametrow uogélnionych rozkladow
statystyk ekstremalnych

Uogo6lnione rozktady statystyk ekstremalnych wykorzystuje si¢ do szaco-
wania wielkosci zjawisk ekonomicznych, spotecznych i przyrodniczych pojawia-
jacych si¢ z bardzo matym prawdopodobienstwem. Mimo ze rzadko wystepuja,
to zwiazane sa one zwykle z r6znego rodzaju stratami, w tym finansowymi. Staty-
styki maksymalne rozwaza si¢ analizujac straty finansowe wyrazone liczbami
dodatnimi, natomiast statystyki minimalne, gdy rozwaza si¢ wielkoSci stop
zwrotu z inwestycji na rynku finansowym. Zwiazek ujemnych stép zwrotu ze
stratami ponoszonymi przez inwestora sprawia, ze w tych sytuacjach analizy
moga dotyczy¢ takze statystyk maksymalnych.

Waznym parametrem uogolnionego rozktadu maksimum (por. wzor (1.4.1))
jest parametr ksztattu &, zwany indeksem ekstremalnym. Ten parametr rozktadu

zwiazany jest z wygladem prawego ogona rozktadu analizowanej zmiennej lo-
sowej X. Jesli £ >0, to zmienna X ma rozktad z tzw. grubym (cigzkim) prawym

ogonem, gdy & =0, wowczas X ma rozklad z cienkim (lekkim) ogonem, jesli
za$ & <0, to rozkltad zmiennej charakteryzuje si¢ krotkim prawym ogonem,

czyli przyjmuje wartosci z ograniczonego zbioru liczb rzeczywistych.
Estymacjg¢ parametru £ oraz pozostatych parametrow uogélnionego rozktadu

warto$ci maksymalnych lub minimalnych przeprowadza si¢ r6znymi metodami,
w szczegolnosci metoda najwigkszej wiarygodno$ci, momentéw, momentow
wazonych prawdopodobienstwami, metoda kwantyli oraz zmodyfikowanymi
kwantylowymi metodami najmniejszych kwadratow.

Jesli rozktad analizowanej zmiennej losowej X jest znany, to dystrybuanty gra-
niczne statystyk ekstremalnych okreslonych na podstawie ciagu X,,X,,...,X,

mozna wyznaczy¢, wykorzystujac twierdzenia przedstawione w rozdziale pierw-
szym. Czgsto jednak rozklad rozwazanej zmiennej losowej jest nieznany.
Dodatkowe informacje np. o grubosci ogonow rozkladéw lub wstepna analiza
pozwalaja stwierdzi€, czy statystyki ekstremalne maja rozktady typu Gumbela
czy tez innej postaci. Z rozktadami Gumbela i odwroconym Gumbela mamy do
czynienia, m.in. gdy zmienne losowe maja rozklady: normalny, gamma, log-
normalny, logistyczny, Weibulla (por. tablica 1.4.3). Brak informacji o klasie
rozkltadu badanej zmiennej stwarza konieczno$¢ wylosowania duzej proby,
podzielenia jej na m blokéw i w kazdym z blokow wyznaczenia maksimum.
Oznaczmy przez Z,,Z,,..,Z, probe zlozona ze statystyk maksimum

zmiennej losowej X, przy czym zmienna Z, = X"

o jest statystyka maksymalng

wyznaczong na podstawie i-tego n-elementowego bloku X ., X,.,..X, .,
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i=L2,..,k Gdy Z ~ Gl(ﬂ,&) dla i=1,...,k, to parametry rozkltadu Gumbela

mozna wyznaczy¢ metoda najwigkszej wiarygodnosci lub metoda momentow
badz metodami opartymi na kwantylach. Szacujac parametry A, metoda mo-

2. Q2
mentéw (mM), korzystamy z tego, ze EZ=A1+0,577728 i D’Z = ﬂ-: ,
i tworzymy uktad rownan:
z=4+0,577720,
o 25?2 (5.2.1)

2

6

gdzie Z i 5° sa odpowiednio $rednia arytmetyczna i wariancja statystyki mak-
symalnej wyznaczonymi na podstawie k-elementowej proby wartosci statystyk
maksymalnych.

W wyniku rozwiazania tego uktadu otrzymujemy estymatory postaci:

56

™M =7-0,57772=, (5.2.2)
T
s =£. (5.2.3)
T

Zastosowanie metody kwantyli zwiazane jest z wykorzystaniem wzorow
(2.2.16) 1 (2.2.17) dla zmiennej Z, kwantylowej metody najmniejszych kwadra-
tow z ucieta liczba kwantyli — wzorow (2.4.13) 1 (2.4.14), natomiast medianowo-
kwantylowej metody najmniejszych kwadratow — wzorow (2.4.13), (2.4.14)
1(2.4.17).

W tablicach 5.2.1-5.2.2 przedstawione sg oszacowania parametrow rozkta-
du maksimum uzyskane w oparciu o 30-elementowa probg wartosci maksymal-
nych wyznaczanych na podstawie 50 i 200-elementowych blokow. Parametry
rozkladow dobierano tak, by warto$ci oczekiwane i wariancje analizowanych
rozktadow byly w przyblizeniu jednakowe. Dla pierwszych pigciu rozktadow sa
rowne lub bliskie 1, w dwoch ostatnich rowne lub bliskie wartosci 2. Stosowano
metode kwantyli, kwantylowa metod¢ najmniejszych kwadratow z ucigta liczba
kwantyli i medianowo-kwantylowa metodg najmniejszych kwadratow.

Estymacja metodami kwantylowymi parametrow rozktadu Gumbela, beda-
cego granicznym rozktadem statystyk maksymalnych rozwazanych rozktadow,
prowadzita do zblizonych warto$ci estymatorow.
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Tablica 5.2.1. Oszacowania parametrow rozktadu Gumbela statystyki maksimum wyznaczanej
w oparciu o 50-elementowe proby

Rozktad f é:_

zmiennej X mM | uKmnk MK mM | uKmnk MK
N1 3,041 3,028 3,043 0,359 0,351 0,369
LN(0,0.5) 2,815 2,784 2,781 0,614 0,572 0,570
G (1,1) 3,936 3,887 3,892 0,976 0,936 0,959
w(1,1) 3,938 3,889 3,891 0,978 0,936 0,960
Logist(1, 1/3) 2,301 2,285 2,289 0,329 0315 0,342
LN(2,2) 6,086 6,059 6,081 0,717 0,701 0,742
G(0,5,2) 5,467 5,376 5,379 1,747 1,665 1,694

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tablica 5.2.2. Oszacowania parametrow rozktadu Gumela statystyki maksimum wyznaczanej
w oparciu o 200-elementowe proby

Rozktad }T é:_

Zmiennej X mM uKmnk MK mM uKmnk MK
N1, 1) 3,569 3,556 3,563 0,308 0,301 0316
LN(0, 0,5) 3,643 3,610 3,609 0,672 0,627 0,629
G (L,1) 5,308 5,260 5,265 0,984 0,943 0,964
w(1,1) 5313 5,265 5,275 0,980 0,939 0,965
Logist(1, 1/3) 2,766 2,750 2,755 0,328 0,314 0,323
LN(2,2) 7,137 7,112 7,127 0,618 0,603 0,633
G(0,5,2) 7,916 7,824 7,833 1,804 1,723 1,762

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Rozktady typu Frécheta i Weibulla charakteryzuja graniczne rozktady staty-
styk maksymalnych zmiennych losowych o grubych i krétkich ogonach (wzor
(1.4.1) dla £#0) i wymagaja zwykle numerycznego wyznaczenia wartosci

estymatorow.
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5.3. Semiparametryczne metody szacowania indeksu ekstremalnego

Parametr £ uogodlnionego rozktadu statystyk maksymalnych, zwany indek-

sem ekstremalnym, jest parametrem ksztaltu i w przypadku rozktadow
gruboogonowych za jego pomoca okresla si¢ grubos¢ ogona. Zatem oszacowa-
nie wielkosci indeksu & daje odpowiedz dotyczaca typu rozktadu zmiennej
losowej X, a w konsekwencji rozktadu statystyki maksymalnej.

Wartos$¢ &, jako parametru uogdlnionego rozkladu statystyki ekstremalne;j,
mozna szacowa¢ znanymi metodami estymacji, ale konieczne jest posiadanie
proby ztozonej z wartosci statystyk ekstremalnych, co ma swoje wady. Po
pierwsze musimy dysponowac informacja o klasie uogélnionego rozktadu staty-
styk ekstremalnych (Gumbela, Frécheta, Weibulla), po drugie, biorac pod uwage
jedna wartos¢ ekstremalna z proby, pomijamy inne wartos$ci wystgpujace w da-
nym okresie, ktore sg rowniez istotne w analizach zjawisk rzadkich.

Przy innych podejsciach do estymacji & wykorzystuje sig statystyki pozy-
cyjne wyznaczone na podstawie duzej n-elementowej proby X, X,,.... X, po-

chodzacej z populacji X lub oszacowany tzw. ogon rozkladu zmiennej X, czyli
czg$¢ rozktadu odpowiadajaca wartosciom przekraczajacym pewna ustalong
wielko$¢ zwang progiem.

Jednym z pierwszych estymatoréw indeksu ekstremalnego & wykorzystu-
jacym statystyki pozycyjne jest estymator Pickandsa (por. J. Pickands [1975],
G. Matthys, J. Beirland [2003]).

Definicja 5.3.1. Estymatorem Pickandsa indeksu ekstremalnego & nazy-

wamy statystyke okreslona na podstawie n-elementowej proby losowej
X,,X,,...,X, postaci:

_X(n)

(n=2k+1) (n—4k+1)

£ | X(n—) 4y T X(nn—) +
&l =(n2) lln[ o J (5.3.1)
gdzie X" sa statystykami pozycyjnymi wyznaczonymi w oparciu o probe lo-

(r)

sowa X, X, X, 131{3% oraz k =k(n)—>w i k/n—0.

Wtlasnosci estymatora Pickandsa przedstawione sa w pracy P. Embrechts
i1in. [1997]. Jest to estymator zgodny, a odpowiednio unormowany ma granicz-
ny rozktad normalny, ktérego postac okresla twierdzenie 5.3.1.
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Twierdzenie 5.3.1. Jezeli éf , jest estymatorem Pickandsa indeksu & okreslo-
nym na podstawie n-elementowej proby prostej X, X,,..., X, , gdzie n - o oraz
jesli k > 0 i k/n—0, to

V(& = &)~ asN(0,v), (53.2)

EN2 41

dzie v= .
8 2‘25 —liln2

Bardziej popularnym, cho¢ stosowanym tylko do estymacji dodatnich in-
dekséw ekstremalnych, jest estymator zaproponowany przez B. M. Hilla [1975],
wykorzystujacy & najwigkszych statystyk pozycyjnych.

Definicja 5.3.2. Estymatorem Hilla indeksu & nazywamy statystyke, okre-

$lona na podstawie n-elementowej proby prostej X, X,, ..., X,, wWyrazona wzorem:

N k
&=k Y X,  -Inx{,, (5.3.3)
i=1

n—i+1

gdzie X", . sa statystykami pozycyjnymidla i =1, ..., k+1 oraz 1<k <n.

(n—i+1)
Jest to estymator zgodny, ale obciazony. Jego obciazenie wzrasta wraz ze

wzrostem k. Asymptotyczna zbiezno$¢ unormowanego estymatora Hilla okresla
twierdzenie 5.3.2 (por. R. Davis, S. Resnick [1984]).

Twierdzenie 5.3.2. Niech kan bedzie estymatorem Hilla indeksu &, ktory

jest funkcja n-elementowej proby prostej X,,X,,...,X,. Jesli

— 00 oraz
Inlnn

k/n— 0, to

V(& — &)~ asN.&). (5.3.4)

Dobre wtasnosci estymatora Hilla doprowadzity do jego uogdlnienia na
przypadek &€ R i wprowadzenia tzw. uogolnionego estymatora Hilla (por.

Z. Tsourti, J. Panaretos [2001]) oraz estymatora momentowego Dekkersa-
-Einmahla de Hanna (por. A. Dekkers i in. [1989]).
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Definicja 5.3.3. Uogolnionym estymatorem Hilla indeksu ekstremal-
nego & nazywamy statystyke okre$lona na podstawie n-elementowej proby

prostej X,,X,,...,X, postaci:

k
=k Y InU,, ., ~InU, (5.3.5)

(n 1+l /1 l\
i=1

gdzie U, ., (1 Zlan 1) lnX((n”)i)J.

1 j=1

Definicja 5.3.4. Estymatorem momentowym indeksu ekstremalnego nazy-
wamy statystyke okre§lona na podstawie n-clementowej proby prostej
X,,X,,...,X, wyrazong wzorem:

-1
. 1, (mMOf
S :M,§1>+1—5[1—_(A/[k;2)) j , (5.3.6)
gdzie M =11€Z(lnX((:)Hl) mx®, ) dal=1,2
i=1

Estymatorami bedacymi modyfikacjami estymatora momentowego, posia-
dajacymi mniejsze obciazenia, sa estymator Penga i W-estymator (por. P. Peng
[1998], Z. Tsourti, J. Panaretos [2001]).

Definicja 5.3.5. Estymatorem Penga indeksu £ nazywamy statystyke beda-
ca funkcja n-elementowej proby X, X,, ..., X, postaci:

. @) AN
Penga __ Mk +1_l{1_w—li y (5,37)

b aM® 2 M®

k

gdzie M,ﬁ”zlch(lnX("’ ~lnx", ) dlal=1,2

(n—i+1) (n—k)
i=1

Definicja 5.3.6. Estymatorem /¥ indeksu & nazywamy statystyke bedaca
funkcja n-elementowej proby X, X,, ..., X,, wyrazona wzorem:

& =1 2( (LU))ZJ, (5.3.8)

(2)
L/c
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k
gdzie 1V =%Z(X(”) —x» Y dlal=1,2.

(n—i+1) (n—k)
i=1

Estymator Penga jest zgodny i asymptotycznie normalny, natomiast estyma-
. 1. . 1
tor W jest zgodny dla & < 5 i asymptotycznie normalny dla & < r

Do innych estymatorow dodatniego indeksu ekstremalnego nalezy estyma-
tor jadrowy, ktory rowniez wykorzystuje k statystyk pozycyjnych (por.
S. Csorgd i in. [1985]).

Definicja 5.3.7. Estymatorem jadrowym indeksu & nazywamy statystyke
bedaca funkcja n-elementowej proby X, X,, ..., X, postaci:

: i ( 0 0 )
N -—1K % lnX(nfm)—lnX(nfk)
Sin=" T , (5.3.9)
K _
()

1

gdzie K jest funkcja jadra (nieujemna, nierosnaca na przedziale (0,+oo) oraz

spelniajaca warunek IK (Hdt =1).
0

Estymator Hilla jest szczegdlnym przypadkiem estymatora jadrowego.
Otrzymujemy go dla funkcji jadra K (t)z][o’l](t), gdzie [ jest indykatorem

przyjmujacym warto$¢ 1, gdy ¢ € [0, 1] oraz 0 w przeciwnym przypadku.

Powyzsze estymatory stanowia przyklady tzw. semiparametrycznych esty-
matoréw stosowanych przy szacowaniu indeksu ekstremalnego. Aby je wyko-
rzysta¢, nalezy dokona¢ wyboru wartosci &. W praktyce wyznacza si¢ warto$ci
estymatora w zalezno$ci od £ i szuka obszarow stabilizowania si¢ wartoSci.

Jako przyklad rozwazmy populacje X o rozkladzie Pareto Pa(2,1), czyli
populacje, dla ktorej statystyka maksimum ma rozktad Frécheta o indeksie eks-
tremalnym &=1. Niech X,,X,,..., X, bgdzie proba prosta wylosowana z tej
populacji. Szacowanie indeksu & metodami Pickandsa, Hilla, momentow i Pen-
ga dla réznych wartosci k prowadzi do otrzymania warto$ci estymatoréw przed-
stawionych na rysunkach 5.3.1-5.3.4.

Dla estymatorow: Hilla, momentowego i uogolnionego Penga okre$lonych
w oparciu o 1000-elementowa probe oraz 1<k <250, zauwazy¢ mozna stabili-
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zacjg wartos$ci estymatorow indeksu ekstremalnego, tzn. istnieje k, takie, ze dla
k >k, estymatory maja w przyblizeniu takie same warto$ci. Dla estymatora

Pickandsa brak jest widocznej stabilizacji jego wartosci, jest ona zauwazalna
dopiero przy bardzo duzych probach, rzedu 10 000.

&
.1000
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Rysunek 5.3.1. Wartosci estymatora Pickandsa indeksu ekstremalnego & populacji
o rozktadzie Pa(2,1) dla réznych wartosci k

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 5.3.2. Wartosci estymatora Hilla indeksu ekstremalnego £ populacji o rozkladzie
Pa(2,1) dla r6znych wartosci k

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 5.3.3. Wartosci estymatora momentowego indeksu ekstremalnego & populacji
o rozkladzie Pa(2,1) dla réznych wartosci k

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 5.3.4. Wartosci uogodlnionego estymatora Penga indeksu ekstremalnego &
o rozktadzie Pa(2,1) dla réznych wartosci k

Zrodto: opracowanie wlasne

Wtlasnosci asymptotycznej normalnosci estymatorow indeksu & pozwalaja
dla duzych prob konstruowac przedziaty ufnosci. Wykorzystujac asymptotyczna
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normalno$¢ estymatora Hilla (twierdzenie 5.3.2), okresla si¢ przedzial ufnosci
dla indeksu ekstremalnego postaci:

P{ ke, <é< ke, }:1—0{, (5.3.10)

\/%+u,,_ Nk —u,

gdzie 1 -« jest przyjetym poziomem wiarygodnos$ci, za§ u, to kwantyl rzgdu

——
2

W badaniach ekonomicznych czg¢sto mamy do czynienia ze zmiennymi lo-
sowymi charakteryzujacymi si¢ grubymi ogonami, czyli o indeksie ekstremal-
nym & > 0.

Jesli zmienna losowa X ma rozktad o dystrybuancie F o grubym ogonie, to
jej dystrybuante mozna zapisa¢ w postaci:

F(x)=1-x“L(x), (5.3.11)

gdzie L jest wolno zmieniajaca si¢ funkcja, tzn. lim L(xx) =1 dla kazdego skon-

¥ L(x)

czonego t oraz « > 0.

W zwiazku z tym, w literaturze, obok pojgcia indeksu ekstremalnego, funk-
cjonuje dla rozktadow o grubych ogonach pojecie indeksu ogona «. Okresla on
zard6wno grubo$¢ ogona, jak i rzad maksymalnego skonczonego momentu roz-
ktadu. Zwiazek migdzy indeksem ekstremalnym a indeksem ogona jest postaci:

1 S : .
a=— dla a>0. Im mniejsza jest wartos$¢ indeksu ogona, czyli wigksza war-
tos¢ &, tym grubszy jest ogon rozktadu. Zaleznos¢ migdzy indeksami pozwala

wykorzysta¢ procedury charakterystyczne dla estymacji parametru & przy sza-
cowaniu indeksu ogona «.

5.4. Estymacja ogona rozkladu zmiennej losowej i jej zastosowanie

W analizach zdarzen ekstremalnych waznym zagadnieniem jest asympto-
tyczne modelowanie ogonow rozktadu losowej X, czemu shuza tzw. modele war-
tosci ponadprogowych (POT). Sa one uzyteczne z punktu widzenia zarzadzania
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ryzykiem, gdyz w oparciu o estymowane ogony dystrybuant szacuje si¢ kwanty-
le wysokich rzgdow i ekstremalne miary ryzyka.

Rozwazmy aproksymacj¢ prawego ogona rozkladu. Definicje 5.4.1 i 5.4.2
okreslaja pojecia dystrybuanty rozktadu strat ponadprogowych oraz wartosci
oczekiwanej strat ponadprogowych (por. P. Embrechts i in. [1997, s.160—-162]).

Definicja 5.4.1. Niech X bedzie zmienna losowa o dystrybuancie F, nato-
miast u ustalong wartoscia. Dystrybuant¢ zmiennej losowej Y = X —u postaci:

F,(y)=P(X —u<)|X>u), (5.4.1)

gdzie 0<y<ux,—u, za§ x,<co nazywamy dystrybuanta nadmiaru (excess

distribution function) ponad prog u lub dystrybuanta strat ponadprogowych
(excess lossed distribution).

Powyzsza dystrybuanta nazywana jest rowniez dystrybuanta warunkowego
rozkladu przekroczenia.

Najczgsciej przyjmuje si¢ x, =, dopuszczajac tym samym wielkie straty.

Z wtasnosci prawdopodobienstwa wynika, ze:

( ):1_P(X>y+u):F(y+u)—F(u)
! P(X >u) 1-Fu)

Definicja 5.4.2. Dla zmiennej losowej X i ustalonego progu wyrazenie:
e(u) = E(X - u|X > u) (54.2)

nazywamy wartoscia oczekiwana nadmiaru (mean excess function) lub wartoscia
oczekiwana strat ponadprogowych.

Dla zmiennych losowych o znanych rozktadach mozemy ze wzoréw (5.4.1)
oraz (5.4.2) wyznacza¢ dystrybuante i warto$¢ oczekiwana nadmiaru. Beda one
zalezne od ustalonego progu.

W zagadnieniach praktycznych zwykle rozktad zmiennej losowej X jest nie-
znany.

Dla duzych liczebnosci prob X, X,, ..., X

n’

aby aproksymowac¢ dystrybuan-
te strat ponadprogowych, mozemy skorzysta¢ z przyblizenia: (F (x))" ngi,a
i rozktadu statystyki maksimum:
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exp —(l+§x_’uJ§ dla £&#0,
o

(F(x))' = (5.4.3)

exp(— exp(— ﬂj} dla &=0.
O

Logarytmujac wzor (5.4.3) stronami, uzyskujemy:

1
—(1+§x_”j T dla £20,
(o2

- exp(—uj dla £=0,
O

nln F(x) =~ (5.44)

a nastepnie, korzystajac z rownosci In F (x)zF (x)—1 (por. E. Castillo i in.
[2004, s. 264]) dla duzych wartosci x, mamy:

n

l—lexp(—x_'uJ dla £=0.
n o

L
1—1[“5““) © dla £#0,
O

F(x)~ (5.4.5)

Podstawiajac (5.4.5) do wzoru na dystrybuantg strat ponadprogowych,
otrzymujemy:

—gdy £#0:

1

(1+§y+u—,ujé 1
F(y):l—l_F(y+u):1 o

T e
o

— gdy £=0:
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CXp(—y U _,U)
F(y)=1- g =l—exp[—lj. (5.4.7)
O

exp(— " _'UJ
o

Dystrybuanta F, okreSlona wzorem (5.4.6) lub (5.4.7) charakteryzuje

asymptotyczny rozktad zmiennej losowej Y =X —u, gdzie u jest ustalona,
rzeczywista warto$cia progowa. Zatem rozktad zmiennej losowej Y przybliza si¢
uog6lnionym rozkladem Pareto GPD(/)’,§), przy czym p=o0+ §(u - ,u),
gdy &#0 (por. Aneks).
Dla wybranych parametrow funkcje ggstosci rozktadu GPD przedstawione
sa na rysunkach 5.4.1-5.4.2.
Jesli £>0, to funkcje gestosci sa nieujemne dla xe<0,+oo), natomiast

w przypadku & <0 w przedziale {O,—?}

Dla uogolnionego rozktadu Pareto wartos¢ oczekiwana nadmiaru wyraza si¢
wzorem:

_B &
e(u)_1—§+1—§ : (5.4.8)

a jej estymatorem jest statystyka postaci:

Zn: max{(xi - u),O}
ou) =+ p .
;1 o) (%)

(5.4.9)

Parametry przyblizonego rozktadu strat ponadprogowych, przy ustalonej
warto$ci progu u, szacuje si¢ na podstawie proby losowej X, X,,...,X,, wybie-

rajac n, wartosci Y,....Y, , gdzie ¥, = X ((,'?i_l) —u oraz / jest rangg pierwszej

statystyki pozycyjnej przekraczajacej prog u. W tym celu mozna wykorzystaé
metod¢ najwigkszej wiarygodnosci (mNW), momentow (mM) oraz metody
przedstawione w rozdziale drugim. Metoda najwigkszej wiarygodnosci znajduje
zastosowanie w przypadku, gdy & > -1, gdyz dla £ < -1 funkcja ilorazu wiary-

godnosci nie ma maksimum (por. S. D. Grimshaw [1993]).
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Rysunek 5.4.1. Funkcje gestosci uogoélnionego rozktadu Pareto dla wybranych
E>01i p=1

Zrodto: opracowanie wlasne

0 0,5 1,0 L5 2,0 2,5 3,0

Y

Rysunek 5.4.2. Funkcje gestosci uogoélnionego rozktadu Pareto dla wybranych
E<0i pg=1

Zrodlo: opracowanie wlasne

W rozdziale trzecim przestawiono wyniki analiz wlasno$ci estymatorow pa-
rametrow &, f uogodlnionego rozktadu Pareto dla £ > 0. Dla uzupehienia tych
badan rozwazano zmienne losowe o rozktadach: #-Studenta, Pareto i log-gamma
charakteryzujace si¢ grubymi ogonami, dla ktorych rozktad strat ponadprogo-
wych jest rozktadem GPD(ﬁ, f) dla £>0. Z tego typu rozktadami mamy do
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czynienia w analizach finansowych. Wielko$ci parametréw tych rozktadow uzy-
skano na podstawie analizy danych rzeczywistych dotyczacych rozktadu dzien-
nych logarytmicznych stop zwrotu indeksow gietdowych, natomiast warto§¢
progowa ustalono na poziomie kwantyla rzedu 0,90. Wielkosci prob losowych
musiaty by¢ na tyle duze, aby warto$ci przekraczajace prog u stanowily duze
proby, dlatego rozwazano proby 1000-elementowe. Powtorzenie procedur esty-
macji parametrow uogolnionego rozktadu Pareto dla dystrybuant empirycznych
okreslonych wzorami:

F()=—=3(1.., 60)-1)

n—-1%73

13 "
R-E30 )

0 dla x<xg),
T n=2 dia x) <x<x(,
2_ n(n—l)_
F3,n(y): r 7
1 -2i
il R dla x) <x<x,i=23,.,n-1,
20 n(n—1) |
1 dla x>x{.

pozwolito oszacowac obciazenia i btedy Sredniokwadratowe estymatoréw para-
metru & oznaczonych odpowiednio &, 422, &,, ktore zawarte sq w tablicy 5.4.1.

Tablica 5.4.1. Oszacowane obciazenia i bfedy sredniokwadratowe estymatoréw parametru &
otrzymane metodami momentoéw wazonych prawdopodobienstwami

Obciazenia Blgdy sredniokwadratowe
Typ rozktadu - A - ~ . R
Goe | G-e | &-e | mselE) | wmse) | mseE)
s(4) 20,109 | 0,092 | 0,084 | 0,040 0,033 0,030
s(2) 0,079 | 0,070 | 0,064 | 0,032 0,029 0,027
Pa(l,4) 0,111 | 0,094 | 0,086 | 0,041 0,033 0,030
Pa(l, 2) 0,046 | 0,038 | 0,032 | 0,023 0,021 0,019
LG (2,0.2,0) 0,012 | 0,003 | 0,011 0,015 0,014 0,014
LG(2,0.6,0) 0,088 | 0,080 | 0,074 | 0,066 0,052 0,056

Zrodio: obliczenia wlasne.
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W celu poréwnania uzyskanych estymatoréw wyznaczano wspotczynniki
okreslone wzorem:

(5.4.10)

gdzie MSE (é,) oznacza blad S$redniokwadratowy estymatora parametru &,
i,j=12,3 oraz i+ j. Jesli ef, <I, to estymator 92, posiada lepsze whasnosci.

Warto$ci wspotczynnikow dla rozwazanych klas rozktadéw przedstawione sa
w tablicy 5.4.2.

Tablica 5.4.2. Wspoétczynniki efektywnos$ci metod estymacji parametru &

Typ rozkladu Wspotczynniki efektywnosci
efn ef efy
5(4) 0,825 0,909 0,750
s(2) 0,906 0,931 0,844
Pa (1, 4) 0,805 0,909 0,732
Pa(l, 2) 0,913 0,905 0,826
LG (2,0.2,0) 0,933 1,000 0,933
LG(2,0.6,0) 0,788 1,077 0,848

Zrodto: obliczenia wlasne.

Na podstawie porownania wspotczynnikéw efektywnosci mozna stwierdzic,
ze dla analizowanych rozktadow estymator 53 jest najefektywniejszy. Zatem
rowniez w przypadku szacowania indeksu & dla granicznych rozktadéw ogona
rozwazanych zmiennych losowych metoda momentow wazonych prawdopodo-
bienstwami z proponowana level crossing empirical distribution prowadzi
do uzyskania estymatora o lepszych wlasnosciach.

Istnienie momentéw wazonych prawdopodobienstwami zalezy od warto$ci
parametru ¢, ktora nie jest znana. Konieczne jest zatem wstepne oszacowanie
tego parametru np. przy uzyciu jednego z estymatoréw semiparametrycznych
albo skorzystanie z danych historycznych dotyczacych jego wartosci.

Rozwazmy teraz problem szacowania dystrybuanty /' zmiennej losowej
Xdla x > u na podstawie n-elementowej proby prostej X, ...,X,.

Ze wzoru (5.4.1) mamy:

F(x_u):F(X)—F(u)

. e (5.4.11)
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czyli
Fx)=[1- Fu)]F, (x—u)+ F(u). (5.4.12)

Korzystajac z oszacowania:

Flu)=""" (5.4.13)

gdzie n, jest liczba przekroczen ustalonego progu u oraz postaci granicznego
rozkladu dystrybuanty F,, otrzymujemy oszacowanie ogona rozkladu F wyra-
ZOone wzorem:

R ax—u) ¢
F(x)=1—”—u[1+.§xﬁuj dla x> u, (5.4.14)
n

gdzie ff, ﬁ’ sa estymatorami, odpowiednio, parametrow &, 5.

Dla é =0 mamy:

F(x) =1—ﬂexp(— x;’J (5.4.15)
n

Wybor warto$ci progowej ma wplyw na otrzymywane wartos$ci estymato-
row. Zbyt duza wartos¢ progowa u powoduje, iz niewiele obserwacji przekroczy
prog, co skutkuje duza wariancja, natomiast zbyt mata jej warto§¢ powoduje
duze obciazenie estymatorow. Istotny jest wiec wybor wlasciwej wartosci u, sta-
nowiacej kompromis migdzy wielko$cia wariancji i obciazenia. Najczgscie]
przyjmuje si¢ wartosci ponadprogowe na poziomie kwantyla rzedu 0,95 lub 0,9.

Jednym ze sposobow ustalenia progu u jest wykres mean excess plot. Two-
rzy si¢ go, wyznaczajac na podstawie proby prostej X, ..., X, graficznie zbior

nastgpujacych punktow (por. P. Embrechts i in. [1997, s. 296—297]):

n

n _ )
Z("(i) u
(n) i=n,

(u,é(u)): x((l”))<u<x(n) A e(u)= A nozmin{i: x((i”))>u},

(5.4.16)
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((1")), ,x(('f)) jest ciagiem wartosci statystyk pozycyjnych wyznaczonych na

gdzie x
podstawie proby losowej. Miejsce, od ktorego punkty uktadaja si¢ wzdhuz pro-
stej, uznaje si¢ jako warto$¢ progowa .

Odpowiednie oszacowanie ogona dystrybuanty F (wzory (5.4.14),
(5.4.15)) pozwala wyznaczy¢ kwantyle z proby wysokich rzedow, czyli kwantyle

X,.,, gdzie p>4/0,5. Dla wybranych liczebnosci prob w tablicy 5.4.3. podane sa
minimalne rzedy, dla ktorych uznaje si¢ kwantyle za kwantyle wysokich rzedow.

Tablica 5.4.3. Minimalne rzedy kwantyli uznawanych za kwantyle wysokich rzgdow

n 100 200 500 1000 2000

P 0,99309 0,99654 0,99862 0,99931 0,99965

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Kwantyle z proby rzedu p wyznaczone w oparciu o F maja postac:

. ¢
utl (i(l—p)J ~1|  dla £x0,
n

X, = (5.4.17)

"u— ,Bln(i(l - p)j dla £=0.
n

u

Postaci innych estymatoréw kwantyla wysokiego rzedu p wyrazaja si¢ wzorami:

QHI :X(n) k+1 o (5 4 18)
N e -p)) h

gdzie EH jest estymatorem Hilla indeksu ekstremalnego (por. A. Fils, A. Guil-
lou [2004]) oraz

T\ S
0" = X((:Zk)[— 0,5+ \/ 025+ p}znc o ] , (5.4.19)

A 1 2
gdzie c( )z1+(X((:fk)) é +(X((,ffk))é (por. N. M. Markovich, U. R. Krieger
[2002]).
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Z analiz porownawczych wlasnosci estymatoréow (5.4.17)—(5.4.19) prze-
prowadzonych dla zmiennych o rozktadach ¢-Studenta i Pareto, zawartych

w N. Markovich [2007, s. 165-171], wynika, Ze estymator Q;’ * kwantyla wyso-

kiego rzedu p charakteryzuje si¢ najmniejszym bl¢dem sredniokwadratowym.
Lewy ogon rozktadu zmiennej losowej X modeluje si¢ analogicznie jak
prawy ogon rozktadu. Warto$ci ponizej pewnego progu aproksymuje si¢ odwro-
conym, uog6lnionym rozktadem Pareto (por. E. Castillo i in. [2004, s. 266-267]).
Przyktadowo, dla zmiennej losowej o rozktadzie 7-Studenta o 2 stopniach
swobody, na podstawie 1000-elementowej proby oszacowano ogon jej dystrybu-
anty, wczesniej estymujac parametry uogdlnionego rozktadu Pareto dla trzech
wybranych wartosci progu u — na poziomie kwantyli rzedu 0,9; 0,95 oraz 0,98.
Ze wzgledu na lepsze wilasnosci estymatorow parametrow GPD otrzymanych
metoda momentow wazonych prawdopodobienstwami z dystrybuanta empirycz-
na level crossing wlasnie t¢ metodg zastosowano, otrzymujac nastgpujace osza-
cowania ogonoéw rozkladu dla progow u bgdacych kwantylami rzedu, odpo-

wiednio, 0,9; 0,95 oraz 0,98. Dystrybuanty oznaczone I:“O’9 (x), I:“O’95 (x), 1':“0’98 (%)

s postaci:

x—1,886

o =1-0,1| 1+0,565
0’9()6) ( 0.027

-1,770
j dla x>1,886,  (5.4.20)

x—2.920

o =1-0,05|1+0,559
0,95 (x) ( 0.036

-1,789
j dla x>2,92, (5.4.21)

x—4,849

-1,776
Fypy(x) =1~ 0,02[1 +0,563 j dla x>4,849. (5.4.22)

b

5.5. Bootstrapowa estymacja kwantyli wykorzystujaca oszacowanie
ogona rozkladu zmiennej losowej

Sposrdéd bootstrapowych metod estymacji parametréw zmiennej losowej
najczesciej stosowane sa nieparametryczne metody, niewykorzystujace zadnych
informacji o klasie rozktadu analizowanej zmiennej tylko wylacznie informacje
pochodzace z proby. Ten sposob estymacji nie jest jednak efektywny w przy-
padku szacowania kwantyli wysokich rzgdéw oraz parametrow rozktadu statystyk
ekstremalnych, poniewaz wylosowana proba bootstrapowa moze nie zawieraé
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obserwacji ekstremalnych, co nie pozwoli uzyska¢ dobrej aproksymacji ogona
rozktadu. W tym przypadku stosuje si¢ podejscie semiparametryczne, wykorzy-
stujace oszacowanie ogona rozktadu analizowanej zmienne;j.

Semiparametryczng estymacj¢ bootstrapowa charakteryzuja podwdjne sy-
mulacje bootstrapowe. Wartosci proby bootstrapowej ponizej progu generuje si¢
z empirycznego rozkladu, za$ wartosci powyzej u z rozktadu uwzgledniajacego
asymptotyczne wilasnoséci rozktadu ogona (por. M. D. Pandey i in. [2003]).
Zatem dystrybuante rozktadu bootstrapowego mozna zapisaé w nastepujacy
sposob:

(=F,@)Fa(x)+ F,(u),  gdy x>u,
F, ()= (5.5.1)
F (x), gdy x <u,

gdzie F, oznacza dystrybuantg rozktadu empirycznego, natomiast F, jest dys-

trybuanta uogélnionego rozktadu Pareto z oszacowanymi parametrami rozkladu
uzyskanymi jedna z metod prezentowanych w rozdziale drugim.

Rozwazmy problem estymacji kwantyla rzedu p, gdy £#0, w oparciu
o probg losowa X, X,,...,X, o duzej liczbie elementéw. Ustalona warto$¢ pro-

gowa u dzieli probg na dwie podproby. Jedna z nich sktada si¢ ze statystyk po-

zycyjnych X, X0, .., X takich, ze X)) <u dla i=1,2,..,k, natomiast

Coym oy )
druga to statystyki X, X)), - X,

Z pierwszej proby generujemy k wartosci x,, ..., x; wedhg rozkladu boot-
strapowego:

P(x* =x;;;>)=% dlai=1, ... k. (55.2)
Pozostatych n — k warto$ci generujemy z rozktadu o dystrybuancie wyra-
zonej wzorem:

ﬁB(x){l—E) 1—[1+34J K (5.5.3)
] n

n

czyli

E, (x)=1—(1—5j(1+£ij g (5.5.4)
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Otrzymujemy wartosci postaci:

- ¢
xf:? [%j 1| dlai=n—k, ...n, (5.5.5)
P

gdzie p jest liczba wygenerowana z rozktadu jednostajnego U(0,1).

Zastosowanie metod estymacji bootstrapowej zwiazane jest z powtdrzeniem
N razy procedury losowania proby bootstrapowej. Na podstawie kazdej proby
wyznacza si¢ kwantyle rozwazanego rzedu, otrzymujac ciag kwantyli

X [‘iln, vy X [‘f’:, a nastgpnie stosujac bootstrapowa metode percentyli, wyznacza

si¢ kwantyle odpowiednich rzgdoéw stanowiacych krance przedzialu ufnosci przy
ustalonym wspotczynniku ufnosci.

Metoda Monte Carlo analizowano doktadnosci (d) oszacowan kwantyli wy-
branych rozktadéw uzyskanych nieparametryczng oraz semiparametryczng me-
toda bootstrapowa, powtarzajac procedurg estymacji 1000 razy. Doktadno$cia
oszacowania d jest potowa dlugosci przedziatu ufnosci. Ponadto badano praw-
dopodobienstwo pokrycia rzeczywistego kwantyla dla wybranych rozkladow
przez bootstrapowe przedziaty ufnosci. Uzyskane wyniki oszacowan kwantyla
rzedu 0,99 przedstawia tablica 5.5.1. Warto$¢ progowa u ustalono na poziomie
kwantyla rzgdu 0,9, a wspotczynnik ufnosci 0,95.

Tablica 5.5.1. Doktadnosci i wiarygodnosci oszacowan kwantyla rzedu 0,99 przy zastosowaniu
nieparametrycznej i semiparametrycznej metody bootstrapowej

Rozklad Rzad Metoda nieparametryc’z’na Metoda semiparametryczn’a’
u d ufnos¢ d ufnos¢

S(4) 0,90 2,302 0,928 2,033 0,943
0,95 2,177 0,927 1,887 0,923

5(2) 0,90 0,704 0,922 0,659 0,957
0,95 0,710 0,939 0,617 0,942

Ca(0,1) 0,90 22,486 0,931 13,930 0,880
0,95 23,267 0,933 14,890 0,891

Pa(1,4) 0,90 0,479 0,926 0,442 0,951
0,95 0,486 0,913 0,412 0,927

Pa(l, 2) 0,90 3,251 0,914 2,758 0,937
0,95 3,173 0,937 2,559 0,927

LG (2,0,2,0) 0,90 0,536 0,920 0,489 0,951
0,95 0,538 0,925 0,460 0,939

LG (2,0,6,0) 0,90 23,890 0,917 19,151 0,919
0,95 24,459 0,917 18,239 0,903

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Doktadnosci oszacowan sa wigksze (d — mniejsze), przy zastosowaniu
semiparametrycznej metody bootstrapowej. Dla kwantyla rzedu 0,99 odsetek
przedziatéw zawierajacych szacowany kwantyl jest bliski ustalonej wiarygodno-
sci, czyli 0,95. W przypadku zastosowania nieparametrycznej metody bootstra-
powej odsetek ten jest zwykle nieznacznie nizszy. Doktadnosci oszacowan wy-
nikaja z réznych wartosci szacowanych oraz zaleza od grubosci ogona rozktadu.
Dla rozktadow o grubszych ogonach, mniejszym indeksie &, uzyskuje sig do-

ktadniejsze oszacowania.
Semiparametryczna bootstrapowa metoda estymacji przedziatowej pozwala
wyznaczy¢ przedzialy ufnosci dla kwantyli rozwazanych rozktadéw z doktadno-
$cig wigksza niz nieparametryczna metoda estymacji.
Bootstrapowa metodg estymacji mozna wykorzysta¢ do szacowania warian-
cji estymatorow kwantyli wysokich rzgdow. Majac probe X, X,,.... X, , wy-

znacza si¢ kwantyl X

o 12€du p z wzoru (5.4.17) przy oszacowanych parame-
trach &, 5, a nastgpnie generuje si¢ N prob bootstrapowych, wykorzystujac wzory

B

pinsi

(5.5.2) 1 (5.5.3). Na podstawie kazdej proby bootstrapowej wyznacza si¢ X

dla i=1,2,..., N iszacuje wariancj¢ ze wzoru:

p(x )= %g(xw -x* f. (5.5.6)

5.6. Zastosowanie statystyk ekstremalnych w wybranych
procedurach estymacji

5.6.1. Szacowanie ryzyka ekstremalnego

W rozdziale czwartym przedstawione zostaty miary ryzyka tzw. zwyklego,
wyznaczane w oparciu o kwantyl rozktadu straty lub kwantyl rozkladu logaryt-
micznej stopy zwrotu. Oprocz tego typu ryzyka wyrdznia si¢ ryzyko ekstremalne
zwiazane ze zdarzeniami ekstremalnymi, majacymi charakter katastrof, dla kto-
rych prawdopodobienstwo wystapienia jest bardzo mate, ale straty sa bardzo
duze.

Zarzadzanie ryzykiem ekstremalnym wymaga stosowania odrgbnych miar
wywodzacych sig z teorii wartosci ekstremalnych. Przy wyznaczaniu miar ryzy-
ka tego typu mozna wyrdzni¢ podejscie parametryczne i nieparametryczne.
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Znajomos$¢ rozktadu statystyki maksimum lub minimum pozwala, w opar-
ciu o twierdzenia przedstawione w podrozdziale 1.4, wyznaczy¢ dystrybuante
rozktadu granicznego, ktorym jest rozklad Gumbela, Frécheta lub Weibulla
(o ile istnieje), a nastgpnie warto$¢ dystrybuanty dla okreslonego prawdopodo-
bienstwa wystapienia zdarzenia ekstremalnego. Taka sytuacja rzadko sig¢ zdarza,
ale znajomos$¢ chociazby klasy rozktadu umozliwia oszacowanie jego parame-
trow metoda najwigkszej wiarygodnosci, momentow lub metodami opartymi
na kwantylach z préby przedstawionymi w rozdziale drugim i skorzystanie
z odpowiednich twierdzen o rozktadzie odpowiedniej statystyki ekstremalne;.

Nieparametryczne podejScie zwigzane jest z szacowaniem parametrow roz-
ktadu statystyki ekstremalnej na podstawie proby losowej skladajacej sig
z ciagu wartosci statystyk maksymalnych lub minimalnych otrzymanych zwykle
metoda blokowa. W przypadku szacowania ekstremalnej straty X, =W, W,

t+1
gdzie W,,W,, oznaczaja np. ceng¢ rozwazanego instrumentu czy tez warto$¢

t+1

inwestycji, odpowiednio, w chwili ¢ oraz ¢ +1, estymuje si¢ rozktad minimum za

pomoca proby Z” = X" =min{X Xz’i,...,Xn’i}, dlai =1, ..., k, jesli za$ roz-

()i 1i°

(n)

waza si¢ zmienne Y =-X i =

t t?

to na podstawie proby Z =(-X)
= max{—X X, =X, }, dlai =1, ...k, szacuje si¢ rozklad maksimum.

1i”

Ekstremalna warto$¢ narazona na ryzyko ma postac:

var? =(Fy,.)' (p) (5.6.1)
lub
var! =(F),.)' (- p) (5.6.2)

gdzie ( " )_], ( M )_] sa funkcjami odwrotnymi do dystrybuant, odpowied-

“,0,8 0.8

nio, uogolnionego rozktadu minimum i uogoélnionego rozktadu maksimum.

Ze wzgledu na zwigzek miedzy statystykami ekstremalnymi i ich rozktada-
mi (por. wzor (1.4.8)) dalsze rozwazania dotyczy¢ beda maksimum z proby.
Istotne jest tylko rozstrzygnigcie, czy uogolniony rozktad maksimum z proby
jest typu Gumbela, czy tez nie, co mozna zweryfikowac testem zgodnos$ci lub
testem dla indeksu ekstremalnego (por. C. Neves, M. 1. Fraga Alves
[2008]).Wtedy estymatory ekstremalnej wartosci zagrozonej mozna zapisaé
wzorami:

VaR" = i+ 6(~1+(~In(1- p)) ")/, (5.6.3)
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lub
VaR! = ji+&1n(-1n(1- p)), (5.6.4)

w zaleznos$ci od klasy rozktadu statystyki maksymalne;j.

Dla rozktadow Frécheta i Weibulla charakteryzujacych rozktady statystyk
maksymalnych strat utozsamianych ze zmiennymi losowymi o grubych i krot-
kich ogonach estymator okreslony jest wzorem (5.6.3), natomiast dla rozktadu
maksimum typu Gumbela, odpowiadajacego stratom, utozsamianym ze zmien-
nymi losowymi o rozktadach z cienkimi ogonami wzorem (5.6.4).

Wada szacowania warto$ci narazonej na ryzyko w oparciu o kwantyle roz-
ktadow statystyk ekstremalnych jest to, ze uwzglednia ono tylko jedna warto$¢
maksymalna badz minimalna w jednym z m rozwazanych okreséw, nie bierze
pod uwage faktu, ze wartosci takich moze by¢ kilka.

Kolejny sposob szacowania ekstremalnej wartosci zagrozonej uwzglednia
istnienie kilku wartosci bardzo duzych, czy tez bardzo matych, poprzez oszaco-
wanie ogona rozktadu wielkosci strat, czyli rozktadu zmiennej losowej o warto-
$ciach powyzej pewnego progu.

Dla zmiennych okreslajacych wielkos$¢ strat badz warto$¢ logarytmiczne;j
stopy zwrotu mozna wykorzysta¢é modele wartosci ponadprogowych (POT)
przedstawione w podrozdziale 5.4.

Warto$¢ zagrozona VaR,”" dla zmiennej X, definiuje si¢ jako kwantyl

rz¢du 1 — p ogona rozkladu zmiennej (-X,), czyli
VaR*" = F'(1-p), (5.6.5)

gdzie F jest dystrybuanta zmiennej (—X,) o wartoSciach przekraczajacych

pewien ustalony prog. Oszacowaniem £ jest dystrybuanta F okre$lona wzorem
(5.4.14).

Estymator wartosci zagrozonej wyznaczony w oparciu rozktad strat ponad-
progowych ma postac:

. -
I}aR[fOT =u +§ [ip] -1 dla cf #0 (5.6.6)
nu

lub
VaR :OT =u+ ﬁln(lpJ dla é =0, (5.6.7)

u
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gdzie u jest ustalona wartoscia progowa, n, to liczba elementow sposrod
n-elementowej proby przekraczajacych prog u, za$ /§ ,ﬁf sa oszacowaniami pa-
rametr6w uogolnionego rozktadu Pareto uzyskanymi np. metoda momentow

wazonych prawdopodobiefistwami z dystrybuanta empiryczna typu level
crossing.

Prog u ustala si¢ zwykle na poziomie kwantyla rozktadu zmiennej X rzedu
nie mniejszego niz 0,9, co w praktyce oznacza, ze z proby 1000-elementowej do
szacowania warto$ci zagrozonej otrzymamy probe skladajaca si¢ z okoto
100 elementoéw przekraczajacych prog, czyli przy zastosowaniu tej metody nie-
zbedne jest posiadanie bardzo duzych prob.

Analizg ryzyka ekstremalnego mozna przeprowadza¢ w ujeciu wielowymia-
rowym. Przykltadem moze by¢ podmiot zaangazowany w transakcje na rynku
walutowym w kilku walutach, ktéry zainteresowany jest okresleniem maksy-
malnych mozliwych strat. Oszacowania maksymalnej straty mozna dokona¢ na
podstawie oszacowanego rozktadu nalezacego do uogélnionych rozktadow wie-
lowymiarowych statystyk ekstremalnych (por. wzor (1.4.29)).

W podejsciu wielowymiarowym bada si¢ zalezno$¢ wystapienia warto$ci
ekstremalnej jednej ze zmiennych ryzyka od wystapienia wartosci ekstremalne;
dla innych zmiennych ryzyka. Dla przypadku dwuwymiarowego (X X 2) za-

proponowane zostaty tzw. wspotczynniki zalezno$ci w ogonie, w szczegdlnosci
wspotczynnik zaleznosci w goérnym ogonie (por. K. Jajuga [2007, s. 62—-63])
okreslony wzorem:

A, =lim P(X, > F (o)X, > F ' (u) (5.6.8)
gdzie F,, F, sa dystrybuantami zmiennych losowych, odpowiednio, X, X,.

Wspotczynnik ten okresla graniczne prawdopodobienstwo, iz strata na jed-
nej zmiennej ryzyka przekroczy pewna wysoka warto$¢ (wysoki kwantyl), pod
warunkiem ze strata na drugiej zmiennej ryzyka przekroczy wysoka wartos¢
(wysoki kwantyl).

Wspolczynnik zaleznosci A, jest liczba z przedzialu [0, 1]. Im blizszy jest
on 1, tym silniejsza jest zalezno$¢ w ogonie, a silna zalezno$§¢ w tym samym
kierunku oznacza wigksze ryzyko.

Funkcj¢ potaczenia wykorzystuje si¢ do przedstawienia wspdlczynnika za-
leznosci w gérnym ogonie w nastgpujacy sposob:
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A = 1imM, (5.6.9)

u—l1 1—u
co upraszcza analizg ryzyka ekstremalnego w przypadku dwuwymiarowym.

Istnieje wiele funkcji potaczenia C, w szczegdlnosci potaczenie gaussow-
skie 1 przedstawione w podrozdziale 1.4.

5.6.2. Konstrukcja kart kontrolnych w oparciu o statystyki ekstremalne

Kolejnym przykladem zastosowania statystyk ekstremalnych i ich funkcji
jest statystyczna kontrola jakosci. Statystyki maksimum i minimum wykorzystu-
je si¢ do konstrukcji m.in. karty kontrolnej R oraz karty X__—X

Me — R (por. G. Konczak, [2007, s. 70, 90-91]).

Karte R stosuje sig, gdy proces produkcyjny charakteryzuje si¢ duza zmien-
noscia, tzn. ze parametry wyrobow maja szerszy niz dopuszczalny zakres. Wta-
snos$ci rozstepu przedstawione w podrozdziale 1.2 moga by¢ wykorzystane przy
tworzeniu kart kontrolnych.

Linia centralna karty kontrolnej R okreslona jest na podstawie & prob naste-
pujacym réwnaniem:

LC,=R=""—, (5.6.10)

gdzie R, =X ((;’))l -X ((1';?[, dla i=1,2,...,k, jest rozstepem wyznaczanym na pod-

stawie n-elementowych prob X, , X, ,.. X .

I

Granice kontrolne dolna i goérna okreslone sa nastepujaco:

DLK , = max| 0, E—3M , (5.6.11)
d,(n)
GLK, =R +3% (n)R , (5.6.12)
d,(n)

przy czym warto$ci wspotczynnikéw dla wybranych liczebnos$ci prob zamiesz-
czone sa w tablicy 5.6.1.
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Tablica 5.6.1. Wspoétczynniki a, (n), d, (n), d, (n) dla wybranych liczebnosci prob

n 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
az(”) 1,023 | 0,729 | 0,577 | 0,483 | 0,419 | 0,373 | 0,337 | 0,308 | 0,223 | 0,180
) 4,358 | 4,698 | 4,918 | 5,078 | 5,204 | 5,306 | 5,393 | 5,469 | 5,571 | 5,921
d, (n) 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,076 | 0,136 | 0,184 | 0,223 | 0,347 | 0,415

Zrédto:www.zarz.agh.edu.pl/bsolins/karty _kontrolne.html.

Inng karta kontrolng jest karta X _ _ —X, . rejestrujaca najwigksza i naj-
mniejsza warto$¢ cechy w probie, dla ktorej centralna linia kontrolna okreslona
jest poprzez warto$¢ midrange $rednich statystyk pozycyjnych (por. wzoér
(1.2.6)), czyli rownaniem:

y(n) +)?(n)
LCc  =—"_ "0 _uy (5.6.13)

m,M ro
2

R 1& = 1< . .
gdzie X[ =;;X((n”){., X =;ZX(‘1’;§ oraz k jest liczba n-elementowych

i=1
prob, na podstawie ktorych wyznaczane sa warto$ci statystyk ekstremalnych
X0 X0 dlai=1, ..k

Linie kontrolne dolna i goérna okres$lone sa nastepujaco:

3R

DLK, , =M, ——""_, (5.6.14)
d,(mWn
3R

GLK, , =M, +—"Y—, (5.6.15)
d,(nWn

W R —xm_ym
gdzie R, = XJ - X,

za$ d,(n) jest warto$cia odczytana z tablic.

Obserwujac potozenia wartosci maksymalnych i minimalnych, wnioskuje-
my o przebiegu procesu produkcyjnego. Jesli punkty uktadaja si¢ rownomiernie
po obu stronach linii centralnej, pomigdzy linia goérna i dolna, wnioskujemy
o prawidtowym przebiegu produkcji. Jezeli wystepuja przekroczenia linii gornej,
$wiadczy to o wzro$cie wartosci badanej cechy, jesli dolnej — o jej spadku, na-
tomiast jednoczesne przekraczanie obu granic §wiadczy o wzroscie rozrzutu.

Mediang i rozstep wykorzystuje sig¢ rowniez do kontroli procesu produkcyj-
nego poprzez kartg kontrolng Me — R, ktorej linia centralna jest postaci:
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LC, ,=Me (5.6.16)

Me—R

o= 1 ¢ . . . .
gdzie Me = ;ZM@, Me, jest mediang wyznaczong na podstawie i-tej proby.

Granice kontrolne dolna i gérna okreslone sa nastgpujaco:

DLK,, ,=Me—a,(n)R, (5.6.17)

GLK,, ., =Me+a,(n)R, (5.6.18)
k

ZRi

i=1

gdzie R = , za$§ wartosci a,(n) dla wybranych liczebnos$ci prob zawarte sa

w tablicy 5.6.1.

Znajomos$¢ rozktadu zmiennej losowej, z ktora utozsamiana jest badana ce-
cha, moze by¢ wykorzystana do modyfikacji rozwazanych kart kontrolnych
R oraz Me — R, gdyz mozna oszacowac charakterystyki funkcyjne rozstepu
i mediany (twierdzenia 1.3.8, 1.3.17) i wykorzysta¢ kwantyle odpowiednich
rzedow do okreslenia granicy dolnej i gornej karty kontrolne;.

W monitorowaniu procesu nie tylko interesujaca moze by¢ obserwacja po-
ziomu przecigtnego badanej charakterystyki, czy tez jej zréznicowania, ale row-
niez ocena maksymalnej lub minimalnej jej wielkosci. Do konstrukeji kart kon-
trolnych pozwalajacych wykry¢ przesunigcie wartosci ekstremalnych procesu
shuza twierdzenia prezentowane w podrozdziale 1.4. G. Konczak [2013] rozwaza
zmienne losowe o rozktadach takich, ze statystyka maksimum ma rozktad Gum-
bela (por. podrozdziat 1.4). Oszacowanie parametrow rozktadu Gumbela doko-
nuje si¢ na podstawie proby k-elementowej zlozonej z warto$ci maksymalnych
X!} wyznaczanych na podstawie prob n-elementowych.

Linia centralna dla tej karty okreslona jest rownaniem:

LC,, =1+036655, (5.6.19)

gdzie /{, 5 sa wartosciami estymatoréw rozktadu Gumbela.

Linie kontrolne dolna i gorna tworza kwantyle rozktadu Gumbela odpo-
wiednich rzedoéw, np. lini¢ centralna — kwantyl rzedu 0,5, dolna — kwantyl rzedu
0,05, natomiast goérng — kwantyl rzedu 0,95.
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W przypadku analizy procesow, w ktorych zmienna losowa charakteryzuje
si¢ rozktadami o grubych ogonach, przy konstrukeji kart kontrolnych nalezy
wzia¢ pod uwage mediang i kwantyle rozktadu Frécheta, bedacego granicznym
rozktadem maksimum (por. podrozdziat 1.5). W tym przypadku linie karty kon-
trolnej okresla si¢ nastgpujaco:

A

LCpy = At (5.6.20)
20,693
A A 1
DILK,, =A+6(-Inp)7, (5.6.21)
A A 1
GLK ,, = A+6(=In(1-p))7, (5.6.22)

A

gdzie A, &, i y sa oszacowanymi warto$ciami uogdlnionego rozktadu maksi-

mum z proby (por. tablica 1.4.1), za§ p okresla rzad kwantyla rozkladu Frécheta
stanowiacy dolna granice karty.

5.7. Uwagi koncowe

W rozdziale szczeg6lna uwage poswigcono problemom estymacji indeksu
ekstremalnego begdacego parametrem ksztattu rozktadu statystyki maksymalnej
i jednoczes$nie parametrem uogolnionego rozktadu Pareto, ktory jest granicznym
rozktadem wartosci przekraczajacych pewien ustalony prég. Rozwazano zardw-
no parametryczne, jak i semiparametryczne metody szacowania jego wartosci,
a wsrod nich autorska propozycje — metode momentéw wazonych prawdopodo-
bienstwami ze zmodyfikowang dystrybuanta.

Ze wzgledu na zastosowania kwantyli do wyznaczania ekstremalnej warto-
$ci narazonej rozwazano metody estymacji kwantyli rozktadu zmiennej losowej
wysokich rzedéw. Na uwage zasluguje semiparametryczna metoda bootstrapowa
wykorzystujaca oszacowanie rozktadu ogona zmiennej losowe;j. Jej zastosowa-
nie prowadzito do otrzymania przedziatow ufnosci o mniejszej rozpigtosci niz
w przypadku zastosowania nieparametrycznej metody bootstrapowej, pokrywa-
jacych szacowany kwantyl z prawdopodobienstwem rownym ustalonemu
wspotczynnikowi ufnosci.

Ponadto przedstawiono przykilady wykorzystywania statystyk ekstremal-
nych i ich funkcji do okre$lania miar ryzyka ekstremalnego i tworzenia kart
kontrolnych wraz ze wskazaniem mozliwosci ich modyfikacji w oparciu o wcze-
$niej przeprowadzone analizy.



6. WYBRANE EMPIRYCZNE ZASTOSOWANIA
STATYSTYK POZYCYJNYCH
W BADANIACH EKONOMICZNYCH

6.1. Uwagi wstepne

Statystyki pozycyjne sa wykorzystywane do estymacji parametrow rozkta-
du zmiennych losowych, z ktérymi utozsamia si¢ rozwazane cechy ekonomicz-
ne, spoteczne czy tez przyrodnicze, oraz do szacowania miar definiowanych
w oparciu o kwantyle rozkladu tych zmiennych. Przyklady obydwu rodzajow
zastosowan zaprezentowane zostang w niniejszym rozdziale, z uwzglednieniem
whasnych propozycji przedstawionych w metodologicznej czg$ci pracy.

Do prezentacji przykladow empirycznych zastosowan statystyk pozycyj-
nych wybrano nastgpujace obszary badan: analizy dochodow i wydatkow lud-
nosci, analizy ryzyka na rynku finansowym i ubezpieczeniowym oraz tworzenie
kart kontrolnych w statystycznej kontroli jakosci.

Badanie poziomu i jakos$ci zycia ludno$ci zwigzane jest z analizg rozktadu
ich dochodow, wydatkow, badaniem nierdwnomiernos$ci dochodéw i analiza
miar ubdstwa oraz bogactwa. Na podstawie danych pochodzacych z Badania
Budzetow Gospodarstw Domowych z IV kwartatu 2008 r. szacowano rozklady
dochodéw oraz mediang rozktadu dochodéw wykorzystywana do okreslania
réznego rodzaju miar stosowanych w badaniach ubdstwa i bogactwa gospo-
darstw domowych.

Rozwdj statystycznych metod oceny ryzyka rynkowego, w szczegodlnosci
metod bazujacych na koncepcji pomiaru zagrozenia, sprawia, ze W empirycz-
nych przyktadach nie mozna pomina¢ problemu estymacji tego typu miar.
W oparciu o kwantyle odpowiednich rzedow definiuje si¢ miary ryzyka rynko-
wego, takie jak: VaR — warto$¢ narazona na ryzyko i Expected Shortfall oraz
modyfikacje VaR, typu EaR — zysk narazony na ryzyko, CFaR — przeptywy
pienig¢zne narazone na ryzyko, wykorzystywane w analizach ryzyka w przedsig-
biorstwie.

Na podstawie danych rzeczywistych dotyczacych stop zwrotu indeksow
gietdowych oraz akcji notowanych na gietdach papieréw wartosciowych szaco-
wano miary wartosci narazonej na ryzyko, zwykte i ekstremalne.
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Zastosowanie bootstrapowej metody estymacji przedstawiono na przykta-
dzie estymacji wspolczynnika bezpieczenstwa wykorzystywanego przy ustala-
niu wysokosci indywidualnych sktadek ubezpieczeniowych przez towarzystwa
ubezpieczeniowe, na takim poziomie, aby prawdopodobienstwo poniesienia
straty na danym portfelu w kolejnym okresie nie przekroczylo ustalonej warto-
sci. Tego typu podejscie sprawia, ze wspdlczynnik bezpieczenstwa jest kwanty-
lem ustalonego rzedu rozktadu sumy roszczen dla catego portfela.

Przedstawiono rowniez zastosowanie statystyk pozycyjnych w konstrukcji
odpornych kart kontrolnych.

Zaprezentowane praktyczne zastosowania statystyk pozycyjnych w przed-
stawionych procedurach estymacji uwzgledniaja autorskie propozycje metod
rozwazanych w poprzednich rozdziatach pracy.

6.2. Zastosowanie statystyk pozycyjnych w analizach dochodow
i wydatkow ludnosci

W badaniach poziomu i jakosci zycia ludnosci moga znalez¢ zastosowanie
metody estymacji oparte na statystykach pozycyjnych, w szczegdlnosci proce-
dury estymacji proponowane w drugim rozdziale oraz estymatory parametrow
pozycyjnych prezentowane w czwartym rozdziale monografii.

W analizach dochodéw korzysta si¢ z roznorodnych wariantow dochodu
gospodarstwa domowego, m.in. rozwaza si¢ dochdod brutto bedacy suma
wszystkich przychodow pieni¢znych oraz dochod rozporzadzalny, czyli dochod
po odliczeniu podatku i powigkszeniu o wszystkie dodatki. W Polsce w bada-
niach dochodéw korzysta si¢ z dochodu miesigcznego, w niektoérych krajach
analizuje si¢ dochdd roczny, ktory dla niektorych grup spoteczno-zawodowych,
np. gospodarstw rolnych, lepiej odzwierciedla strumien zasobow (por. S. Kot
[2000, s. 105-106]).

Dochody utozsamiane sa ze zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci
dodatnie, o jednomodalnym rozktadzie i dodatniej asymetrii. Empiryczne roz-
ktady dochodoéw aproksymuje si¢ najczesciej rozktadem log-normalnym, Burra
typu IIl, zwanym rowniez Daguma, i Burra typu XII, nazywanym Singha-
Maddali. Ograniczajac rozwazania do pewnych grup, otrzymujemy przyblizenia
rozktadow empirycznych do innych rozktadow teoretycznych, np. rozktady
dochodow o0s6b bogatych, czyli 0sob o dochodach ekwiwalentnych przekracza-
jacych ustalona granice bogactwa charakteryzuja si¢ rozktadem Pareto. Metody
szacowania parametrow rozktadéw dochodéw wraz z przyktadami zastosowan
przedstawione sa m.in. w pracy C. Domanskiego [2005, s. 16—48]. Do metod
tych mozna dotaczy¢ procedury oparte na kwantylach z proby przedstawione
w rozdziatach drugim i trzecim.
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Rozwazane metody momentow wazonych prawdopodobienstwami, w szcze-
g6lnosci proponowana modyfikacja wykorzystujaca dystrybuant¢ empiryczna
level crossing, zastosowane zostana do szacowania parametréw rozktadu
zmienne] losowej okres$lajacej wysokos¢ dochoddéw osob najbogatszych, tzn.
o dochodach przekraczajacych granice bogactwa zdefiniowana jako trzy warto-
$ci mediany (por. podrozdziat 4.7.1).

Analiz¢ dochodéw i wydatkow w Polsce przeprowadzono na podstawie
proby losowej pochodzacej z badania budzetéw gospodarstw domowych, ktore
odbyto si¢ w IV kwartale 2008 r. W oparciu o dane dotyczace 9305 gospo-
darstw wyznaczono miesi¢eczne dochody i wydatki ekwiwalentne. Stosowano
stochastyczna skale ekwiwalentno$ci uwzgledniajaca liczbe os6b w gospodar-
stwie domowym postaci:

X=2n (6.2.1)

gdzie X, oznacza dochod gospodarstwa domowego sktadajacego si¢ z m osob,

za$ ¢ jest ustalong liczba z przedziatu [O, 1]. W analogiczny sposob wyznacza-
no wydatki ekwiwalentne.

Z analiz przedstawionych w pracy S. Kota [2008, s. 75-77] dotyczacych
wydatkoéw gospodarstw domowych w 2000 r. wynika, ze przy wykorzystaniu
potegowej skali ekwiwalentnosci z wartoscia € =0,58139 rozklady zmiennych
losowych opisujacych wydatki w m-osobowych gospodarstwach domowych
byly bardzo zblizone do rozktadu wydatkéw w jednoosobowych gospodar-
stwach, stanowiacych punkt odniesienia. Dlatego rowniez w badaniach dotycza-
cych roku 2008 wykorzystano & =0,58139, analizujac zarowno wydatki, jak
1 $cisle z nimi zwiazane dochody gospodarstw domowych.

Na podstawie wartosci dochodéw ekwiwalentnych oszacowano granicg bo-
gactwa, wykorzystujac dwa estymatory mediany: standardowy i Bersteina.

Ze wzgledu na bardzo duza liczebnos¢ proby praktycznie nie ma rdéznic
migdzy warto§ciami rozwazanych estymatorow (por. tablica 6.2.1).

Tablica 6.2.1. Wartos$ci estymatoréw mediany i granicy ubdstwa

Estymator mediany Me™™ Me®®
Warto$¢ estymatora mediany (w zt.) 1513,68 1513,44
Granica bogactwa (w zt.) 4541,04 4540,32

Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie danych GUS.
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Okazato sig, ze 245 gospodarstw domowych sposrod 9305 charakteryzowa-
lo si¢ dochodami ekwiwalentnymi wyzszymi niz warto$¢ granicy bogactwa.
Histogramy rozktadow dochodow ekwiwalentnych (X) i wydatkow ekwiwalent-
nych (Y) gospodarstw domowych osiagajacych dochody wyzsze niz granica
bogactwa otrzymane na podstawie tej proby przedstawiaja rysunki 6.2.1 — 6.2.2.
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Rysunek 6.2.1. Histogram rozktadu dochodéw ekwiwalentnych gospodarstw
o dochodach wyzszych niz linia bogactwa
Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie danych GUS
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Rysunek 6.2.2. Histogram rozkladu wydatkéw ekwiwalentnych gospodarstw
o dochodach wyzszych niz linia bogactwa
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych GUS
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Rozklad dochodow ekwiwalentnych gospodarstw domowych okazal sig
rozktadem Pareto, w przeciwienstwie do rozkltadu wydatkow dla tej grupy
gospodarstw. Parametry rozktadu Pareto opisujacego rozktad zmiennej X sza-
cowano, stosujac metode momentéw wazonych prawdopodobienstwami z kla-
syczng dystrybuanta empiryczna (mMWP) oraz zmodyfikowana metode
momentoéw wazonych prawdopodobienstwami z dystrybuanta empiryczng level
crossing (zmMWP).

W wyniku zastosowania metody mMWP z klasyczna dystrybuanta empi-
ryczna otrzymano nast¢pujace oszacowania parametrow 6 1 a funkcji ggstosci
rozktadu Pareto (wzory (2.5.17), (2.5.18)):

0=4498,06 zt., 4=28151 z,

natomiast w przypadku zmodyfikowanej metody zmMWP (wzory (2.6.9),
(2.6.10)):

0 = 4464.,66 7, a=2,7776 z.

Z przeprowadzonych analiz symulacyjnych, ktorych przyktadowe rezultaty
dla wybranych rozktadow zaprezentowano w trzecim rozdziale pracy, wynika,
ze estymatory zmMWP charakteryzuja si¢ mniejszym btedem $redniokwadrato-
wym. Zasadne wydaje si¢ zatem przyjegcie, iz rozklad dochodow ekwiwalent-
nych gospodarstw bogatych w Polsce charakteryzuje si¢ rozktadem Pareto
o dystrybuancie:

0 dla x <4464,66,
Fle)=1 (4464,66

X

2,7776
j dla x> 4464,66.

Dodatkowo z twierdzenia 1.4.9 wynika, ze granicznym rozkladem standa-
ryzowanej statystyki maksimum dochodéw ekwiwalentnych osob bogatych jest
rozktad Frécheta o dystrybuancie H,,. Oszacowany indeks ekstremalny

: 1
d 2,7776
z estymacja ogona rozktadu dochodéw os6b bogatych.

Miesigczne wydatki ekwiwalentne gospodarstw domowych o dochodach
przekraczajacych granicg bogactwa charakteryzuje rozktad jednomodalny, asy-
metryczny, dlatego szacowano najczgsciej wystgpujaca wielkos¢é wydatkow

=0,36 moze by¢ wykorzystany do dalszych analiz zwiazanych
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w tej grupie. Ze wzgledu na asymetrig rozktadu wykorzystano estymator domi-
nanty okreslony wzorem (4.6.11), otrzymujac warto$¢ rowna:

Do =2934,959 zi,

€O oznacza, ze najczg¢sciej pojawiajacymi si¢ miesiecznymi wydatkami ekwiwa-
lentnymi w grupie osob bogatych w IV kwartale 2008 r. w Polsce byty wydatki
na poziomie 2934,959 zt.

W badaniach dochodéw ludnosci na podstawie mediany z proby szacuje si¢
nie tylko miary bogactwa, ale rowniez miary ubostwa przedstawione w podroz-
dziale 4.7.1. Miary te zastosowane zostana do analizy dochodéw gospodarstw
domowych Iudnosci w Polsce w IV kwartale 2008 r, m.in. pod katem natgzenia
i glgbokosci ubostwa.

Na podstawie dochodéw ekwiwalentnych oszacowano granicg ubostwa
za pomoca standardowego estymatora mediany i proponowanego estymatora
Bersteina, otrzymujac:

G =908,21zL, G =908,06 zt.

Wyznaczona linia ubdstwa pozwala oszacowa¢ wskaznik zagrozenia ubo-
stwem. Za zagrozone ubdstwem uwaza si¢ osoby, ktorych dochody sa nizsze niz
ustalona granica ubdstwa. W IV kwartale 2008 r. okazalo sig, ze ponizej linii
ubostwa znalazto si¢ 1405 gospodarstw, sposréd 9305 przebadanych, czyli
otrzymano estymator wskaznika zagrozenia ubostwem (wzor (4.7.4)) o wartosci:

A

/4

s, = 0,15099.

Jest to estymator nieobciazony o wariancji w przyblizeniu roéwnej
0,14-107",

Niemal identyczny wynik otrzymano, stosujac proponowany estymator
(4.7.6), tzn.

W._ . =0,15097.

zg.ub.

Skonstruowany, w oparciu o wzor (4.7.5), przedziat (0,1444, 0,1577) po-

krywa warto$¢ rozwazanego wskaznika zagrozenia ubdstwem z ufnoscia 0,95.
Wykorzystujac oszacowania granicy ubostwa, wyznaczano:
— indeks luki dochodowej ubogich,
— indeks luki dochodowe;.
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Oszacowany indeks luki dochodowej ubogich w Polsce w badanym okresie
Wynosi:

I, =0,2358
1 okresla przecigtne zubozenie w obrgbie grupy gospodarstw biednych.
Indeks luki dochodowe;j:
1,=0,0356

informuje o stopniu przecigtnego zubozenia calej populacji gospodarstw domo-
wych w Polsce w 2008 r.

Wartos¢ indeksu DU mierzacego dotkliwos¢ ubdstwa wynosi 0,0142.
Analiza zamoznosci spoleczenstwa zwiazana jest z obliczeniem wskaznika
bogactwa (wzér (4.7.10) 1 szacowaniem indeksu zamoznosci (wzor (4.7.13)).
Dla gospodarstw domowych badanych w IV kwartale 2008 r. wynosza one:
W,

bogactwa

=0,0263,

1°=0,0141.

Mierniki ubostwa i bogactwa mozna wykorzysta¢ do analiz poziomu zycia,
jego zréznicowania w regionach geograficznych czy w wyodrebnionych gru-
pach spoteczno-ekonomicznych.

W  badaniach GUS wyrdznia si¢ nastgpujace grupy spoteczno-
-ekonomiczne:

—  gospodarstw pracownikow,

—  gospodarstw rolnikow,

— gospodarstw pracujacych na wlasny rachunek,

—  gospodarstw emerytow i rencistow,

— gospodarstw utrzymujacych sig¢ z niezarobkowych zrodet.

W tablicy 6.2.2 przedstawiono indeksy charakteryzujace ubostwo w po-
szczegolnych grupach spoteczno-ekonomicznych, natomiast w tablicy 6.2.3
mierniki zamozno$ci. Otrzymane wyniki §wiadcza o zrdznicowaniu grup spo-
leczno-ekonomicznych zaréwno pod wzglgdem ubodstwa, jak i zamoznosci.
Najbardziej dotknigta ubdstwem okazala si¢ grupa gospodarstw rolnikow charakte-
ryzujaca si¢ najwyzszym wspotczynnikiem zagrozenia ubdstwem 1 najwigksza
gleboko$cia oznaczajaca najwigkszy dystans miedzy dochodami ekwiwalent-
nymi ubogich gospodarstw domowych i granica ubdstwa. Odsetek gospodarstw



234 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

o dochodach wyzszych niz wyznaczona granica bogactwa okazal si¢ najwigkszy
w grupie gospodarstw pracujacych na wiasny rachunek. Dla tej grupy rowniez
najwigkszy byt indeks zamozno$ci. Dos¢ wysokie wskazniki bogactwa charak-
teryzuja rowniez grupg gospodarstw rolnikow.

Tablica 6.2.2. Zroznicowanie ubdstwa w poszczegolnych grupach spoteczno-ekonomicznych

Grupy spoteczno-ekonomiczne n; Wzg.ub, I du I 4 DU
Gospodarstwa pracownikoéw 4656 0,1018 0,2053 0,0209 0,0074
Gospodarstwa rolnikow 459 0,2658 0,4204 0,1117 0,0661
Gospodarstwa pracujacych na wtasny
rachunek 632 0,0665 0,2745 0,0183 0,0097
Gospodarstwa emerytow i rencistow 3233 0,1884 0,1936 0,0365 0,0113
Gospodarstwa utrzymujacych sig z
niezarobkowych zrodet 325 0,0281 0,3370 | 0,0095 0,0780

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tablica 6.2.3. Zréznicowanie zamoznosci w poszczegdlnych grupach spoteczno-ekonomicznych

Grupy spoteczno-ekonomiczne angac,wa J°
Gospodarstwa pracownikéw 0,0305 0,0158
Gospodarstwa rolnikow 0,0741 0,0410
Gospodarstwa pracujacych na wlasny rachunek 0,0807 0,0479
Gospodarstwa emerytow i rencistow 0,0046 0,0025
Gospodarstwa utrzymujacych si¢ z niezarobkowych zrédet 0,0092 0,0028

Zrodto: obliczenia wlasne.

6.3. Zastosowanie kwantyli z préby do estymacji miar ryzyka na rynku
finansowym

Koncepcja VaR jest znana od dawna, ale jej praktyczne znaczenie wzrosto
dopiero w pierwszej potowie lat dziewigcdziesiatych ubieglego stulecia. Bada-
nia i przyklady zastosowan wartosci narazonej na ryzyko przedstawione sa
w wielu pracach, m.in. w artykutach takich autorow, jak: W. Dziubdziela i in.
[2011], R. Gengay, F. Selcuk [2004], M. Gilli, E Kéllezi [2006], I. A. Onour
[2010], M. Stachura, B. Wodecka [2012].
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Zaprezentowane w podrozdziale 4.7 miary ryzyka oparte na wartosci za-
grozonej wykorzystane zostaly do analizy stop zwrotu:

— indeksu WIG 20,

—indeksu DJIA,

— cen akcji Banku Handlowy.

Niech R, R,,... bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslajacych loga-
rytmiczne dzienne stopy zwrotu indeksu. Aby stosowac przedstawione w po-
przednich rozdziatach metody, nalezy poczyni¢ zalozenia o niezaleznoS$ci
zmiennych R, R,, ... oraz o ich identycznym rozktadzie.

Wartos$¢ zagrozona szacowano, wykorzystujac:

— kwantyl empirycznego rozktadu zmiennej losowej R,;

— rozklad statystyki maksymalnej zmiennej (- R, ), dzielac obserwacje na

miesigczne bloki;
— metode progowa z ustalong wartoscia progu na poziomie kwantyla rz¢du 0,9.
Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu WIG 20 w ciagu kolejnych
1000 dni przedstawiono na rysunku 6.3.1.
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Rysunek 6.3.1. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu WIG 20
w okresie 28.04.2009 — 19.04.2013
Zrodto: opracowanie whasne

Z rozktadu empirycznego, dla dwoch wybranych pozioméw tolerancji,
otrzymano nastgpujace oszacowania wartosci narazonej na ryzyko:

VaR, s = 0,0299, VaR,,, =0,0981.

Oznacza to, iz prawdopodobienstwo sytuacji, w ktorej warto$¢ dziennej lo-
garytmicznej stopy zwrotu bedzie nizsza niz (—0,0299), jest rowne 0,05, nato-
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miast prawdopodobienstwo, ze dzienna logarytmiczna stopa zwrotu bedzie niz-
sza niz (—0,0981), wynosi 0,01.

Kolejne metody dotyczyly oszacowania ekstremalnej warto$ci narazonej na
ryzyko w oparciu o rozktad maksymalnych logarytmicznych stép zwrotu oraz
ogona rozktadu strat. Procedury te wymagaja estymacji indeksu ekstremalnego
£. Do tego celu wykorzystano estymator momentowy (wzor (5.3.6)). Na rysun-

ku 6.3.2 przedstawiono zalezno$¢ szacowanego indeksu ekstremalnego & od
ustalonej liczby k. Jak wida¢, w poblizu £ = 100 warto$¢ estymatora é sig sta-
bilizuje. Dla £ = 100 estymator ma warto$¢ ff =0,563, dla £ = 150 wynosi
é‘: =0,569, natomiast dla k¥ = 200 przyjmuje wartos$¢ §A =0,586. Dodatnia war-
tos¢ f oznacza, ze rozktad logarytmicznych stop zwrotu indeksu WIG 20 cha-

rakteryzuje si¢ grubym prawym ogonem.
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Rysunek 6.3.2. Wartosci estymatora momentowego dla réznych warto$ci k
Zrédto: opracowanie whasne

W celu potwierdzenia decyzji o przynalezno$ci dystrybuanty rozktadu
maksymalnych logarytmicznych stép zwrotu indeksu WIG 20 do obszaru przy-
ciagania dystrybuanty rozktadu Frécheta sformutowano hipoteze:

H,:F(z)eQ

Hijs

wobec hipotezy alternatywnej:

H, :F(z)eQ

Hy 05y
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i zastosowano Gt test (por. C. Neves i in. [2006]), ktorego statystyka postaci:

1 & 2
*Z(X((:-)m) _X((:—)m)
k<
G (k)=+k/4 =

”( ) / 1 : (n) (n) ’
;;X(n—iﬂ) - X(n—k)

) (6.3.1)

ma rozktad asymptotycznie normalny N (0,1). Jesli warto$¢ statystyki testu
spetnia nierownosé: G, (k)>u, ,, gdzie ®(u, ,)=1-e, to na poziomie istotno-
$ci a odrzuca si¢ hipoteze zerowa na korzys$¢ alternatywne;.

Na podstawie obliczonej statystyki testu G,,,,(100) =3,946 otrzymano de-

cyzje o odrzuceniu hipotezy o rozktadzie Gumbela statystyki maksymalnej na
korzy$¢ alternatywnej, zgodnie z ktora rozktad maksimum z préby jest rozkta-
dem Frécheta, czyli rozktad zmiennej X, =—R, charakteryzuje si¢ grubym
prawym ogonem.

Wyznaczenie wartosci VaR przy uzyciu rozktadu statystyk ekstremalnych
wymaga pogrupowania warto§ci w pewne bloki i wyznaczenia maksimow
w kazdym z blokéw. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu WIG 20 podzielone
zostaty na miesiace i okreslono maksymalne miesigczne straty. Na podstawie
otrzymanej proby oszacowano parametry rozktadu statystyki maksimum, stosu-
jac metod¢ najwigkszej wiarygodnosci. Uzyskano £ =0,019, & =0,008,

é =0,509. Zatem oszacowana dystrybuanta uogdlnionego rozktadu maksimum
wyraza si¢ wzorem:

—1,965
. ~0,019
FY (x)=exp| —| 140,509 "2 , 6.3.2
) p( ( . ] J (632)

natomiast kwantyl rz¢du p:

0,008((—1In p) ™™ 1)

Z =0,019+
g 0,509

(6.3.3)

Ekstremalne wartos$ci narazone na ryzyko, okreslone jako kwantyle rozkta-
du maksimum rzgdow 0,95, 099 oraz 0,999 (por. wzor 5.6.2), wynosza:

VaR, . =0,0746, VaR,, =0,1667, VaR,, =0,5320.
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Inne podejscie do szacowania maksymalnej warto$ci narazonej na ryzyko
zwiazane jest estymacja dystrybuanty ogona rozktadu zmiennej X,. Poniewaz
warto$¢ oszacowanego indeksu ekstremalnego & okazata sig¢ wigksza niz 0,5, to
rozklad zmiennej Y, = X, —u, gdzie u jest ustalonym progiem, szacowano wy-
korzystujac uogolniony rozktad Pareto o dystrybuancie okreslonej wzorem:

1

F 12t
e (V) ( +é‘ﬂJ

Parametry rozktadu strat ponad prog ustalony na poziomie kwantyla 0,9
i wynoszacy 0,019 nie moga by¢ oszacowane ani poprzez zastosowanie metody
najwigkszej wiarygodno$ci (przy numerycznym wyznaczaniu warto$ci estyma-
toréw parametru rozktadu za pomoca programu Mathematica 8 pojawia si¢ in-
formacja o braku zbiezno$ci algorytmu), ani za pomoca metody momentow,
gdyz dla uogoélnionego rozktadu Pareto o wartosci & > 0,5 nie istnieje warian-

cja. Do oszacowania parametrow tego rozktadu zostalty wykorzystane dwie me-
tody momentoéw wazonych prawdopodobienstwami oraz kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow. Metody te oznaczono nastgpujaco:

— metoda I: mMWP, w ktorej prawdopodobienstwa okreslone zostaty

za pomoca dystrybuanty empirycznej F, ( y) = ﬁ anl (1 (o) ( (<I")> )_ 1),

—metoda II: zmMWP z dystrybuanta empiryczna level crossing;
— metoda III: kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow (Kmnk).
Otrzymane wyniki zawarte sa w tablicy 6.3.1.

Tablica 6.3.1. Oszacowania parametréw uogoélnionego rozktadu Pareto wybranymi metodami

Parametr Metoda I Metoda I1 Metoda III
p 0,015 0,014 0,024
& 0,437 0,453 0,121

Zrddto: opracowanie wlasne.

Poza metoda III wyniki oszacowan parametru £ sa zblizone. Wczesdniejsze
analizy wlasno$ci metod wskazywaly, ze estymatory parametréw rozktadu
zmiennej losowej otrzymane kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow
maja wigksze obciazenia i btedy Sredniokwadratowe, zatem wyniki uzyskane
metoda III nalezy uzna¢ za najmniej wiarygodne. Dla parametru & wartos$ci

estymatorow sa nieco inne niz wstgpnie oszacowanego semiparametrycznego
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estymatora momentowego, ale i w tym przypadku najbardziej r6zni si¢ wartos¢
estymatora otrzymanego metoda III.

Postaci oszacowanych dystrybuant ogona rozkltadu strat mierzonych loga-
rytmicznymi stopami zwrotu sa nastgpujace:

2,288
F(x)=1-0,1l 1+0,437 *-0,019 (metoda 1),
0,015
22,208
Fi(x)=1-0, 140,453 X = 2019 (metoda I1),
0,014
-8,264
£ =1-0, 140121222019 (metoda III).
: 0,024

Kwantyle z prob rzedu 0,999 przyjmuja wartosci: Qé,%g =0,24], Qf 900 = 0,237,
Qquggg =0,167 i stanowig oszacowania warto$ci narazonej na ryzyko na pozio-

mie tolerancji 0,001. Otrzymane warto$ci kwantyli sa nizsze niz kwantyl rzgdu
0,999 wyznaczony na podstawie dystrybuanty statystyki maksimum z proby.

Drugim analizowanym indeksem jest DJIA — jeden z najwazniejszych in-
deksow akcji spotek notowanych na gieldzie papierow wartos§ciowych w Nowym
Jorku. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu tego indeksu przedstawione sa na ry-
sunku 6.3.3.

—0,02

—0,04 |

Rysunek 6.3.3. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu DJIA w okresie
29.04.2009 — 19.04.2013

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Korzystajac z dystrybuanty rozkladu empirycznego dziennych logaryt-
micznych stop zwrotu indeksu DJIA, otrzymano, przy ustalonych poziomach
tolerancji, nastgpujace oszacowania wartosci zagrozone;j:

VaR,,; =0,0164, VaR,, =0,0281.

Oszacowanie parametru & za pomoca estymatora momentowego w tym

przypadku nie przyniosto pozadanych rezultatow. Jak wida¢ na rysunku 6.3.4,
nie mozna odczyta¢ przyblizonej wielkosci k, dla ktorej wartosci indeksu za-
czynajg si¢ stabilizowac.

51%« A
1,0

05 L

-1,0 |

Rysunek 6.3.4. Wartosci estymatora momentowego dla réznych warto$ci k

Zrddto: opracowanie wlasne

W celu zbadania, czy dystrybuanta statystyki maksimum strat mierzonych
wielkos$cia logarytmicznej stopy zwrotu lezy w obszarze przyciagania dystrybu-
anty rozktadu Gumbela, tym samym, czy warto$¢ indeksu & jest rowna zero,
sformutowano hipotezy analogiczne jak dla indeksu WIG 20. W tym przypadku
zastosowano rowniez test zgodnosci Gt, ktorego sprawdzianem jest statystyka
wyrazona wzorem (6.3.1). Warto$¢ statystyki wyniosta G,,,,(100) = 0,050, co
oznacza brak podstaw do odrzucenia hipotezy zgodnie z ktora statystyka mak-
simum ma rozktad Gumbela.

Rozktad wartosci ponadprogowych, czyli zmiennej Y, =(—R)—u, gdzie
u jest warto$cia progowa ustalona na poziomie kwantyla empirycznego rzedu
0,9 okresla sig¢ za pomoca dystrybuanty postaci:
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Fy ()=1- exp(— %j dlay > 0. (6.3.4)

Zatem estymatorem parametru £ jest Srednia arytmetyczna z proby, czyli
=0,0003 oraz:

~ x-0,012
F(x)=1-0,lexp| ———— |. 6.3.5
(x) xp( 0003 ] (63.5)
Oszacowany kwantyl rzedu 0,999 przyjmuje wartos¢:
QA0,999 =0,012-0,003-1n(0,01) = 0,0258 (6.3.6)

i okresla warto$¢ narazong na ryzyko na poziomie tolerancji 0,001.

Z analiz wynika, ze warto$ci ryzyka dla polskiego indeksu WIG 20 sa
wigksze niz dla amerykanskiego indeksu DJIA. Otrzymane wyniki sa zgodne
z obserwacjami rynku finansowego zwiazanego z inwestowaniem na gieldach.
Mozna sadzi¢, ze w analizowanym okresie bardziej ryzykowne byly inwestycje
na warszawskiej gietdzie niz na nowojorskie;j.

Logarytmiczne stopy zwrotu akcji notowanych na GPW zwykle maja roz-
ktady charakteryzujace si¢ grubymi ogonami. Jednym z rozktadéw gruboogo-
nowych jest rozklad Cauchy’ego (¢z-Studenta o jednym stopniu swobody).
Do badania zgodnosci rozktadu logarytmicznych stop zwrotu indeksu WIG 20
zastosowano test Kotlmogorowa, otrzymujac decyzje o odrzuceniu hipotezy
zerowej o zgodno$ci z rozktadem Cauchy’ego. Dla indeksu DJIA nie ma pod-
staw do odrzucenia hipotezy o rozktadzie Gumbela statystyki maksimum (wy-
nik testu Gt). Swiadczy to rowniez o braku zgodnosci rozktadu logarytmicznych
stop zwrotu DJIA z rozktadem Cauchy’ego. Analiza cen akcji Banku Handlo-
wego w okresie 27.04.2009 r. — 19.04.2013 r. i weryfikacja hipotezy zerowej
o zgodnosci rozkladu logarytmicznych stop zwrotu cen akcji tego banku (X)
z rozktadem Cauchy’ego na poziomie istotnosci 0,05 dostarczyly informacji
o braku podstaw do jej odrzucenia. Histogram otrzymany na podstawie 1000-
elementowej proby przedstawia rysunek 6.3.5.

Parametry rozktadu Cauchy’ego oszacowano proponowang w drugim roz-
dziale medianowo-kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow, otrzymujac:

rhMKmnk = 030006 ) j’MKmnk = 0,009O .
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Zatem oszacowana dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac:

F(x) =5 +—arcitg 0.009

- 1 1 x—0,0006
- —_— |

Z rezultatow badan przedstawionych w rozdziale czwartym wynika, ze
w tym przypadku nalezy skorzysta¢ z oszacowania empirycznego rozktadu dys-
trybuanty. W wyniku jej wykorzystania otrzymujemy:

VaR, ,; =0,0562, VaR,, =0,2858.

150
100

50

-0,05 0,00 0,05
Rysunek 6.3.5. Histogram logarytmicznych stop zwrotu akcji Bank Handlowy w okresie

27.04.2009 — 19.04.2013

Zrddto: opracowanie wlasne

Rozktady statystyki maksimum i minimum to odpowiednio rozktad Fréche-
ta i odwrocony Frécheta (twierdzenie 1.4.8), a indeks ekstremalny & =1. Osza-
cowanie parametrow rozktadu wartosci ekstremalnych w sposob analogiczny
jak dla indeksu WIG 20 pozwala wyznaczy¢ miary ryzyka ekstremalnego.

6.4. Zastosowanie metod estymacji opartych na statystykach
pozycyjnych na rynku ubezpieczeniowym

Przyktadem wykorzystania kwantyli z préby na rynku ubezpieczeniowym
jest estymacja wspotczynnika bezpieczenstwa stosowanego przy szacowaniu
sktadek ubezpieczeniowych. W literaturze mozna znalez¢ wiele zasad kalkulacji
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indywidualnych sktadek, w ktorych pojawia si¢ wspotczynnik bezpieczenstwa
(por. W. Ronka-Chmielowiec [2002, s. 201-207]). Powinien on by¢ okreslony
na takim poziomie, aby zapewni¢ bezpieczenstwo zakladowi ubezpieczen,
a jednocze$nie pozwoli¢ na ustalenie ,,atrakcyjnej” dla klientow wysokosci
sktadki ubezpieczeniowej (por. P. Kowalczyk i in. [2006]).W ubezpieczeniach
majatkowych ryzyko ubezpieczeniowe mierzone jest dla catych portfeli,
a sktadke okresla si¢ na takim poziomie, aby prawdopodobienstwo poniesienia
straty na danym portfelu w ciagu kolejnego okresu nie przekroczylo ustalonej
z gbory warto$ci. Oznacza to, ze sktadka dla portfela ryzyka ustalana jest na po-
ziomie pewnego kwantyla rozktadu tacznej sumy roszczen w portfelu. W tym
przypadku konieczna jest znajomo$¢ rozktadu tacznej sumy roszczen S, ktora
jest suma niezaleznych zmiennych losowych X,,X,,...,X, oznaczajacych
warto$ci kolejnych wyptat.

Wielkos¢ sktadki H(S) dla catego portfela ustalana jest na takim poziomie,
aby prawdopodobienstwo poniesienia straty na danym portfelu w kolejnym
okresie nie przekroczyto ustalonej wartosci p €(0,1), czyli P(S >TI(S))< p.

Zatem

F(11(s))>1-p, (6.4.1)

gdzie F jest dystrybuanta zmiennej losowej S.

Rozktad zmiennej S zalezy zar6wno od rozktadu zmiennej losowej N, jak
1 rozktadu zmiennych losowych X,, gdzie i=1,2,..., N, dlatego analityczne

wyznaczenie dystrybuanty F jest czgsto trudne, a czasami niemozliwe. W tych
przypadkach stosuje si¢ metody aproksymacyjne (rozktadem normalnym lub
przesuni¢tym rozkltadem gamma) oraz symulacyjne.

Aproksymacja rozkladem normalnym mozliwa jest dla duzych portfeli
1 niezbyt duzej asymetrii rozkladu, tzn. gdy wspotczynnik asymetrii yg jest
mniejszy niz 0,1. Jedli 0,1<y, <1, mozliwa jest aproksymacja przesuni¢tym
rozktadem gamma (por. Daykin i in. [1994]). Odmienne formuly aproksyma-
cyjne prowadza do roznych postaci sktadki tacznej sumy odszkodowan i roz-
nych przyblizen wspotczynnikow bezpieczenstwa, m.in. (por. K. Burnecki,
J. Nowicka-Zagrajek [2006], W. Otto [2004, s. 158—168]):

—  wedlug formuty WH1 (Wilsona-Hilferty’ego)

) 3
Oy Z%{(l_;/_;_" upé/s J _1} (6.4.2)
s
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— wedhug formuly WH2 (Wilsona-Hilferty’ego)

2 3
u —1 u, 6up

Oyu» =u,+ p6 Vst 108 752a (6.4.3)

—  wedhig formuty FC1 (Fishera-Cornisha)

21

u’
QFClzup+ 16 Vs> (6.4.4)

—  wedlug formuty F'C2 (Fishera-Cornisha)

ui—l ui—7up 5
QFCZZup+ 6 Vst 144 Vs- (6.4.5)

Wada ich jest brak mozliwosci stosowania, gdy wspotczynnik asymetrii jest
wigkszy niz 1.

W tablicy 6.4.1 przedstawione zostaly warto$ci wspotczynnikéw bezpie-
czenstwa dla ustalonego p = 0,05 oraz wybranych wspotczynnikdw asymetrii.

Tablica 6.4.1. Wspotczynniki bezpieczenstwa dla p = 0,05 i aproksymacji przesunigtym rozkta-
dem gamma dla rozkladéw sumy szkdd o wybranych wspotczynnikach skosnosci

Formula Vs 0,2 0,40 0,60 0,80 1,00

WH]1 1,69425 1,74413 1,78933 1,82961 1,86473
WH2 1,69431 1,74460 1,79086 1,83311 1,87133
FC1 1,69632 1,75264 1,80896 1,86528 1,92160
FC2 1,69436 1,74479 1,79129 1,83386 1,87251

Zrodto: obliczenia wlasne.

Stosujac formuty okreslone wzorami (6.4.2)—(6.4.5), otrzymano zblizone
warto$ci narzutu bezpieczenstwa. Wspotczynnik wyznaczony w oparciu o for-
mute F'C1 nieznacznie odbiega wartoscia od pozostalych, przy czym im wigksza
jest asymetria zmiennej S, tym wigksza jest ta roznica.

Na rysunkach 6.4.1 i 6.4.2 przedstawione sa zalezno$ci wielkosci narzutow
bezpieczenstwa wyznaczonych w oparciu o formuty WH1 i1 FC1 od p, dla wy-
branych rozktadow sumy roszczen.
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Okazuje sig, ze wigkszy wpltyw na wielko$¢ narzutu bezpieczenstwa ma
wspotczynnik asymetrii, gdy ustalane warto$ci p sa mniejsze. Dla duzych war-
tosci p (okoto 0,1) nie zaobserwowano roznic migdzy warto§ciami obliczonych
wspotczynnikow bezpieczenstwa. Podobne rezultaty otrzymano dla wspotczyn-
nikow bezpieczenstwa wyznaczonych w oparciu o formuly aproksymacyjne
WH2 1 FC2.

QWH] 3

5,0 1

4,5 1

40 T

35 4
30 T
25 +

> P

t t t t t t
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

Rysunek 6.4.1. Zalezno$¢ wspotczynnikow bezpieczenstwa wyznaczonych wedtug formuty WH1
od wartosci p dla wybranych rozktadéw sumy roszczen

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 6.4.2. Zalezno$¢ wspotczynnikow bezpieczenstwa wyznaczonych wedtug formuty FC1
od wartosci p dla wybranych rozktadéw sumy roszczen

Zrodto: opracowanie wlasne
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Metoda, ktéra nie wymaga zalozenia o wielkosci wspotczynnika asymetrii,
jest metoda oparta na bootstrapowej aproksymacji rozktadu sumy roszczen (por.
rozdziat 2) i wyznaczeniu kwantyla odpowiedniego rzedu, ktory bedzie wielko-
$cia wspotczynnika bezpieczefistwa dla catego portfela ubezpieczen okreslone-
go typu.

W celu przeprowadzenia analizy poréwnawczej wynikoéw uzyskanych przy
zastosowaniu metody bootstrapowej i metod aproksymacji przesunigtym roz-
ktadem gamma rozwazano dwa przypadki. W obydwu warto$ci zmiennej loso-
wej okreslajacej liczbe wyplat generowano z rozktadu Poissona, natomiast war-
tosci zmiennej okreslajacej wielko$¢ wyptat generowano z rozktadow gamma
i logarytmiczno-normalnego. Wyboru rozktadéw dokonano w oparciu o infor-
macje dotyczace klas rozkladéw charakterystycznych dla wyptat z tytutu ubez-
pieczen komunikacyjnych OC. Parametry rozktadow wysokosci wyptat dobrane
zostaty tak, aby ich warto$ci oczekiwane byly rowne 4 (tys. z1), a odchylenia
standardowe 6 (tys. zt). Wartosci tych parametrow ustalono na podstawie anali-
zy rzeczywistych danych pewnego towarzystwa ubezpieczeniowego.

Na rysunku 6.4.3 przedstawiono otrzymany metoda bootstrapowa rozktad
wysokosci sumy roszczen dla 5000 polis, przy zatozeniu, ze indywidualne wy-
platy charakteryzuje rozktad gamma (préby bootstrapowe generowano 1000
razy).

100
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Rysunek 6.4.3. Rozklad sumy roszczen, gdy indywidualne wielkosci wyptat charakteryzuje
rozktad gamma

Zrodto: opracowanie wlasne
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Tablice 6.4.2-6.4.3 zawieraja wartosci I1(S) wyznaczone metoda bootstra-

powa oraz w oparciu o aproksymacje przesuni¢tym rozktadem gamma dla wiel-
kosci szkod, odpowiednio, o rozktadzie gamma i logarytmiczno-normalnym.

Zastosowanie metody bootstrapowej do szacowania rozkladu sumy szkod
i wyznaczenie kwantyla odpowiedniego rzgdu spowodowalo uzyskanie nie-
znacznie nizszych skladek w stosunku do wysoko$ci sktadek ustalonych
w oparciu o aproksymacje przesunigtym rozktadem gamma. Roznica ta stanowi-
fa okoto 2,5-3% warto$ci sktadki uzyskanej przy zastosowaniu przesunigtego
rozktadu gamma.

Tablica 6.4.2. Wartosci sktadki H(S ) (W tys. zt) dla réznych metod aproksymacji dla rozktadu

gamma wysokos$ci szkod

Metoda
P WHI WH2 FCI FC2 bootstrap
0,1 576,7097 576,7117 576,8825 576,7253 562,14
0,05 604,076 604,0814 604,2467 604,0855 591,23
0,001 719,9422 719,9701 719,6361 719,8157 645,88

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tablica 6.4.3. Wartosci sktadki H(S ) (w tys. zt) dla r6znych metod aproksymacji

dla logarytmiczno-normalnego rozktadu wysokosci szkod

Metoda
P WHI WH2 FCI FC2 bootstrap
0.1 763,7368 763,743 764,2281 763,7818 741,251
0,05 803,0504 803,0729 803,5427 803,0833 772,293
0,001 973,6970 973.8123 955,0467 9733735 906,925

Zrodto: opracowanie wilasne.

Metoda bootstrapowa i kwantyle rozktadu pozwolity okresli¢ wielkos¢
sktadki dla catego portfela zawierajacq narzut bezpieczenstwa.

Metode t¢ mozna stosowa¢ w przypadku, gdy rozktad indywidualnych
roszczen jest nieznany, gdyz jest to metoda nieparametryczna, niewymagajaca
zadnych zalozen o rozktadach zmiennych losowych. Nadaje si¢ do wykorzysta-
nia rowniez wowczas, gdy asymetria rozktadu sumy roszczen jest wigksza niz 1.

Oszacowana warto$¢ oczekiwana sumy roszczen i wariancja pozwalaja wy-
znaczy¢ narzut bezpieczenstwa Q dla catego portfela, a nastgpnie narzut indy-
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widualny ze wzoru: Q,, , gdy wariancje poszczegodlnych zmiennych

o
Jn
: . ) _ D (X i)

wchodzacych w sktad portfela sa jednakowe lub ze wzoru: Q. _QW’
gdy wariancje te sa rozne. Indywidualny wspotczynnik bezpieczenstwa pozwala
okresli¢ sktadki indywidualne dla polis tak, aby prawdopodobienstwo poniesie-
nia straty na calym portfelu nie przekroczyto ustalonej wartosci.

W badaniach niekoniecznie trzeba korzysta¢ z informacji o wartosci sumy
roszczen w catym portfelu. Warto$¢ t¢ mozna oszacowacé na podstawie proby
losowej:

n

S=N-X=N-=1—, (6.4.6)

gdzie N oznacza liczbe wszystkich polis, X $rednia wysoko$é wyplat z n wy-
branych polis.

W analizach wyplat z tytutu roznego rodzaju ubezpieczen wykorzystuje si¢
réowniez rozktady statystyk maksymalnych i wyznacza si¢ ekstremalng wartos¢
narazona na ryzyko, przy ustalonym poziomie tolerancji.

6.5. Wykorzystanie statystyk pozycyjnych w ocenie dzialalnosci
przedsi¢biorstw

Statystyki pozycyjne i ich funkcje znajduja zastosowanie réwniez przy oce-
nie dzialalno$ci przedsigbiorstw zarowno z finansowego punktu widzenia, jak
i jakosci produkcji. Wykorzystywane karty kontrolne w statystycznej kontroli
jakoséci oraz miary ryzyka w finansowej ocenie przedsigbiorstwa pozwalaja
podejmowac wilasciwe decyzje podczas procesu produkcyjnego.

Statystyki ekstremalne, mediana i ich funkcje wykorzystywane sa do kon-
strukcji kart kontrolnych stosowanych w statystycznej kontroli jakos¢. Karty
kontrolne zaprezentowane w podrozdziatach 4.7.3 oraz 5.6.2 uzywane sa do
analizy procesu pod katem jego rozregulowania. Na podstawie danych rzeczy-
wistych dotyczacych badania jako$ci elementow urzadzenia gospodarstwa do-
mowego produkowanego przez pewne przedsigbiorstwo przedstawione zostana
przyktady zastosowania kart kontrolnych wykorzystujacych estymatory media-
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ny i rozstgp. Analizowano dwie cechy statystyczne, utozsamiane ze zmiennymi
losowymi:

X — dhlugos¢ pewnego detalu urzadzenia gospodarstwa domowego mierzona
(w mm.),

Y — bezwzgledna roznice dtugosci przekatnych obudowy tego urzadzenia
(w cm.).

Zmienna losowa X ma w przyblizeniu rozktad normalny. Jej warto$¢ nie
powinna by¢ mniejsza niz 55 mm., a wigksza niz 56 mm. Do analizy procesu
produkcyjnego detalu wykorzystano ,,odporne” karty kontrolne.

W celu obserwacji dlugosci produkowanego detalu skonstruowano, na pod-
stawie probek pochodzacych z ustabilizowanego procesu, ,,odporng” karte kon-
trolna wykorzystujaca mediang $rednich probkowych. Dla kazdej sposrod 100
préb zawierajacej po 9 elementéw (po 3 pomiary pochodzily z kazdej z trzech
zmian) obliczono $rednie arytmetyczne i odchylenia standardowe, a nastgpnie
utworzono karte kontrolna, dla ktoérej linie wyznaczone w oparciu o wzory
(4.7.44)—(4.7.46) byty nastepujace:

LC,, =552128 (mm.), DLK,, =551828(mm.), GLK,, =55,2427 (mm.)

Ze wzgledu na mniejsza medianowa obciazono$¢ estymatora Bersteina
Me™ w stosunku do standardowego estymatora mediany dla rozktadéw zbli-
zonych do rozkladu normalnego, do szacowania mediany wykorzystano propo-
nowany estymator Me” i utworzono karte kontrolna z liniami okre$lonymi
wzorami (4.7.49)—(4.7.51). W tym przypadku uzyskano:

LC» =552134 (mm.), DLK’* =551838(mm.), GLK'* =552431(mm.)

Otrzymane linie kontrolne nieznacznie r6znily si¢ od linii kontrolnych karty
wyznaczonej w oparciu o standardowy estymator mediany.

Tak skonstruowane karty kontrolne stosowano do badania rozregulowania
procesu w kolejnych 40 dniach. Analiza procesu przy zastosowaniu obydwu
kart kontrolnych data identyczne wyniki, dwie wartosci sposrod 40 przekroczy-
ly dolna lini¢ kontrolna.

Badania jakosci produkcji dotyczyly réwniez pomiaru dtugosci przekatnych
obudowy urzadzenia i analizy warto$ci bezwzglednej roznicy dlugosci przekat-
nych (Y). Jest to wielkos¢ istotna z punktu widzenia montazu innych elementéw
urzadzenia, zatem odchylenia od normy nie moga by¢ zbyt duze. W tym przy-
padku zmienna losowa Y nie ma rozktadu normalnego ani zblizonego do nor-
malnego, charakteryzuje ja rozktad asymetryczny, ktorego histogram otrzymany
na podstawie 600 obserwacji przedstawia rysunek 6.5.1.
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Do badania jako$¢ produkcji obudowy zastosowana zostata karta kontrolna
X, —X,. o granicach kontrolnych:

max min

LC,, =049, DIK,, =03857, GLK,, =0,6125.

n 4
200
150 F
100 F
50
L '|---I->y(mm.)
0 0,5 1,0 1,5 2,0

Rysunek 6.5.1. Histogram rozktadu zmiennej losowej Y

Zrddto: opracowanie wlasne

Na podstawie 60-elementowej proby ztozonej z dziennych pomiardéw, do-
konywanych 10 razy, analizowano proces produkcyjny obudowy. Okazato sig,
ze w 34 przypadkach przekroczona zostala gérna linia kontrolna i w 20 dolna
linia kontrolna, co $wiadczy o wzro$cie rozrzutu pomiardw, tym samym
o wzro$cie réznic migdzy dtugosciami przekatnych produkowanej obudowy.

Ze wzgledu na fakt, ze dziatalnos$ci przedsigbiorstwa towarzysza réznego
rodzaju ryzyka, m.in. ryzyko rynkowe zwiazane ze zmianami cen na rynkach,
ryzyko biznesowe, pojawiajace si¢ na skutek istnienia konkurencji, odnoszace
si¢ takze do jakosci produktow i reputacji firmy, czy tez ryzyko operacyjne,
wynikajace z btgdow w funkcjonowaniu wewngtrznych systemow instytucji,
istotnym problemem jest zarzadzanie ryzykiem.

Zrédtami informacji o ryzyku sa: bilans, rachunek zyskow i strat, rachunek
przeplywow pienigznych. Pomiaru ryzyka mozna dokonaé, stosujac miary
zmiennoS$ci takie jak wariancja i odchylenie standardowe, miary wrazliwosci,
np. wspotczynnik beta, oraz miary zagrozenia, bedace modyfikacjami VaR —
wartos$ci narazonej na ryzyko.
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Do wykorzystywanych miar ryzyka naleza (por. A. Kaszuba-Perz, P. Perz
[2010]):

—  zysknarazony naryzyko: EaR, (earnings at risk),

—  przeplywy pienigzne narazone na ryzyko: CFaR, (cash flow at risk).

Niech E bedzie zmienna losowa okreslajaca zysk netto przedsigbiorstwa
w danym okresie. Zysk narazony na ryzyko EaR,, przy zalozonym poziomie

tolerancji p, okresla wzor:

P\E<E,~EaR))=p, (6.5.1)
gdzie E, jest planowany zyskiem netto w danym okresie.

Okresla on maksymalng wielkos$¢, o ktora moze by¢é mniejszy zysk netto
przedsigbiorstwa w poréwnaniu z planowana wielkoscia w danym okresie, przy
czym prawdopodobienstwo, ze zrealizowany zysk netto bedzie nizszy od pla-
nowanego zysku netto o wigeej niz warto$¢ EaR,, jest rOwne zadanemu po-

ziomowi tolerancji p.

Druga z miar CFaR, jest maksymalna wielkos$cig, o ktora moze by¢ mniej-
szy przeplyw pieni¢zny w poréwnaniu z planowang wielko$cia w danym okre-
sie, przy czym prawdopodobienstwo, ze przeptyw pienigzny bedzie nizszy od
planowanego o wigcej niz jest rowne zadanemu poziomowi tolerancji p.

P(CF < CF,~CFaR )= p, (6.5.2)

gdzie CF jest zmienna losowa okreslajaca przeplyw pieni¢zny w danym okresie,
natomiast CF;, jest planowanym przeptywem pieni¢znym w danym okresie.

Warto$ci obydwu miar ryzyka wyznacza si¢ w sposob analogiczny jak VaR,
wykorzystujac nieparametryczne badz parametryczne estymatory kwantyli.

6.5. Uwagi koncowe

Zastosowanie metod opartych na statystykach pozycyjnych w badaniach
dochodow gospodarstw domowych, badaniach finansowych i ubezpieczenio-
wych oraz statystycznej kontroli jakosci stanowito przedmiot przeprowadzo-
nych analiz. Rozpatrujac ich praktyczne wykorzystanie, zwréocono uwage na
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zastosowanie kwantyli z proby i statystyk ekstremalnych. Rozwazano parame-
tryczne i nieparametryczne procedury estymacji z uwzglednieniem wlasnych
propozycji prezentowanych w monografii.

Przedstawione empiryczne zastosowania statystyk pozycyjnych stanowia
tylko przyktady ich réznorodnego wykorzystania. Nawet w obrebie rozwazanych
obszaréw mozna wskaza¢ inne ich zastosowanie, np. estymacja indeksu polary-
zacji w badaniu polaryzacji ekonomicznej rozktadu dochodéw oraz konstrukcja
innych kart kontrolnych stosowanych w analizach procesu produkcyjnego pod
katem jego rozregulowania. We wszystkich tych badaniach ekonomicznych,
w ktorych wykorzystuje si¢ miary okreslane na podstawie parametrow pozycyj-
nych oraz klasyczne metody nie moga by¢ stosowane, pomocne sa procedury
oparte na statystykach pozycyjnych.

Poza analizami ekonomicznymi statystyki pozycyjne duza rolg odgrywaja
w badaniach przyrodniczych i meteorologicznych (por. m.in. A. Fiema, G. Kon-
czak [2012], M. D. Pandey i in. [2001], N. Seckin i in. [2010]). Wystepowanie
zdarzen ekstremalnych: katastrof, awarii technicznych, anomalii pogodowych
zwiazanych z pojawiajacymi si¢ huraganami i trabami powietrznymi, zbyt obfi-
tymi opadami skutkujacymi powodziami, czy tez brakiem deszczu powoduja-
cym susze i wielkie pozary lasow, sprawia, Ze pojawiaja si¢ nietypowe sytuacje,
generujace ogromne straty i wyplaty przez firmy ubezpieczajace wysokich od-
szkodowan. Istotna jest wigc obserwacja kwantyli okreslonych rzgdow rozkta-
dow zmiennych losowych i w przypadku alarmujacych sytuacji zapobiegania
katastrofom lub minimalizacji ich skutkdw.
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Statystyki pozycyjne stosowane sa w konstrukcjach wielu procedur wnio-
skowania statystycznego, dotyczacych zarowno zjawisk typowych, jak i ekstre-
malnych, rzadko wystepujacych.

W pracy wyrézniono kilka obszarow zastosowan statystyk pozycyjnych,
m.in.:

— w konstrukcji estymatoréw parametrow rozktadow populacji,

—w estymacji parametrOw pozycyjnych — kwantyli, w tym mediany oraz
dominanty,

—w estymacji parametrow rozkladow statystyk ekstremalnych, indeksu
ogona oraz kwantyli wysokich rzedow.

W prezentowanych metodach wykorzystywane byly statystyki pozycyjne
bedace funkcjami wylosowanych prob prostych (podejscie klasyczne), statystyki
pozycyjne bedace funkcjami generowanych prob bootstrapowych (procedury
bootstrapowe) oraz kwantyle rozktadéw a posteriori (bayesowskie metody es-
tymacji).

Gléwnym celem monografii bylo przedstawienie procedur estymacji para-
metréw populacji opartych na statystykach pozycyjnych wraz z autorskimi mo-
dyfikacjami, wynikami badan efektywnosci oraz przyktadami ilustrujacymi
praktyczne zastosowanie rozwazanych metod. Przeprowadzone analizy dostar-
czyly informacji o rozkladach statystyk pozycyjnych, wlasnosciach estymatorow
opartych na statystykach pozycyjnych oraz pozwolily sformutowaé¢ wnioski
dotyczace ich wykorzystania przy szacowaniu parametrow populacji o wybra-
nych rozktadach cienko i gruboogonowych.

Rozpatrywanymi w pracy metodami byly: metoda kwantyli, kwantylowa
metoda najmniejszych kwadratow, metoda momentéw wazonych prawdopodo-
bienstwami oraz proponowane ich modyfikacje. Zaleta wigkszosci metod esty-
macji wykorzystujacych kwantyle z proby jest mozliwo$¢ ich zastosowania
do szacowania parametréw dowolnych rozktadéw zmiennych losowych. Nie
zawsze jednak otrzymane estymatory sa nieobciazone oraz charakteryzuja si¢
matymi wariancjami, co dato si¢ zauwazy¢ m.in. w przypadku stosowania meto-
dy kwantyli oraz kwantylowej metody najmniejszych kwadratow.
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W celu polepszenia wlasnosci estymatorow zaproponowano dwie modyfi-
kacje kwantylowej metody najmniejszych kwadratow: kwantylowa metoda naj-
mniejszych kwadratéw z ucigta liczba kwantyli oraz medianowo-kwantylowa
metode najmniejszych kwadratow.

Kolejna propozycja modyfikacji dotyczyla metody momentéw wazonych
prawdopodobienstwami i polegala na zastosowaniu w estymacji momentow
z proby wyznaczonych w oparciu o zmodyfikowana dystrybuantg empiryczna
level crossing.

W pracy rozwazano nie tylko procedury estymacji funkcji ggstosci zmien-
nych losowych, ale roéwniez metody szacowania parametrow pozycyjnych,
w tym kwantyli. Przedstawiono roézne postaci estymatoréw kwantyli oraz ich
wiasno$ci. Informacje z literatury przedmiotu uzupetlniono wynikami przepro-
wadzonych badan symulacyjnych, majacych na celu poréwnanie wybranych
estymatorow i sformutowanie wnioskow. Analizowano nieparametryczne, semi-
parametryczne i1 parametryczne procedury przedzialowej estymacji kwantyli,
w tym metody bootstrapowe, badajac doktadnosci i wiarygodnosci uzyskanych
oszacowan. Przedstawiono przyklady wykorzystywania kwantyli z proby
do szacowania réznego rodzaju miar stosowanych w badaniach ekonomicznych,
m.in. zwigzanych z pomiarem ubodstwa i bogactwa gospodarstw domowych,
pomiarem ryzyka finansowego czy tez tworzeniem kart kontrolnych. Empirycz-
ne zastosowania zilustrowano w szostym rozdziale monografii.

Zaprezentowane rozwazania dotyczyly rowniez skrajnych statystyk pozy-
cyjnych: maksimum i minimum, postaci ich rozktadéw granicznych oraz metod
szacowania parametrow tych rozkladow. W celu estymacji parametréw uogol-
nionych rozkladow statystyk ekstremalnych oraz parametréw uogoélnionego
rozktadu Pareto stosowanego do modelowania ogona rozktadu zmiennej losowej
zaproponowano wykorzystanie metod estymacji opartych na kwantylach z pro-
by, w szczegdlnosci zmodyfikowanej metody momentéw wazonych prawdopo-
dobienstwami.

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan, analitycznych obliczen
i badan Monte Carlo nalezy sformutowa¢ nastepujace wnioski.

1. Zastosowanie do szacowania parametréw rozkladu populacji metody
kwantyli wymaga wyboru rang wykorzystywanych statystyk pozycyjnych.
Dla poszczeg6lnych klas rozktadow populacji mozna analitycznie badz symula-
cyjnie okresli¢ wielko$ci rang umozliwiajace otrzymanie estymatoréw nieobcia-
zonych lub asymptotycznie nieobcigzonych i charakteryzujacych si¢ malymi
btedami $redniokwadratowymi.

2. Zastosowanie autorskich metod estymacji: kwantylowej metody naj-
mniejszych kwadratow z ucieta liczba kwantyli oraz medianowo-kwantylowe;j
metody najmniejszych kwadratow, prowadzi do otrzymania estymatorow para-
metrow rozktadow populacji o mniejszych obciazeniach i mniejszych btedach
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sredniokwadratowych niz estymatory uzyskane kwantylowa metoda najmniej-
szych kwadratow.

3. Kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli
wymaga wczesniejszych ustalen dotyczacych liczby pomijanych kwantyli. Licz-
ba ta zalezy od klasy rozkladu, ktérego parametry si¢ szacuje, mozna ja wyzna-
czy¢ korzystajac z oprogramowania komputerowego.

4. Dobor rang stosowanych statystyk pozycyjnych w metodzie kwantyli
i wybor liczby pomijanych kwantyli w kwantylowej metodzie najmniejszych
kwadratow ma szczegdlne znaczenie w przypadku rozktadow o grubych ogonach.

5. Zmodyfikowana metoda momentoéw wazonych prawdopodobienstwami
wykorzystujaca dystrybuantg empiryczna level crossing pozwala uzyskaé esty-
matory parametrow rozkladdéw charakteryzujace si¢ mniejszymi obciazeniami
i mniejszymi btedami sredniokwadratowymi w poréwnaniu z estymatorami uzy-
skanymi metoda momentéw wazonych prawdopodobienstwami z klasyczna
dystrybuanta.

6. Metody bootstrapowe mozna wykorzysta¢ do estymacji przedzialowe;j
kwantyli rozkladu populacji. Zastosowanie bootstrapowej metody percentyli
umozliwia uzyskanie przedziatu ufnosci dla mediany pokrywajacego wartos¢
szacowanego parametru z prawdopodobienstwem réwnym ustalonemu wspol-
czynnikowi ufnosci, a doktadno$¢ oszacowania, przy zastosowaniu tej metody,
jest wigksza w stosunku do dokladnosci oszacowan uzyskanych klasycznymi
procedurami estymacji mediany.

7. Przy szacowaniu metodami bootstrapowymi kwantyli wysokich rzedow,
stosowanych do konstrukcji miar ryzyka, proby bootstrapowe powinny by¢ ge-
nerowane w sposob gwarantujacy pojawianie si¢ elementoéw z ogona rozkladu
analizowanej zmiennej, czyli stosowana powinna by¢ semiparametryczna meto-
da bootstrapowa. Zastosowanie takiej procedury estymacji zwigksza precyzje¢
oszacowania w poroOwnaniu z bootstrapowa nieparametryczng metoda.

8. Zmodyfikowane metody estymacji moga by¢ wykorzystane w badaniach
ekonomicznych, m.in. w analizach rozktadow dochodéw i wydatkow, rozktadow
strat lub stop zwrotu na gietdach papieréw wartosciowych lub gietdach towaro-
wych, a rézne estymatory kwantyli, w tym mediany, pozwalaja szacowa¢ miary
ryzyka finansowego i miary ubostwa oraz bogactwa, a takze konstruowac rézne-
go rodzaju karty kontrolne badajace stabilnos¢ procesu produkcyjnego.

9. W analizach ubezpieczeniowych metody bootstrapowe moga by¢
stosowane do okreslania wspotczynnika bezpieczenstwa ustalanego przez towa-
rzystwo ubezpieczeniowe, stuzacego do wyznaczania stawki kolektywnej i in-
dywidualnej dla ubezpieczen majatkowych. Zaleta ich, w stosunku do innych
procedur prezentowanych w literaturze, jest mozliwo$¢ zastosowania w przy-
padku rozktadoéw wysokosci $wiadczen charakteryzujacych si¢ duza asymetria.



256 Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji

10. Rozktady skrajnych statystyk pozycyjnych, rozktady ogonéw analizo-
wanych zmiennych losowych wykorzystuje si¢ do szacowania ryzyka ekstre-
malnego w analizach finansowych, zatem istotne jest stosowanie metod charak-
teryzujacych si¢ mozliwie duza precyzja, w szczegolnosci proponowanej metody
momentow wazonych prawdopodobienstwami.

Analiza procedur estymacji parametrow umozliwita zweryfikowanie hipotez
badawczych sformutowanych we wstepie monografii.

Pozytywnie zweryfikowana zostala prawdziwos$¢ hipotezy pierwszej.
W przypadku zastosowania metody kwantyli, dla kazdej z analizowanych klas
rozktadow okreslono wielko$ci rang statystyk pozycyjnych prowadzacych do
estymatorow praktycznie nieobciazonych i charakteryzujacych si¢ matym
btedem sredniokwadratowym.

Wyniki porownan metod estymacji parametréw wybranych rozktadow za-
warte w rozdziale trzecim potwierdzily stusznos¢ drugiej i trzeciej hipotez
o wigkszej efektywnosci proponowanych modyfikacji procedur estymacji
w stosunku do kwantylowej metody najmniejszych kwadratow i momentow
wazonych prawdopodobienstwami z klasyczng dystrybuanta empiryczna.

Rezultaty analiz symulacyjnych pozwolily pozytywnie zweryfikowaé
czwarta hipoteze badawcza. Uzyskane bootstrapowa metoda percentyli doktad-
nosci oszacowan mediany populacji o réznych rozktadach asymetrycznych
i mieszaninach rozkladow okazaty si¢ wigksze w stosunku do doktadnosci
otrzymanych klasycznymi procedurami estymacji przedziatowej, przy prawdo-
podobienstwie pokrycia szacowanej wartosci parametru w przyblizeniu réwnym
ustalonemu wspotczynnikowi ufnosci.

Badania wlasnosci estymatoréw przeprowadzane byly metodami analitycz-
nymi i symulacyjnymi w oparciu o programy samodzielnie przygotowane
w $Srodowisku Gauss oraz przy uzyciu programu Mathematica. Koniecznos$¢
zastosowania metod Monte Carlo zwiazana byta z bardzo skomplikowanymi
estymatorami lub sposobem ich konstrukcji (np. medianowo-kwantylowa meto-
da najmniejszych kwadratow, metoda bootstrapowa).

Rozwazano zastosowanie metod estymacji parametrow rozktadow, dla kto-
rych klasyczne podejs$cia nie moga by¢ wykorzystane (brak momentéw rozkta-
du, brak ekstremum lokalnego funkcji wiarygodnosci), badz przy zastosowaniu
twierdzen granicznych wymagaja bardzo duzych liczebnosci préb. Dlatego
w analizach wykorzystano m.in. asymetryczne rozktady populacji i rozklady
bedace mieszaninami dwoch rozktadow ciaglych, rozktady Pareto i Cauchy’ego.
Dokonujac wyboru rozktadow, kierowano si¢ rowniez ich praktycznymi zasto-
sowaniami w badaniach ekonomicznych.

Prezentowane metody estymacji mozna wykorzysta¢ do szacowania parame-
trow rozktadéw populacji innych niz rozwazane. Niezbgdne jest analityczne wy-
prowadzenie wzordéw na postaci estymatorow lub jesli nie jest to mozliwe, nume-
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ryczne wyznaczenie warto$ci spelniajacych pewne warunki charakterystyczne dla
okreslonej metody. Niektore z rozwazanych metod (kwantyli, najmniejszych
kwadratow z ucigta liczba kwantyli) wymagaja dodatkowych badan zwigzanych
z wlasno$ciami estymatorow, ktore przeprowadza si¢ w sposob analogiczny jak
dla rozwazanych w pracy rozktadow.

Podsumowujac rezultaty uzyskane na podstawie przeprowadzonych badan,
nalezy podkresli¢, ze publikacja ma charakter metodologiczno-poznawczy. Po-
znawczy charakter pracy jest zwiazany z uporzadkowaniem wiedzy na temat
statystyk pozycyjnych, ich wlasno$ci i mozliwosci wykorzystania do okreslania
estymatorow parametréw rozkladu zmiennych losowych oraz z ocena efektyw-
nosci tych metod i ich praktycznym zastosowaniem w wybranych obszarach
badan ekonomicznych. Rozwazania metodologiczne doprowadzity do zapropo-
nowania nowych procedur estymacji parametrow rozktadu zmiennych losowych
opartych na statystykach pozycyjnych, zbadania wtasno$ci estymatorow i sfor-
mutowania wnioskéw mogacych stanowi¢ wskazowki dla os6b przeprowadzaja-
cych réznego rodzaju badania statystyczne.

Do zagadnien zwiazanych z zastosowaniem statystyk pozycyjnych w proce-
durach wnioskowania statystycznego wymagajacych dalszych badan nalezy
zaliczy¢ m.in.:

— bootstrapowe nieparametryczne i semiparametryczne procedury estymacji,

— metody blokowe szacowania granicznych rozktadow statystyk ekstremalnych,

— wykorzystanie kwantyli z proby do konstrukeji testow statystycznych.






ORDER STATISTICS IN ESTIMATION PROCEDURES
AND THEIR APPLICATIONS IN ECONOMIC RESEARCH

Summary

Economic studies are becoming more and more complex, which makes sta-
tistical methods based on classic parameters and their estimators insufficient to
carry out insightful analyses and formulate appropriate conclusions. Among
others, missing ordinary or central moments of required orders of random vari-
able distributions, which are identified in the considered populations, cause dif-
ficulties in application of classic statistical inference methods. In such cases
procedures based on order statistics are useful.

Order statistics constitute a group of statistics that are computed on the basis
of order samples. Basic statistics include sample quantiles, among others the
median, and extreme statistics: the maximum and minimum from the sample and
the sample mode. The sample median is used to estimate the average value when
the population distribution is asymmetric or heavy-tailed. It is much more stable
than the arithmetic mean, which is very sensitive to extreme values. Quantiles of
the empirical distribution are used for measuring market, financial and operating
risk. Measures based on order statistics are also used in analyses of income and
analyses of extremely rare events, occurrence of which causes large financial
losses. Estimation of the size of these losses is possible using extreme statistics,
their distributions, including limiting distributions. They are also used in statisti-
cal quality control to create control charts for monitoring and regulation of pro-
duction process.

The monograph presents order statistic-based methods of parameter estima-
tion of population distribution, suggestions for modification of these methods
and the results of the analyses of estimator properties. The research includes
classic approach to estimation procedures as well as non-classic methods —
Bayesian and bootstrapping. Both parametric and nonparametric estimation
methods are considered.

The monograph consists of six chapters.
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The first chapter section presents order statistics, their mathematical func-
tions and basic theorems concerning their numerical and functional characteris-
tics, including limiting distributions. This is supplemented with properties of
order statistics, based of sequences of random variables sampled from chosen
distributions.

The second and third chapters are dedicated to construction of estimation
methods with the use of order statistics, including own propositions of estima-
tors and their properties. Analysed methods are: the quantile method, the quan-
tile least squares method, the pprobability weighted method of moments and
their modifications, including the quantile least squares method with a truncated
number of quantiles, median-quantile least squares method and the probability
weighted method of moments using level crossing empirical distribution. The
proposed methods allow for obtaining estimators with smaller bias and lower
variance compared to the estimators obtained by the quantile least squares meth-
od and probability weighted method of moments with the classic distribution
function. Properties of estimators for selected classes of distributions, among
others: Cauchy, Pareto, logistic, Gumbel, have been studied analytically or by
the Monte Carlo method with the use of procedures prepared in Gauss and
Mathematica environments.

The next chapter of the monograph presents application of order statistics to
estimation of the position parameters of random variable such as quantiles and
mode. Attention was paid to their practical application in economic research,
among others to determine the poverty and wealth or measures used in the anal-
yses of income, measures of risk in financial analyses, insurance and construc-
tion of control charts in statistical quality control.

The fifth chapter section covers parametric and nonparametric estimation
methods used in the analyses of extreme events. An important issue is the esti-
mation of extreme index — a parameter specifying the shape of the distribution of
extreme statistics. Its value depends on the family of the population distribution.
The positive value indicates the heavy-tailed distribution, zero characterizes the
thin-tailed distribution and the negative index is obtained when the distributions
have short tails (limited range of values). The family of the distribution is neces-
sary for detecting outliers and calculating occurrence probabilities of extreme
events. Moreover this chapter section gives the examples of application of
extreme statistics and their functions to determine the measures used in econo-
mic, including financial, analyses.

Empirical application of estimation methods based on order statistics are
presented in the sixth chapter for above mentioned three example areas of
economic research: analysis of income, wealth and poverty, statistical quality
control and risk management, including both normal and extreme risk in the
insurance and financial analyses.
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Empirical part presenting chosen estimation procedures uses the Central
Statistical Office databases, data form control unit in the home appliances manu-
facturer, Polish and American stock indexes and data on damage payments from
liability insurance contracts from the insurance company.

The presented monograph is mainly dedicated to methodological aspects of
considered methods. The methodological studies resulted in propositions of or-
der statistic-based estimation procedures of distribution parameters, gave estima-
tor properties and allowed for conclusions, which may be useful for practitioners
conducting statistical analyses, especially in the field of economic and sociologi-
cal research.






ANEKS

CHARAKTERYSTYKI FUNKCYJNE I LICZBOWE
WYBRANYCH ROZKEADOW

Rozklad Burra Br(a,c). Zmienna losowa X ma rozktad Burra z parame-
trami a, ¢ >0, jesli jej funkcja gestosci i dystrybuanta sa odpowiednio postaci:

0 dla x<0,
— c-1
f(x) “ea—~ — dla x>0,
(1 + x")
0 dla x<0,
F(x)= »
1—(1+xc) dla x>0,

. s . 1 1 .
natomiast warto$¢ oczekiwana: EX = aB(— +1,a ——j dla ac>1 oraz warian-
c c

. 2 2 1 1 . .
cja DZX:aB[—+1,a——J—asz(—+1,a——J dla ac>2, gdzie B(-,) jest
c c c c

funkcja beta.

Rozklad beta f(a,b). Zmienna losowa X ma rozktad beta z parametrami
a,b> 0, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

xa—] (1 _ x)b—l
S(x)=1 " B(ab)
0 dla pozostatych,

dla 0<x<l,

gdzie B(- ,~) jest funkcja beta.
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Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<0,
F(x)=1I(x,a,b) dla 0<x<l,
1 dla x>1,

gdzie / jest niekompletna funkcja beta.

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja sa postaci:

a ab
EX=——, DX = .
a+b’ (a+b)(1+a+b)

Rozklad Cauchy’ego Ca(m,/”t). Zmienna losowa X ma rozktad Cau-
chy’ego z parametrami m € R i A >0, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

flx)= + dlaxer,

natomiast dystrybuanta:

F(x):l+larctgﬂ dla xeR.
2 A

Zmienna losowa o rozktadzie Ca(m, A) nie ma wartosci oczekiwanej i wariancii.

Rozklad chi-kwadrat (k). Zmienna losowa X ma rozktad chi-kwadrat
z k stopniami swobody (k > 0), jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

0 dla x<0,

SRR
f(x): 2 exp(—zjx

dla x>0,

natomiast dystrybuanta:

-1
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gdzie y jest (gorna) niekompletng funkcja gamma, zas F() to funkcja gamma.

Warto$é oczekiwana i wariancja sa postaci: EX =k, D’X =2k.

Rozklad Frécheta F r(/i,é‘, ;/). Zmienna losowa X ma rozktad Frécheta z pa-
rametrami 4,0 € R, y >0, jesli jej funkcja gestosci wyraza si¢ wzorem:

0 dla x <4,

1) g(x;ﬂjﬂ p[[Tﬂ” dia x> 1,

a dystrybuanta jest postaci:

0 dlax<A4,

Flx)= exp[—(x ;’1” dla x> 4.

Warto$¢  oczekiwana 1  wariancja  okreSlone sa  nastgpujaco:
EX=/1+51"£1—1j dla y>1 oraz D2X=§{F(l—£j—l“z[l—lﬂ dla
4 4 4
y > 2, gdzie F() jest funkcja gamma.

Rozklad gamma G(p, 1). Zmienna losowa X ma rozktad gamma z parame-
trami p,A >0, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

0 dla x<0,

#x”’1 exp[— 1) dla x>0,
2T(p) )

gdzie F() jest funkcja gamma.
Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

fx)=

0 dla x<0,
o), X
(X) M dla x>0,
T(p)

gdzie y jest (gorna) niekompletng funkcja gamma.
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Warto$¢ oczekiwana i1 wariancja sa odpowiednio rowne: EX = pA,
D’X =pA.

Rozklad Gumbela GI(4,5). Zmienna losowa X ma rozklad Gumbela z pa-
rametrami A,y € R, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

f (x):lexP[_ﬂ—exp(— x;‘}tD dla x e R.

o o

natomiast dystrybuanta:

F(x)= exp{— exp(— %D, dla x e R.

Warto$¢ oczekiwana 1 wariancja sa postaci: EX =A1+0,577729,

2 o2
px="9"
6

Rozklad jednostajny U(a,b). Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny
na przedziale [a, b], jesli jej funkcja gesto§ci ma postac:

1
f(x)=4b-a
0

dla x €[a, b
dlax ¢ [a, b].

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<a,
Flx)= 7% dla a<x<b,

b-a

1 dla x>b.

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja sa postaci: EX =

a+h DZXz(b—a)z.
2 12

Rozklad log-gamma LG(p,/l,,u). Zmienna losowa X ma rozktad log-
gamma z parametrami p,A >0, u € R, jesli jej funkcja ggstosci jest postaci:
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0 dla x<u,

/)= 1 (1 +x—,u)_% In(l+x—p)f"  da x>,

ZT(p)

Dystrybuanta wyraza si¢ wzorem:

0 dla x < p,
In(1+x— )
F(x)= AT ATA)
(9= p 0 x=20) s
(p)

gdzie 7/(- ,-) jest (goérna) niekompletna funkcja gamma, za$ F() jest funkcja
gamma.

Wartos¢  oczekiwana 1 wariancja = wyrazaja ~ si¢ = wzorami:
EX=-1+(1-A)" +pudla i<l, D’X=(1-21)" -(1-2)" dla 2<0,5.

Rozklad logistyczny Logist(u,s). Zmienna losowa X ma rozktad logi-
styczny z parametrami u € R, s> 0, jesli jej funkcja gestosci ma postac:

exp( -4
f(x) sl dla xeR.

o)

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

F(x)= [1 + exp[— i /‘D_l dla xR,

N

a warto$¢ oczekiwana i wariancja: EX = u, D°X =

Rozklad log-normalny LN (,u, 0'). Zmienna losowa X ma rozklad log-
normalny (logarytmiczno-normalny) z parametrami #£>0 i o >0, jesli jej
funkcja gestosci ma postac:

fx)=

2
exp{—wj dla xeR.
20

1
xXoN2m



268 Aneks

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

F(x)=l+lerf(lnx—-’uj dla x e R.

2 2 o2

Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozktadzie LN(,u, 0') wynosi
EX =¢", za$ wariancja D’ X = (exp(az)-l)exp(z,u+02 )

Rozklad normalny N(,u, a). Zmienna losowa X ma rozktad normalny
z parametrami g€ R i o >0, jesli jej funkcja gestosci 1 dystrybuanta sa postaci:

f(x) = \/%a exp(— (xz_o_’t;)z j dla xeR.

X 2
Fl(x)= \/%0 Jexp(—%}dt dla xeR.

Warto$ci oczekiwana zmiennej o rozktadzie N (,U, O‘)wynosi M, a odchyle-
nie standardowe o.

Rozklad odwrécony Frécheta [Fr(ﬁ, o, ;/). Zmienna losowa X ma odwro-
cony rozktad Frécheta z parametrami 4,0 € R, y >0, jesli funkcja gestosci ma

1(x)= -3 (X - ,1]7_] exp[— [%}J dla x <2,

0 dla x> A.

postac:

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

F()= 1—exp[—(—%jy} dla x< 2,

1 dla x> 4.
: . 1 .
Warto$¢ oczekiwana wynosi EX =4 — (1 ——J dla ¥ >1, za§ wariancja
4

D’X =6’ {F(l - EJ - Fz(l - lﬂ dla y > 2, gdzie I' jest funkcja gamma.
4 I
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Rozklad odwrdécony gamma IG(p,b). Zmienna losowa X ma odwrdocony
rozktad gamma z parametrami p,b >0, jesli:

0 dla x<0,
£le)={" e[ -
X

W dla X>0,

gdzie F() jest funkcja gamma.
Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<0,

dla x>0,

gdzie 7/(- ,') jest (gorna) niekompletng funkcja gamma.

Warto$¢ oczekiwana wynosi EX =L1 dla p>1, za$§ wariancja
p —
2 a’
D' X=————dla p>2.

(p-1)'(p-1)

Rozklad odwrécony Gumbela /GI(A,5). Zmienna losowa X ma odwroco-
ny rozktad Gumbela z parametrami 4,6 € R, jesli:

1 x—-A) x-4
x)=—exp| —ex + dla x € R.
O e
Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

F(x)=1- exp[— exp(%n , dla xeR.

Warto§¢ oczekiwana 1 wariancja sa postaci: EX =A14-0,577720,

2 o2
px =79
6
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Rozklad odwrocony Weibulla 7 W(/l, 0, 7/). Zmienna losowa X ma odwro-
cony rozklad Weibulla z parametrami 4,0 € R, y >0, jesli jej funkcja gestosci

y( x=aY" x-AY
f(x)z g[— 5 j exp(—(— 5 J} dla x<24,
0

dla x> 4,

F)= exp[—(—x;/ljy] dla x< 2,

1 dlax >4,

ma postac:

natomiast warto$¢ oczekiwana 1 wariancja wyrazaja Si¢ wzorami:

EX=1—5T[1+1} D2X=§2{F(1+EJ—F2(1+1H, gdzie ' jest funkcja
e v e

gamma.

Rozklad Pareto Pa(0,a). Zmienna losowa X ma rozktad Pareto z parame-
trami @, a >0, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

0 dla x<@,
X)= d
1) O gla x>0
X

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<0,

Flx)= 1—[§ja dla x>0,

i . . al
Warto$¢ oczekiwana wynosi EX =
a—

dla o >1, natomiast wariancja

2
wyraza si¢ wzorem D’ X = _Oa dla a > 2.

(a=1)(a-2)
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Rozklad potegowy Po(A). Zmienna losowa X ma rozktad potegowy z pa-
rametrem A >0, jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

ax’! dla 0<x<1,
0 dla x<0 vx>l.

flx)= {

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<0,
F(x)=4x* dla 0<x<l,
1 dla x>1.
Wartos¢ oczekiwana 1 warlancja sqa  rowne: EX = ﬂ’
+
D*X = +
(A+1F(1+2)

Rozklad -Studenta S(k).Zmienna losowa X ma rozktad #-Studenta o k stop-
niach swobody (k> 0), jesli jej funkcja gestosci jest postaci:

1+k

)
f(x):% dla xe R,
ﬁB(z’zJ

gdzie B jest funkcjq beta.
Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

2
| LAl X
1 2 2 2 k

F(x)=—+x

)

dla xeR,

gdzie , F, jest funkcja hipergeometryczna.
Warto$¢ oczekiwana 1 wariancja sa postacii EX =0, dla k>1,

DZX=L dlak>2.
k-2
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Rozklad uogolniony Pareto GPD(,B,f). Zmienna losowa X ma uogolnio-
ny rozktad Pareto z parametrami gdzie £e€ R 1 >0, jesli jej funkcja gestosci
wyraza si¢ wzorem:

1
1 X e
—|1+&— dla &#0, &>-4,x>0,

fw=1P\ F
lexp{— i} dla £=0, x>0
ﬁ ﬁ b b

a dystrybuanta jest postaci:

1—(1+§%J5 dla £20, &>-BAx>0,

F(x)=
l—exp[—ij dla £=0, x=>0.
B
Warto$¢ oczekiwana i wariancja wyrazaja si¢ wzorami: EX =1L dla
ﬁZ
E<l, D’X=——-L—_dla £<0.5.

(1-¢&y(1-2¢)

Rozklad Weibulla W (A4,9,y). Zmienna losowa X ma rozktad Weibulla
z parametrami 4,0 € R, y >0, jesli:

0 dla x<A.

f(x)= g(xzsﬂj_y_]exp(_(x;i}_y} dla x> 4,

Dystrybuanta tej zmiennej wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<A4,

Flx)=4, _ exp(_ [%TJ dla x> 4.
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. . . . 1
Warto$¢ oczekiwana 1 wariancja sa postaci: EX =4+ (1 + —j,
4

D’X = 52[1“(1 +gj - Fz(l + lﬂ, gdzie T(-) jest funkcja gamma.
Y Y

Rozktad W (0,0, y) nazywany jest rozktadem dwuparametrowym Weibulla.

Rozklad wykladniczy Exp(A). Zmienna losowa X ma rozklad wyktadni-
czy z parametrem A > 0, jesli jej funkcja ggstosci wyraza si¢ wzorem:

0 dla x<0,
f(x) B %exp(—— j dla x20,
a dystrybuanta jest postaci:
0 dla x <0,

F =
(x) l—exp(—%j dla x>0.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja wynosza: EX =1, D°X = 4.
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Br(k,c)
B(a,b)

statystyka minimalna z n-elementowej proby losowej
X,,X,,...,X, (minimum z proby)

statystyka maksymalna z n-elementowej proby losowej
X,,X,,....,X, (maksimum z proby)

mediana rozktadu zmiennej losowej X

mediana z proby X, X,, ..., X

n

kwantyl rozktadu zmiennej losowej X rz¢du p
kwantyl z proby X, X,,...,X, rzedup
dominanta z proby

rozstgp z proby
odchylenie ¢wiartkowe z proby
statystyka midrange

statystyka midhinge
statystyka trimean
a-obcicta Srednia
o-winsorowska $rednia

i-ta spacja wyznaczona na podstawie n-elementowej proby
losowej X, X,,....X
statystyka minimalna (minimum z proéby)
z n-elementowej proby X, X,,..,X, pochodzacej

n

z p-wymiarowej populacji
statystyka maksymalna (maksimum z proby)
z n-elementowej proby X, X,,..,X, pochodzacej

z p-wymiarowej populacji
rozktad Burra z parametrami ki ¢
rozklad beta z parametrami a i b
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Ca(m, /1) rozktad Cauchy’ego z parametrami m i A

F r(/1,§ , 7/) rozktad Frécheta z parametrami A, 9,y

1F r(ﬂ, 0, 7/) rozktad odwrocony Frécheta z parametrami 4,9, y

G( D, /1) rozklad gamma z parametrami p i A4

1 G( 2 b) rozktad odwrocony gamma z parametrami p i b

GI(4,6) rozktad Gumbela z parametrami A i &

1Gl (/1, o ) rozktad odwrocony Gumbela z parametrami A i §

Logist(u,s) rozktad logistyczny z parametrami u is

LG( P, A, y) rozktad log-gamma z parametrami p,A i u

LN (,u, 0') rozktad log-normalny (logarytmiczno-normalny) z parame-
trami 4 i o

N (y, o-) rozktad normalny z parametrami u i o

pa(e, a) rozklad Pareto z parametrami 6 i

Po(A) rozktad potegowy z parametrem A

U(a,b) rozklad jednostajny na przedziale [a, b]

S(k) rozktad ¢-Studenta z k stopniami swobody

W(5 , 7/) rozktad Weibulla (dwuparametrowy) z parametrami 6 i ¥

W(ﬂ,&,y) rozktad Weibulla z parametrami 4,6 i y

1 W(}t, 0, ;/) rozktad odwrécony Weibulla z parametrami 4,0 i y

Exp(1) rozktad wyktadniczy z parametrem A

GPD(ﬂ;f ) uogolniony rozklad Pareto z parametrami £ 1 &

GEVD,, (,u, o,¢ ), uogodlniony rozktad statystyki maksimum

GEVD,,

GEVD,, (,u, o,& ), uogolniony rozklad statystyki minimum

GEVD,,

F,:(») dystrybuanta uogolnionego rozktadu Pareto z parametrami
pig

Ffa,g (%) dystrybuanta uogo6lnionego rozktadu statystyki maksimum

FI . (x) dystrybuanta uogolnionego rozktadu statystyki minimum

H ,, (x) dystrybuanta rozktadu Gumbela statystyki maksimum

H,,;, (x) dystrybuanta rozktadu Frécheta statystyki maksimum

H,, s, (x) dystrybuanta rozktadu Weibulla statystyki maksimum

H 1’O(x) dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Gumbela staty-

styki maksimum
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éKmnk

AuKmnk AuKmnk
9 > ek*r

dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Frécheta statysty-
ki maksimum

dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Weibulla staty-
styki maksimum

dystrybuanta rozktadu Gumbela statystyki minimum

dystrybuanta rozktadu Frécheta statystyki minimum
dystrybuanta rozktadu Weibulla statystyki minimum

dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Gumbela staty-
styki minimum

dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Frécheta statysty-
ki minimum

dystrybuanta standaryzowanego rozktadu Weibulla staty-
styki minimum

funkcja gestosci k-tej statystyki pozycyjnej X, ((,’j))

dystrybuanta k-tej statystyki pozycyjnej X, ((,’j))

dystrybuanta empiryczna zmiennej losowej X
dystrybuanta rozkladu beta S(a,b)

estymator parametru 6
obciazenie estymatora parametru €

btad sredniokwadratowy estymatora parametru 6
estymator parametru € otrzymany metoda momentow
estymator parametru 6 otrzymany metoda kwantyli

estymator parametru & otrzymany kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow

estymator parametru & otrzymany kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow z ucigta liczba » kwantyli
estymator parametru & otrzymany medianowo-kwantylowa
metoda najmniejszych kwadratow

estymator parametru € otrzymany metoda momentow wa-
zonych prawdopodobienstwami

estymator parametru 6 otrzymany zmodyfikowana metoda
momentow wazonych prawdopodobienstwami

bootstrapowy estymator parametru &

momenty rozktadu zmiennej losowej X wazone prawdopo-
dobienstwami
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M oy Mgy momenty z proby losowej X,,X,,...,X, wazone prawdo-
podobienstwami

L(6,d) funkcja straty

VaR, warto$¢ narazona na ryzyko, Value at Risk

ES, warunkowa warto$¢ zagrozona, oczekiwany niedobor,
Expected Shortfall

MS, miara ryzyka Median Shortfall

TCE, miara ryzyka — dolna warunkowa $rednia

WCE, miara ryzyka — najgorsza warunkowa $rednia

Vs wspotczynnik asymetrii

G, granica ubdstwa

e wspotczynnik zagrozenia ubdstwem

G wspotczynnik Giniego

Z, miara koncentracji Zengi

LC linia centralna karty kontrolnej

DLK dolna linia kontrolna katy kontrolne;

GLK gbrna linia kontrolna karty kontrolne;j
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Od wielu lat dr D. Pekasiewicz prowadzita i prowadzi zajgcia na Wydziale
Ekonomiczno-Socjologicznym i Wydziale Zarzadzania UL, m.in. z matematyki,
analizy matematycznej, rachunku prawdopodobienstwa, statystyki matematycz-
nej, metody reprezentacyjnej, zastosowan pakietdw statystycznych na rynku
finansowym oraz zastosowan pakietow statystycznych w procesach ekonomicz-
nych. Jest wspotautorka podrgcznika skierowanego glownie dla studentéw kie-
runkéw ekonomicznych pt. Analiza matematyczna dla ekonomicznych kierun-
kow studiow. Jest promotorem 59 prac dyplomowych. W 2012 r. zostata wyrdz-
niona Ztota Odznake UL, natomiast w 2013 r. Srebrnym Medalem za Diugolet-
nia Stuzbe.

Rozprawa habilitacyjna Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji i ich
zastosowania w badaniach ekonomicznych stanowi podsumowanie kilkuletnich
badan autorki nad wykorzystaniem statystyk pozycyjnych do konstrukcji esty-
matordw parametréw rozktadow zmiennych losowych.
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