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Wprowadzenie

W 1934 roku ukazaly sie dwie przetomowe prace poswiecone dedukcji natu-
ralnej (DN). Jedna napisana przez Stanistawa Jaskowskiego [76], druga przez
Gerharda Gentzena [50]. W obu zaprezentowano sposob formalizacji logiki
alternatywny do aksjomatycznego, a w zamierzeniu obu autoréw, oparty na
naturalnych sposobach wnioskowania stosowanych w matematyce. Systemy
dedukcyjne zaproponowane w obu pracach zrobily w ubiegtym stuleciu za-
wrotng kariere i doczekaly si¢ ogromne;j ilosci wersji dostosowanych do forma-
lizacji ogromnej iloéci logik nieklasycznych. Dedukcja naturalna stosowana
jest dzi$ powszechnie, przede wszystkim w nauczaniu logiki, ale rowniez w
teoretycznych badaniach z zakresu teorii dowodu. Jednak to nie dedukcja
naturalna jest tematem niniejszej publikacji.

Praca Gentzena wprowadzata jeszcze jeden rodzaj formalizacji logiki,
ktory na gruncie teorii dowodu okazal sie nawet popularniejszy od dedukceji
naturalnej. Skonstruowany przez Gentzena rachunek, a raczej rachunki, se-
kwentow (RS) okreslane tez — ze wzgledu na nazwisko autora — systemami lub
rachunkami Gentzena, to bez watpienia jedno z najwazniejszych dokonan na
polu logiki. Wspotczesne RS to niezwykle sprawne, eleganckie i powszechnie
dzi$ uzywane narzedzie teorii dowodu, ktére pozwala ujawnié¢ wiele intere-
sujacych wtasnosci systeméw logiki i teorii dedukeyjnych. Jednak w Polsce,
kraju o wielkich tradycjach logicznych, znajomo$é¢ systemoéw formalnych wy-
wodzacych sie z badan Gentzena wydaje sie niewystarczajaca i nie naleza
one do zestawu popularnych narzedzi uprawiania logiki. Mam nadzieje, ze
niniejsza publikacja przyczyni sie do wiekszej popularyzacji RS.

Nazwa RS pochodzi od podstawowych jednostek, na ktérych zdefiniowa-
ne sa reguly. Gentzen zapozyczyl ten pomyst od Hertza [65], ale dokonatl
jego daleko idacej modyfikacji. Oryginalny RS Gentzena okazal sie bardzo
efektywnym srodkiem realizacji programu Hilberta, gtéwnie w zakresie dowo-
dzenia niesprzecznosci teorii matematycznych, jednak szybko odkryto wiele
innych mozliwosci zastosowari. Obecnie systemy RS znajduja zastosowanie
przede wszystkim w rozwazaniach teoretycznych z zakresu (strukturalnej)
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teorii dowodu. Konstruowanie jednak nowych rachunkéw tego typu, np. dla
logik nieklasycznych, ma réwniez znaczenie praktyczne, m.in. w konstrukcji
programéw automatycznego dowodzenia twierdzen. Poszukiwania zadowala-
jacych formalizacji sekwentowych doprowadzito réwniez do rozwiniecia pew-
nej filozofii znaczenia statych logicznych oraz powstania uogdlnionych form
RS. Wspomnie¢ tez mozna o teoretycznych badaniach nad problematyka
(uogdlnionych) operacji konsekwencji rozwinietych na bazie analizy RS. To
tylko hastowe wywotanie kilku waznych punktéow zwiazanych z problematyka
RS; niektoére z nich zostana rozwiniete w ksiazce.

Wspomnieliémy wyzej, ze systemy RS wywodza sie z badan Gentzena
nad utworzeniem formalizméw alternatywnych do aksjomatycznych syste-
moéw. Badania te zaowocowaly stworzeniem dwoch rodzajow takich syste-
moé6w: dedukeji naturalnej i rachunku sekwentéw. Poszukiwanie pierwszego
bylo wlasciwym celem Gentzena, natomiast drugi rodzaj formalizacji byt
przez niego postrzegany jako pomocniczy i czysto techniczny srodek, m.in.
dla udowodnienia réwnowaznosci systemu DN z systemem aksjomatycznym
(dla logiki intuicjonistycznej i klasycznej) oraz, przede wszystkim, dla wyka-
zania pewnej wlasnosci dowodéw w DN. Sam Gentzen tak o tym pisal:

“Blizsze badania specjalnych wtasnosci rachunku naturalnego (tj. DN)
doprowadzity mnie do bardzo ogélnego twierdzenia, ktore bedzie dalej okre-
slane jako ‘Hauptsatz’. [...| Aby wystowi¢ i dowies¢ Hauptsatz w dogodnej
formie, musialem skonstruowa¢ rachunek logiczny specjalnie do tego celu
przygotowany. Rachunek naturalny okazal sie niedostosowany dla tego ce-
lu |...] dlatego skonstruuje nowy rachunek dedukcji logicznej, posiadajacy
wszystkie wymagane wlasnogci”!

Gentzenowi chodzilo o wykazanie, ze kazdy dowéd w DN mozna sprowa-
dzi¢ do pewnej normalnej postaci. Majac trudnosci z bezposrednim dowodem
dla DN, Gentzen wykazal ten wynik droga posrednia, poprzez skonstruowa-
nie RS jako pewnej teoretycznej ramy dla wyrazania rezultatow dotyczacych
DN. Twierdzenie o normalizacji (dowodéw) DN wykazali niezaleznie w la-
tach 60-tych bezposrednio dla DN Prawitz [113] i Raggio [116] 2 Jednak to
wlagnie rachunek sekwentéw i udowodniony przez Gentzena Hauptsatz, czyli
tunerdzenie o eliminacji ciecia otworzyl droge do rozwoju nowoczesnej teorii
dowodu oraz konstrukcji pierwszych systemoéw automatycznego dowodzenia
twierdzen.

! Gentzen [50], thum. autora za angielska wersja w Szabo [139].
2 Faktycznie, sam Gentzen tez dowiod! go bezposrednio dla DN, ale jedynie dla logiki
intuicjonistycznej i ostatecznie nie opublikowal tego wyniku — por. von Plato [107].
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Prezentowana praca jest pomyslana jako wprowadzenie do niezwykle bo-
gatej i ztozonej problematyki zwigzanej z teoria i zastosowaniami rachunkdw
sekwentowych. Chcac zachowaé rozsadne rozmiary ksigzki sita rzeczy doko-
nano w niej wyboru zagadnien, ktére w przekonaniu autora sa najwazniej-
sze czy po prostu interesujace. Nacisk zostal polozony na metodologiczne
aspekty RS, totez nie jest to praca z zakresu teorii dowodu, w ktorej RS
jest narzedziem do prezentacji wynikow tej teorii. Doskonate wyktady tej
problematyki mozna znalezé w wielu pracach, np. Takeuti [143], Troelstra
i Schwichtenberg [145], Buss [20], Negri i von Plato [101]. W tej pracy ba-
damy RS, a nie teorie¢ dowodu z pomoca RS, co ma zasadniczy wplyw na
jej charakter i zawartos¢. Ksiazka zawiera detaliczna prezentacje podstawo-
wych zastosowan RS, najwazniejszych twierdzen i technik dowodzenia tych
rezultatéw. W szczegdlnosci, czytelnik moze znalezé ponizej rézne dowody
podstawowych twierdzen oraz ich poréwnanie. Najwiecej uwagi pos$wiecamy
dowodzeniu fundamentalnego twierdzenia o eliminowalnosci (Cut), czyli re-
guly ciecia, ktére czesto traktowane jest jako najwazniejszy wynik z zakresu
teori dowodu. W pracy poswiecamy tez sporo miejsca wyjasnieniu dlaczego
wynik ten jest tak wazny.

Staralismy sie by praca byla przystepnie napisana, ale nie kosztem nad-
miernego upraszczania czy poswiecania rygoréow formalnych. Adresatem jest
czytelnik z pewnym przygotowaniem formalno-logicznym ale nie przekra-
czajacym poziomu standardowego kursu logiki w zakresie oferowanym na
studiach filozoficznych czy wstepu do matematyki (dyskretnej) na studiach
matematycznych lub informatycznych. Zamierzeniem naszym jest by czy-
telnik mogt nauczyé sie samodzielnie stosowaé RS jako narzedzie wtasnych
badan, totez prezentujemy detalicznie standardowe techniki dowodowe. Nie
zamiesciliSmy w pracy osobnych zadari, ale czytelnik znajdzie wystarczajaco
duzo materialu ¢éwiczeniowego jezeli zechce samodzielnie uzupetnié induk-
cyjne dowody wickszosci twierdzen wedtug pokazanego wzorca. Ze wzgledéw
objetosciowych ograniczamy sie do rezultatéw i technik zwigzanych z logika
klasyczna, ale planujemy przygotowanie kolejnego tomu, w ktérym oméwimy
problematyke zastosowan RS do logik nieklasycznych. Jest to bardzo dyna-
micznie rozwijajacy sie dzial teorii dowodu, ktéry doprowadzit do powstania
wielu interesujacych uogolnien standardowych rachunkéw sekwentowych.

Poniewaz praca ma charakter elementarny, wiec zamieszczamy w niej
dwa rozdzialy poswiecone klasycznemu rachunkowi zdan i kwantyfikatorow,
ktore zawieraja skrotowy wyktad podstawowych rezultatow wykorzystywa-
nych w pracy. Ponadto w Dodatku mozna znalezé podstawowe informacje
z zakresu wykorzystywanych pojeé¢ teorii mnogosci, dowodoéw indukcyjnych
itp. “preliminariéw technicznych”.
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Innym wyréznikiem prezentowanej pracy jest to, ze pojecie rachunku
sekwentowego jest w niej traktowane szerzej niz w innych opracowaniach.
Oprocz form RS skonstruowanych przez Gentzena i ich rozmaitych wariantow
powszechnie stosowanych w badaniach z zakresu teorii dowodu, omawiamy
tez rozmaite mniej znane systemy dedukcyjne rowniez wykorzystujace se-
kwenty jako podstawowe jednostki ale dopuszczajace inne rodzaje regut od
tych, ktore wprowadzil Gentzen. Istnieje tez wiele systeméw dedukeyjnych,
w ktorych uogolniono pojecie sekwentu, cheac formalizm Gentzena lepiej do-
stosowaé¢ do specyficznych badari, np. nad logikami nieklasycznymi. Mozna
wiec mowié o wielu odmianach RS choé¢ w literaturze przedmiotu zazwyczaj
preferuje sie systemy Gentzenowskie. W tej ksigzce pojecie RS rozumiane jest
na tyle szeroko by uwzgledni¢ zaréwno inne typy RS jak i ich uogoélnienia.
Chociaz w przypadkach konkretnych formalizacji moga pojawié¢ sie watpli-
wosci natury klasyfikacyjnej, to systemy RS, zwlaszcza w klasycznej postaci,
wyraznie odrbézniajg sie od systeméw aksjomatycznych, dedukeji naturalne;j,
rezolucji, czy systemow tablicowych. Systemy RS maja tez znacznie dltuzsza
historie od innych popularnych rodzajow formalizacji, takich jak systemy
rezolucji, czy systemy tablicowe. RS laczy zreszta z tymi rodzajami syste-
méw dedukeyjnych bardzo bliski zwiazek; zwrocimy na to uwage w ostatnim
rozdziale.

W pracy mozna wyrdzni¢ dwie czedci: jedna poswiecona klasycznemu ra-
chunkowi zdan (w skrocie KRZ), a druga klasycznemu rachunkowi kwantyfi-
katorow (KRK), zwanemu tez logika pierwszego rzedu, i formalizacji teo-
rii elementarnych na gruncie RS. Rozdzielenie tych dwéch partii wydaje
sie sprzyja¢ bardziej przystepnej prezentacji materialu. Rozdzial 1 zawie-
ra krotkie wprowadzenie do klasycznego rachunku zdan, w ktérym podaje-
my wszystkie informacje wykorzystywane w dalszej czesci ksiazki. Rozdziat
2 zawiera og6lne wprowadzenie do problematyki RS, w ktérym omawiamy
m.in. rodzaje sekwentéw, regul i rachunkéw. W szczegélnosci, staramy sie
wprowadzi¢ pewne teoretyczne rozréznienia natury klasyfikacyjnej dla lep-
szej orientacji w problematyce. Omawiamy tez kweste rozmaitych interpreta-
cji pojecia sekwentu, ktéra — w naszym przekonaniu — ma kluczowe znaczenie
dla zrozumienia uniwersalnosci zastosowan RS. Ostatni podrozdzial rozwija
jedna z tych interpretacji, ktéra doprowadzita do powstania pewnych uogdél-
nienn teorii konsekwencji Tarskiego. Czytelnik zainteresowany konkretnymi
zastosowaniami RS moze w zasadzie pominaé lekture zaréwno rozdziatu 1
jak i 2 (lub przejrzeé je pobieznie) i zacza¢ od razu od rozdziatlu 3, a dwa
pierwsze konsultowaé¢ w miare potrzeb. Zwtaszcza podrozdzial 2.4 zawiera
material, ktory nie jest dalej wykorzystywany, ale moze by¢ interesujacy dla
0s6b obeznanych z teoria konsekwencji Tarskiego.
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Rozdzial 3 rozpoczyna wtasciwa, formalna prezentacje standardowej wer-
sji RS pochodzacej od Gentzena. Omawiamy tam oryginalny RS Gentzena
dla logiki klasycznej nazwany przez niego LK (Logische Kalkiil), a w rozdziale
4 jego podstawowe warianty wypracowane z myslg o specjalnych zastosowa-
niach. Szczegdlnie wazny, ze wzgledu na zastosowania praktyczne jest system
ARS (analityczny rachunek sekwentow). Rozdzial 4 zawiera tez rozwazania
na temat istotnych wtasnosci regut oraz prezentacje ogdlnego wyniku doty-
czacego rownowaznosci dedukcyjnej réznych typow regut. Oba te rozdzia-
ty to kompendium podstawowych informacji o standardowych RS w sensie
Gentzena i ich podstawowych wlasnosciach.

Kluczowy fragment ksiazki to rozdziat 5, ktéry zawiera detaliczne omo-
wienie kilku réznych wersji dowodu twierdzenia o eliminacji ciecia, ktore — jak
wyzej wspomieliSmy — czesto, i nie bez racji, uchodzi za najwazniejszy wynik
teorii dowodu. W nastepnym rozdziale analizujemy wybrane konsekwencje
tego twierdzenia, zwlaszcza rozstrzygalnosé KRZ. Rozdzial 7 pokazuje w ja-
ki spos6b mozna RS wykorzysta¢ w dowodzeniu rezultatow o charakterze
semantycznym, w szczegblnosci twierdzeri o petnosci. Prezentujemy w nim
cztery rézne wersje dowodu twierdzenia o petnodci.

Nastepnie przechodzimy do problematyki klasycznego rachunku kwan-
tyfikatorow (KRK) i teorii elementarnych. W rozdziale 8, podobnie jak w
pierwszym, prezentujemy podstawowe informacje o KRK niezbedne w lek-
turze dalszej czesci. Rozdzial ten mozna pominaé i odwolywaé sie do niego
w miare potrzeb. Rozdziat 9 to obszerna prezentacja podstawowych rezulta-
tow uzyskanych z pomoca RS dla KRK i teorii elementarnych. Watki, kto-
re stanowig proste rozwiniecie rezultatéw dowiedzionych w czeci pierwszej
potraktowane sa bardziej skrétowo, nacisk postawiony jest na zagadnienia
swoiste dla zastosowann RS w KRK.

Ostatni rozdzial poswiecony jest omoéwieniu rozmaitych mniej znanych
systemow RS, ktore wykraczaja poza standardowy rachunek Gentzena beda-
cy zasadniczym tematem ksigzki. Systemy te reprezentujg rozmaite warian-
ty trzech typow RS wyr6znionych w rozdziale 2. Catosci dopetnia dodatek
o techniczno-terminologicznym charakterze. W rozdziale 10 wykorzystany
zostal artykul Indrzejczak [73] poswiecony systemom Suszki oraz fragment
artykutu Indrzejczak [72].

Praca ta nie powstataby zapewne bez wsparcia wielu oséb oraz instytucji,
ktorym pragne w tym miejscu serdecznie podziekowac.

Fragmenty pracy referowatem systematycznie na seminarium Katedry
Logiki UL prowadzonym przez Prof. dr hab. Grzegorza Malinowskiego, kto-
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Rozdzial 1

Klasyczny Rachunek Zdan

W rozdziale tym przypomnimy krétko, i zazwyczaj bez dowodu, najwaz-
niejsze fakty dotyczace Klasycznego Rachunku Zdan (w skrocie KRZ), do
ktorych bedziemy odwolywali sie w dalszych rozdziatach. W kolejnych pod-
rozdziatach omawiamy: jezyk zdaniowy (1.1), aksjomatyczna formalizacje
KRZ (1.2), semantyke (1.3) oraz podstawowe sposoby dowodzenia pelnosci
(1.4). Krotkie omowienie pewnych wybranych whasnosci KRZ, jak rozstrzy-
galnos¢ czy wlasnosé interpolacji (1.5) oraz jego charakterystyki w terminach
dedukeji naturalnej (1.6) zamyka rozdzial, ktory zamieszczony jest gltownie
po to by lektura ksiazki nie wymagata siegania po inne opracowania. Poza
podrozdziatem 1.1, w ktérym wprowadzamy terminologie i notacje, reszte
rozdzialu mozna pomingé¢ przy pierwszym czytaniu i konsultowaé¢ w miare
potrzeb podczas lektury catosci.

1.1 Jezyk

Niech ZZ = {p,q,7,...,p1,q1,71, ...} Oznacza przeliczalny zbiér zmiennych
zdaniowych, ktore w jezyku KRZ sa formutami atomowymi (atomami). Do
budowy formut zlozonych uzywaé bedziemy operacji (spojnikéow) zdanio-
wych: — oznacza jednoargumentowa operacje (spojnik) negacji, a A,V, —
dwuargumentowe operacje koniunkcji, alternatywy i implikacji. Dowolne for-
muty jezyka przedmiotowego oznaczaé bedziemy w metajezyku matymi lite-
rami greckimi ¢, ), X, ... a ich zbiory (oraz multizbiory i ciagi' w nastepnych
rozdziatach) za pomoca wielkich liter T', A T, ...

! Objasnienie notacji i poje¢ teoriomnogosciowych wykorzystywanych w ksigzce zawiera
dodatek.
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Definicja 1.1 (Definicja zbioru formut KRZ) FOR jest najmniejszym
zbiorem spetniajgcym warunki:

1. ZZ C FOR
2a. jezeli p € FOR, to ~¢p € FOR
2b. jezeli v, € FOR, to (¢ A1), (¢ V), (¢ — ¢) € FOR

Uwaga 1.1: Podana definicja jest standardowa definicja rekurencyjna, co
umozliwia stosowanie dowodéw indukcyjnych przez tzw. indukcje struktu-
ralng lub przy wykorzystaniu miar takich, jak dtugosé (iols¢ symboli) lub
ztozonosé (ilosé statych logicznych) formuty. Czytelnik stabo obeznany z in-
strumentarium logiki matematycznej moze znalezé objadnienie tych pojeé i
technik w dodatku.

Ponadto bedziemy sporadycznie uzywaé¢ symboli <, L i T (dwuargu-
mentowy spojnik rownowaznosci, state zdaniowe falsum i verum) jako defi-
nicyjnych skrétow:

¢ (po) = =AW —9)
o L:=(pA-p); T:=-L

Uwaga 1.2: W praktyce stosujemy konwencje pomijania zbednych nawia-
sow, w szczegolnosci zewnetrznych. Aby jeszcze bardziej zredukowac ich licz-
be stosujemy konwencje odnosnie sily wigzania spéjnikéw, wg. kolejnosci
-, A\, V, —, <. Dodatkowo omija¢ bedziemy wewnetrzne nawiasy w przypad-
ku wielokrotnego powtoérzenia operacji tacznych, tj. koniunkcji i alternatywy.
Konwencje te pozwalaja formute:

(pV(mgAr)) = ((pA=s)V(gA(sAT))))
zapisa¢ nastepujaco:

pV-gANT —=pANSVgNsAt

Wyréznijmy pewne typy formut o specjalnej postaci:

Definicja 1.2 (Postacie normalne) o Kazdy atom ludb jego negacja to
literat (pozytywny lub negatywny).

o Koniunkcja literatow to koniunkcja elementarna.
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o Alternatywa literatow to alternatywa elementarna (klauzula).

o Klauzula Horna to klauzula, w ktorej jest co najwyzej jeden literat po-
zytywny (atom).

e Formuta jest w postaci normalnej koniunkcyjno-alternatywnej (krétko
KA) wtw jest koniunkcjg klauzul.

e Formuta jest w postaci normalnej alternatywno-koniunkcyjnej (krétko
AK) wtw jest alternatywq koniunkcji elementarnych.

Uwaga 1.3: W przypadku klauzul, koniunkcji elementarnych oraz posta-
ci normalnych obu typéw dopuszczamy przypadek jednoargumentowej ko-
niunkcji i alternatywy. Np. p jest zarazem klauzula (w tym klauzula Hor-
na), koniunkcja elementarna oraz formula w dowolnej postaci normalnej;
p V q jest zarazem klauzula (ale nie klauzula Horna) jak i formula w po-
staci normalnej koniunkcyjno-alternatywnej (jednoelementowa koniunkeja) i
zarazem alternatywno-koniunkcyjnej (dwuelementowa alternatywa jednoele-
mentowych koniunkeji elementarnych).

Zbiér zmiennych wystepujacych w danej formule lub zbiorze formut be-
dziemy zaznacza¢ odpowiednio przez ZZ(p) lub ZZ(I'). Zbiér podformut
danej formuty ¢ lub zbioru formut I', oznaczany przez SF(p) (SF(T)), de-
finiujemy nastepujaco:

Definicja 1.3 (Podformuly) o diape ZZ, SF(p) ={p}

e dla p:= ), SF(p) = {p}USF()

o dla ¢ ==Y O x, gdzie © € {\,V,—, <}, SF(p) = {p} USF(y) U
SF(x)-

o SF(I')=U{SF(p): p T}

1 1 x to bezposrednie podformuty .

1.2 Aksjomatyczne ujecie KRZ

Najpopularniejszym sposobem formalnego ujecia dowolnej logiki, w tym kla-
sycznej, sa systemy aksjomatyczne, ktére w dalszym ciaggu bedziemy krotko
okresla¢ jako H-systemy (od Hilberta). Systemy takie definiujemy podajac
zbioér aksjomatow, czyli formut (lub ich schematow) przyjetych bez dowodu
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oraz zbior regut inferencji, ktére pozwalaja z uznanych wczeéniej formul de-
dukowac¢ kolejne. Reguly takie bedziemy przedstawiaé¢ za pomoca schematdw
D1, -y o [ U, gdzie @;, i < n, to przestanki, a ¢ to wydedukowany wniosek.

Istnieje wiele wersji H-systemoéw dla KRZ, ponizej przypomnimy wersje
H-KRZ z reguta MP jako jedyna regula inferencji oraz z nastepujaca lista
schematow aksjomatow.

L= (=0

2. (= @W—=x) = (¢ =) = (¢ —x)
3. oA —p

4. oA — 1

5. 0= (Y= pAY)

6. o =V

7. Y—=eVy

8. (p—=x) = (¥ —=x) = (pVY = X))
9. (mp = ) = (¥ — )

Jedyna reguta jest reguta MP (Modus Ponens, reguta odrywania) postaci:
e A

Uwaga 1.4: Podany wyzej H-KRZ jest przyktadem formalizacji inwariant-
nej, tj. takiej, w ktorej zamiast skoniczonego zbioru aksjomatéw wyrazonych
w jezyku przedmiotowym danej logiki uzywamy zbioru schematéw wyrazo-
nych w metajezyku. W rezultacie zbiér aksjomatdéw jest nieskoniczony, ale nie
musimy wprowadzaé¢ do zbioru regul, jako pierwotnej, reguty podstawiania
za zmienne zdaniowe. Dla krétkosci w dalszym ciagu aksjomatami bedzie-
my nazywaé zaré6wno same schematy jak i ich konkretne instancje w jezyku
przedmiotowym.

Uwaga 1.5: W podanym zestawie aksjomatéw wystarczy wymienié¢ aksjo-
mat 9 na jego stabsza wersje (¢ — ¥) — (=) — —p) aby otrzymaé¢ H-INT,
czyli aksjomatyczng formalizacje zdaniowej logiki intuicjonistycznej. Pomi-
niecie tego aksjomatu daje H-POZ, czyli aksjomatyczng formalizacje zdanio-
wej logiki pozytywnej (bez negacji).
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1.2.1 Dowiedlnosé

Ponizej podajemy definicje kluczowych pojeé logiki, mianowicie: relacji do-
wiedlnodci lub dedukowalnosci zachodzacej miedzy zbiorami formut a poje-
dynczymi formutami (- C P(FOR) x FOR), tezy (F ¢) i sprzecznego zbioru
formut.

Definicja 1.4 o I' F ¢ wtw istnieje skoriczony cigg formut (dowdd), w
ktorym ostatnim elementem jest ¢ i gdzie kazdy element jest:

1. podstawieniem aksjomatu lub
2. elementem zbioru I' (zatozeniem) lub

3. wynikiem zastosowania MP do poprzedzajgcych wyrazow ciggu
oy wtw @k

o I jest sprzeczny wtw I' F L, w przeciwnym wypadku jest niesprzeczny.

Uwaga 1.6: Powyzej przyjeliémy, jako wygodniejsze dla naszych celoéw, uje-
cie pochodzace od Tarskiego [144], w ktorym logike pojmuje sie jako pewnag
relacje (operacje) konsekwencji, ktora mozna rozmaicie zdefiniowaé. W szcze-
gblnosci, w ujeciu aksjomatycznym definiuje sie logike czysto syntaktycznie
jako relacje dowiedlnosci a pojecie tezy jest wtorne, podobnie jak pojecie
zbioru sprzecznego. Abstrakcyjne ujecie KRZ, i dowolnych logik, jako opera-
¢ji konsekwencji omawiamy w podrozdziale 2.4. Zauwazmy tez, ze definicja
dowiedlnosci ma réwniez charakter rekurencyjny, co pozwala na stosowanie
w tym przypadku dowodoéw indukeyjnych (por. dodatek).

Warto zauwazy¢, ze przy tradycyjnym podejsciu logike utozsamia sie ze
zbiorem tez czyli wszystkich aksjomatow i formul dedukowalnych ze zbioru
aksjomatow za pomoca regul pierwotnych (w tym przypadku tylko MP). W
takim ujeciu pierwotnym pojeciem jest pojecie dowodu charakteryzowanego
jako ciag (lub drzewo) formul spemiajacych warunek 1 i 3 z definicji 1.4.
Tezy sa definiowane jako formuly majace dowod, natomiast definicje rela-
cji dowiedlnosci wprowadza sie na koniec, jako uogélnienie pojecia dowodu
przez dopuszczenie jako dodatkowych elementéw dowodu formut z I'. Moz-
na zresztg wtedy inaczej zdefiniowaé relacje dowiedlnosci odwotujac sie do
pojecia tezy jako pierwotnego:

'@ wtw Yy Ao Ay — @ (gdzie {1, ..., 0} CT)

Obie podane charakterystyki - generalnie nie musza by¢ rownowazne (w
tych H-systemach, w ktorych wystepuja inne regulty pierwotne oprocz MP),
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ale dla podanej przez nas aksjomatyzacji KRZ daja ten sam wynik. Wrécimy
do tej kwestii w rozdziale 8. przy okazji aksjomatycznej charakteryzacji KRK
(Klasycznego Rachunku Kwantyfikatorow).

Uwaga 1.7: Zazwyczaj symbol - wystepuje z indeksami oznaczajacymi w ja-
kiej logice, lub w jakim systemie /teorii zachodzi ta relacja, np. Fg,Fg_p, }—i;
poniewaz zajmujemy sie tu tylko logika klasyczna i (w danym momencie)
tylko systemem aksjomatycznym H, wiec te dodatki pomijamy. W dalszym
ciagu beda uzywane wtedy, gdy niezbedne bedzie odroznienie relacji genero-
wanych przez rézne systemy dedukcyjne.

Uwaga 1.8: Bedziemy uzywaé symbolu C'n(I') na okreslenie zbioru wszyst-
kich formut dedukowalnych z I" (zbioru jego logicznych konsekwencji), tj.

Cn(l)={p:TF ¢}

Zauwazmy, ze w oryginalnym ujeciu Tarskiego to wlasnie operacja Cn :
P(FOR) — P(FOR) jest pierwotna, natomiast odpowiadajaca jej relacje
F mozna zdefiniowaé nastepujaco:

'y = pelCn(l)
Odnotujmy nastepujace wlasnosci relacji dowiedlnosci:

Lemat 1.1 1. jezelip e, toT' - ¢
Ljezelil il CA, to A

. F o wtw ' F o, dla dowolnego zbioru T’

2
3
4. jezeliT'Fp i Ay, to T, A
5 TF o wtw AF @, dla pewnego skoriczonego A C T
6. ToFyY wtwl'F o —

L jezelil,—p @, tol'F @

8. jezeli ', o=, to ' F =

9. T'=pk L wtw 'k ¢

10. jezeliT,p b i A, to T, A

11. jezelil, oy i Ao =), to I, A F =g
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12. jezeliT'l p i A =, to ' A1, dla dowolnego
18. Tyo,p Fx wtw Typ Ay oy

14. jezeiTF VY i Aok x i1y Fyx, to D, AT E x

Proste dowody tych wtasnosci pomijamy; dowod implikacji w prawo dla 6 to
twierdzenie o dedukcji (TD), ktorego dowod podajemy w dodatku. Implika-
cja odwrotna z 6 (konwers TD) w istocie rzeczy wyraza domknietosé relacji
F na MP; rownowaznie mozna to podaé¢ nastepujaco:

1. ¢, — ¥ F 9 (inferencyjny MP)
2. jezelilTF i AF @ — 1, to T, A+ ¢ (dedukcyjny MP)

1.2.2 Reguly wtérne

Chociaz MP jest regula wystarczajaca dla dedukcji wszystkich tez KRZ czy
wyprowadzalnosci wszystkich konsekwencji z dowolnych zatozeri I', to kon-
strukcja dowoddéw bywa ekstremalnie trudna. Uzycie pewnych wtasnosci
podanych w powyzszym lemacie, zwtaszcza TD czy 9 (twierdzenie o deduk-
cji nie wprost) znacznie upraszcza prace. Wprowadzenie dodatkowych regut
do systemu aksjomatycznego jeszcze bardziej utatwia i skraca konstrukcje
dowodow. Wyrdzniamy dwa typy regut wtoérnych:

® 1, ...,/ p jest schematem regulty wyprowadzalnej wtw 1, ..., ¥y, F ¢

® 1, ...,/ p jest schematem reguly dopuszczalnej wtw jezeli - 91, ...,
Up, to @

Zachodzi nastepujacy:
Lemat 1.2 Kazda requta wyprowadzalna jest dopuszczalna

DowoOD: Zatozmy, ze 1)1, ..., ¥, /@ jest regula wyprowadzalna, zatem 1, ..., ¥y, F
©. Zatozmy tez, ze b 1)1, ..., b 1y,. Przez przechodniosé - (lemat 1.1, wlasnosé
4) zastosowana n razy otrzymamy - ¢. W

Uwaga 1.9: Zalezno$é w druga strone zachodzi tylko dla niektorych syste-
moéw dedukeyjnych. Nazywamy je strukturalnie zupelnymi.

Przykladem przydatnej reguty wtornej (dowdéd w dodatku) jest reguta eks-
tensjonalnosci
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RE: F o </ Fx < xlo/ /Y],

gdzie x[¢/ /1] oznacza zastapienie co najmniej jednego wystapienia ¢ (jako
podformuty x) przez 1

Dopuszczalnosé¢ RE w KRZ pozwala nam tatwo udowodnié:
Twierdzenie 1.1 (Post) Dla dowolnej ¢ istnieje réwnowazne jej @' w po-
staci normalnej koniunkcyjno-alternatywnej
1.2.3 Sprzecznosé

Pojecie sprzecznosci/niesprzecznosei (syntaktycznej) jest rownie istotne jak
pojecie dowiedlnosci. Ponizszy lemat wylicza alternatywne definicje sprzecz-
nosci:

Lemat 1.3 (Zbiory sprzeczne) Podane nizej warunki s¢ réwnowazne na
gruncie logiki klasyczneyj:

1. THL

T'F—pAp, dla pewnego ¢
't F=p, dla pewnego ¢
T'F ¢, dla dowolnej ¢
Cn(T')= FOR

S S L e

F=(p1 Ao Apn), dla pewnego {¢1,..., 00} CT
Latwy dowod pomijamy.

Uwaga 1.10: Analogicznie jek relacje dowiedlnosci, pojecie (nie)sprzecznosci
tez relatywizujemy do konkretnej logiki badZ systemu moéwigc, np. o KRZ-
niesprzecznosci. Tutaj pomijamy ten dodatek, gdyz ograniczamy sie do logiki
klasycznej w ujeciu aksjomatycznym.

Uwaga 1.11: Warunki podane wyzej w lemacie 1.3 sa w odniesieniu do
KRZ réwnowazne zatem kazdy z nich moze poshuzyé jako definiens w de-
finicji zbioru sprzecznego. Nie sg one jednak réownowazne dla kazdej logiki,
w szczegdlnodci, definicje z uzyciem warunkéw 4 i 5 moga by¢ stosowane do
logik bez negacji (lub z negacja stabsza od klasycznej).

Uwaga 1.12: Definicje niesprzecznych zbioréw uzyskujemy przez negacje
definicji zbioréw sprzecznych — w szczegdlnoscei:
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e dla 2. nie istnieje takie , ze I' = ~p A (lub I' ¥ ~p A p, dla dowolnego
©, gdzie ¥ oznacza zaprzeczenie dowiedlnosci);

e dla 4. istnieje takie ¢, ze I' ¥ .

e dla 6. kazdy skoriczony podzbior I' jest niesprzeczny, tj. dla kazdego
{@1, .y on} CT, ¥ =(01 Ao App)

Bez dowodu przytoczmy dla KRZ kolejny:

Lemat 1.4 (Wlasnosci (nie)sprzecznosci:) 1. jezeli ' jest sprzeczna
1T C A, to A jest sprzeczna

2. jezeli I' jest niesprzeczna i I' D A, to A jest niesprzeczna

3. T jest niesprzeczna wtw A jest niesprzeczna, dla dowolnego skoriczonego

ACT
4. TU{—p} jest sprzeczna wtw T' F ¢
5. TU{—p} jest niesprzeczna witw T' ¥ ¢

6. T jest sprzeczna wtw T'U{p} jest sprzeczna i T' U {—p} jest sprzeczna,
dla dowolnej ¢

7. T jest niesprzeczna wtw I' U {¢} jest niesprzeczna lub T' U {—p} jest
niesprzeczna, dla dowolnej .

1.3 Semantyka KRZ

Oprocz charakteryzacji syntaktycznej dla danej logiki, ktorg w tym przypad-
ku ograniczylismy do ujecia aksjomatycznego (i dedukeji naturalnej omoéwio-
nej w ostatnim podrozdziale), potrzebujemy réwniez ujecia semantycznego.
W rozwazaniach metalogicznych nad logikami zdaniowymi wygodne sg se-
mantyki algebraiczne, jednak ze wzgledu na tatwosé poszerzenia do semanty-
ki dla logiki 1-go rzedu wygodniejsze bedzie dla nas ujecie teorio-modelowe.
7 racji prostoty jezyka pojecie modelu dla KRZ redukuje sie do pojecia
waluacji (wartosciowania) dla zmiennych. To ostatnie jest dowolna funkcja
postaci V : ZZ — {1,0}, ktora kazdej zmiennej przyporzadkowuje jedna
z wartosci logicznych: prawde — 1 lub falsz — 0. Kazda waluacja wyznacza
jednoznacznie strukture interpretacyjna (model) dla FOR w nastepujacy
Sposob:
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ME wtw  V(p) =1, dla dowolnej p € ZZ
ME @ wtw M E @

MEeAY wtw MEEiMEY

MEeVY wtw MElub MEY

ME—Y wtw IMEplub MEY

M ¥ ¢ oznacza falszywos¢ formulty ¢ w danym modelu. Dla zbioréw
formut uzywaé bedziemy zapisu M E I', gdy 991 E ¢ dla dowolnego ¢ € T'.
I F T oznacza falszywos¢ co najmniej jednego elementu I' w tym modelu.
Ponizsza definicja wprowadza najwazniejsze pojecia semantyczne symulta-
nicznie dla formut i ich zbioréw (w nawiasie).

Definicja 1.5 o ¢ () jest spetnialna w modelu M witw ME @ (M ET).

o ¢ (T') jest spetnialna (spdjna, semantycznie niesprzeczna) wtw istnieje
model, w ktorym jest spetnialna.

o o () jest sfalsyfikowana w modelu M wtw M E ¢ (M ET) inaczej: M
falsyfikuje ¢ (T).

o (I') jest sfalsyfikowana wtw istnieje model, w ktdrym jest sfalsyfiko-
wana.

¢ (') jest niespetnialna (niespdjna, semantycznie sprzeczna) wtw nie
istnieje model, w ktorym jest spetnialna.

@ jest tautologiq (= ) wtw You, M E ¢

o v wynika z ' (I' = o) wtw Vo, ME T implikuje IMME ¢

£ ¢ oznacza formule nietautologiczna a I' & ¢ brak wynikania.
Odnotujmy nastepujace przydatne i oczywiste fakty:
Fakt 1.1 o £ v wtw ¢ jest falsyfikowalna wtw —p jest spetnialna.

o I' = ¢ witw I'U{—p} jest niespetnialna.

Dla = mozna tatwo dowies¢ odpowiedniki wlasnosci -, a dla (nie)spelnialnosci
odpowiedniki wlasnosci dla (nie)sprzecznosci; pozostawiamy to zadanie czy-
telnikom. Reguty inferencji mozna kwalifikowa¢ réwniez semantycznie. Ana-
logicznie jak w przypadku regut wtérnych wyrézniamy dwa typy:

e reguly normalne: ¥, ..., ¢,/ Wtw 1, ..., 0, = @
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e reguly niezawodne: ¥, ..., ¥y /o wWtw jezeli = ¥, ..., = ¥y, to = @

Zachodza nastepujace zaleznosci, ktore tatwo wykazaé:

Lemat 1.5 1. Kazda reguta normalna jest niezawodna.
2. Kazda reguta wyprowadzalna jest normalna.

3. Kazda reguta dopuszczalna jest niezawodna.

Faktycznie, w przypadku podanego przez nas H-systemu, punkty 2. i 3.
mozna wzmocni¢ do réwnowaznosci. Nie jest to jednak prawidtowosé ogédlna
gdyz pojecie reguty wyprowadzalnej i dopuszczalnej zrelatywizowane jest nie
tylko do logiki ale i do konkretnej formalizacji tej logiki. Przyktadem reguty
niezawodnej, ktora nie jest normalna moze by¢ reguta podstawiania.

Odnotujmy tez nastepujacy:

Fakt 1.2 1. Dla dowolnej klauzuli ¢, = ¢ wtw nalezy do niej pewien
atom 1 jego negacja.

2. Dla dowolnej ¢ w postaci koniunkcyjno-alternatywnej, = ¢ wtw = 1,
dla dowolnej klauzuli 1, ktora do niej nalezy.

1.4 Adekwatnosé H-KRZ

Majac do czynienia z niezaleznymi ujeciami syntaktycznymi i semantycznymi
musimy ustali¢, czy faktycznie charakteryzuja te samg logike. Standardowo
robimy to poprzez udowodnienie adekwatno$ci danego systemu dedukcyjne-
go (w tym wypadku systemu aksjomatycznego) wzgledem danej semantyki.
Wyrézni¢ mozna dwie formy adekwatnosci:

e Adekwatnosé staba: ¢ wtw | ¢

o Adekwatno$¢ mocna: I' - ¢ wtw I' = ¢

Uwaga 1.13: Oczywiscie w drugim przypadku dopuszczamy nieskoriczone
I'; inaczej bylyby to twierdzenia rownowazne na mocy TD. Zauwazmy, ze nie-
ktore metody dowodu tego twierdzenia (np. metoda Posta) pozwalaja tylko
na dowdd stabej postaci — dalej skupimy sie na dowodzie postaci mocne;j.

Twierdzenie o adekwatnosci rozpada sie na dwie sktadowe:
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Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie o przystosowaniu (soundness)) Jezeli
Lk, tol E .

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie o pelnosci (completeness)) Jezelil' =
p, toT' = .

Dowod twierdzenia o przystosowaniu jest prosty dla systeméw aksjoma-
tycznych, natomiast w przypadku twierdzenia o pelnoéci istnieja rézne, cza-
sem dos¢ zlozone, strategie. Dlaczego tatwiej dowies¢ twierdzenie o przysto-
sowaniu? Bo zbior tez jest zdefiniowany induktywnie (por. dodatek), a zbior
tautologii nie (i analogicznie dla i |&). Aby otrzymac¢ dowod twierdzenia o
przystosowaniu wystarczy dowie$é dwa lematy:

Lemat 1.6 Kazdy aksjomat jest tautologig
Lemat 1.7 Kazda regula pierwotna jest regutq normalng

Na ich podstawie otrzymujemy dowdd twierdzenia o przystosowaniu przez
indukcje po dtugosci dowodu I' F .

1.4.1 Dowody twierdzenia o pelnosci — uwagi ogélne:

Znane dowody twierdzenia o pelnosci dla KRZ mozna podzieli¢ na konstruk-
tywne i niekonstruktywne, oraz analityczne i nieanalityczne:

e konstruktywne pokazuja jak skonstruowaé dowdd dla konkretnego przy-
padku wynikania (tautologii) — np. dowody Posta, Kalmara, Hintikki;

e nickonstruktywne wykazuja ogodlnie, ze taki dowod w kazdym wypadku
istnieje, ale nie pokazujg jak go skonstruowaé¢ — np. dowody Godla,
Henkina, Assera.

W pierwszym przypadku mozna wyrézni¢ dodatkowo dowody analitycz-
ne, ktore pozwalaja w przypadku logik rozstrzygalnych na skonstruowanie
skoriczonego modelu dla zbioru niesprzecznego (np. Hintikka [66]). Dowody
niekonstruktywne prowadza zawsze do konstrukcji modeli nieskonczonych
(np. Godel [55], Asser [6])

Jezeli interesuje nas dowod stabej postaci twierdzenia o pelnoscei, to twier-
dzenie Posta dostarcza bardzo prostego argumentu:
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L Ee

2. by ¢, gdzie ¢ jest w postaci KA  Tw. Posta

3. Eeoey 2., Tw. o przystosowaniu
4. ¢ 1,3

5. k¢ 4, Fakt 1.2.

6. Fo 2,5

Jedyne przejscie, ktore moze budzi¢ watpliwosé to dedukcja wiersza 5.
Zaktada ona istnienie algorytmicznej procedury budowania dowodu dla tau-
tologii w postaci KA. Nie bedziemy tutaj takiej procedury dla H-KRZ przed-
stawia¢ (por. np. Batog [10]) ale wrocimy do tematu w rozdziale 7, gdzie
pokazemy jak budowaé taki dowdd w rachunku sekwentow.

W dalszym ciagu skupimy sie na twierdzeniu o petlnosci w mocnej postaci.
Jest ono zazwyczaj formutowane nastepujaco:

Twierdzenie 1.4 (O istnieniu modelu) Kazdy zbior niesprzeczny jest spet-
nialny (ma model).

DowOD réwnowaznosci obu sformutowan, gdzie TP oznacza twierdzenie o
petnosci, a TIM o istnieniu modelu.

TP — TIM: Zaltézmy, ze I’ jest niesprzeczna, czyli I' ¥ L. Wtedy dla
pewnego ¢ € I', I' — {¢} ¥ =, co przez TP daje I' — {p} £ —p. Wtedy,
przez fakt 1.1. mamy, ze I' jest spelnialna.

TIM = TP: Zalozmy, ze I' | ¢, przez fakt 1.1. mamy, ze T'U{—p} jest
niespetnialna, a zatem, przez TIM i sprzeczna. Ale wtedy I' - ¢ przez lemat
1.4, wlasnoé¢ 4. W

Najpopularniejszym sposobem dowodzenia petnosci wielu logik jest spo-
pularyzowana przez Henkina strategia oparcia go na lemacie Lindenbauma o
niesprzecznych zbiorach maksymalnych. Przyjrzymy sie doktadniej tej kon-
strukcji.

1.4.2 Zbiory maksymalnie niesprzeczne

W latach 30-tych ubieglego wicku A. Lindenbaum udowodnil twierdzenie,
powszechnie zwane lematem Lindenbauma, ktore znalazto szerokie zastoso-
wania. Jest to twierdzenie o istnieniu pewnego typu zbioréw niesprzecznych
zwanych maksymalnymi?.

2 Inne okreslenia to zbiory zupelne, nasycone, teorie.
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Definicja 1.6 Zbior I' jest maksymalnie niesprzeczny (MNSP) wtw:
® jest miesprzeczny
o jest zupelny: jezeliT' C A, to A jest sprzeczny.

Uwaga 1.14: Drugi warunek definiowany jest czesto w inny sposéb. Np. na
gruncie KRZ nastepujace warunki sa rownowazne dla dowolnego niesprzecz-
nego I

1. T jest zupelny

2. jezeli I' U {¢} jest niesprzeczny, to ¢ € I', dla dowolnej formuty ¢
3. jezeli I' € A i A jest niesprzeczny, to I' = A

4. dla dowolnej formuty ¢, ¢ € T' lub —p € T' (T jest —-zupelny)
Dowody pominiemy, podobnie jak w przypadku nastepnego:

Lemat 1.8 Dowolny zbior maksymalnie niesprzeczny I' ma nastepujgoce wta-
snosci:

I.pelT wtwIT'F e
. jezeliF @, to p e
. 1¢Tl

2
3
4. jezelip —p el tpel’, toy el
5 ~pel wtwe ¢T

6. pANYpeET wtwp el iy el

7. oV el wtwep el luby €T

8

o= v el wwe ¢l lubyp €T

Wiemy, ze istnieja zbiory niesprzeczne, ale czy istnieja zbiory maksymal-
nie niesprzeczne? OdpowiedZ pozytywng na to pytanie daje wlasnie lemat
Lindenbauma:

Twierdzenie 1.5 (Lindenbaum) Jezeli ' jest niesprzeczny, to istnieje je-
go maksymalnie niesprzeczne poszerzenie (tzn. istnieje takie A, ze ' C A 4

A jest MNSP)
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Lemat Lindenbauma mozna udowodnié¢ konstruktywnie lub niekonstruk-
tywnie (przez odwotanie sie do mocnych twiedzeni teorii mnogosci jak lemat
Kuratowskiego-Zorna, lemat Tukeya itp.), ponadto mozna tatwo wzmocnié
go do réwnowaznosci. Ponizej naszkicujemy dowod konstruktywny. Opiera-
my sie w nim na dwoch faktach z teorii mnogosci (por. dodatek):

Fakt 1.3 1. Kazdy przeliczalny zbior mozna uporzqdkowadé liniowo.

2. Zbior FOR jest przeliczalny.

Dla danego zbioru niesprzecznego moze istnie¢ nawet nieskoriczenie wiele
maksymalnie niesprzecznych poszerzen — zalezy to m.in. od przyjetego upo-
rzadkowania FFOR. Problemu tego nie bedziemy tu rozwaza¢; zaktadamy, ze
mamy dane dowolne, ale okreslone, uporzadkowanie zbioru FOR:

1,92, P3, -

Definiujemy na jego podstawie indukcyjnie nieskoriczony ciag zbioréw for-
mut:

Ag, A1, Ao, ...
Ag=T
A, U {@n-ﬁ-l} jezeli A, U {Son-i-l}
jest niesprzeczna
Anir = A, w przeciwnym wypadku

(tzn. jezeli A, U{¢ont1}

jest sprzeczna)

Uwaga 1.15: Jest to definicja indukcyjna, w ktorej warunek indukcyjny ma
postaé alternatywy — jest to czesta forma definicji indukcyjne;j.

7 podanej definicji mamy:
Fakt 1.4 Dla dowolnego n > 0, A, jest niesprzeczny.

Rozwazmy nieskoriczona sume (JA, po wszystkich zbiorach w ciagu.
Zachodzi dla niej

Fakt 1.5 (Wlasnosci JA,) 1. A, CUA,, dla dowolnego n > 0;
2. T CUA,;
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3. dla dowolnego 0 < k <n, A C Ay;

4. dla dowolnego k > 0, jezeli pr, € |J Ay, to v € Ag;

5. dla kazdego skoniczonego A" C |J A, istnieje takie k > 0, ze A" C A.
W nastepnym kroku definiujemy maksymalne niesprzeczne poszerzenie

I" jako nieskoriczona sume po wszystkich zbiorach w ciagu, tzn. A = J A, i
dowodzimy:

Fakt 1.6 A jest maksymalnie niesprzecznym poszerzeniem I.

Koriczy to dowdd lematu Lindenbauma. Odnotujmy jeszcze jego dwie
proste konsekwencje:

Fakt 1.7 Jezeli T jest niesprzeczny, to:
1. TF o wtw o € A, dla dowolnego A O T, ktore jest MNSP

2. F o wtw o € A, dla dowolnego A, ktére jest MNSP

1.4.3 Inne metody dowodzenia pelnosci

Strategia Lindenbauma spopularyzowana przez Henkina w latach 40-tych XX
w. sprowokowala pewne alternatywne podejscia. Do najwazniejszych mozna
zaliczy¢ nastepujace:

e W latach 50-tych G. Asser udowodnil twierdzenie o zblizonym charak-
terze, ktore bardziej bezposrednio prowadzi do dowodu twierdzenia o
petnodci.

e J. Hintikka w latach 50-tych wprowadzil pojecie zbioru nasyconego
w dol (downward-saturated set), ktore jest istotnie stabsze od poje-
cia zbioru maksymalnie niesprzecznego ale wystarczajace dla dowodow
twierdzeni o petnosci i to w dodatku konstruktywnych.

e W latach 60-tych R. Smullyann zaproponowat bardzo ogélne ujecie,
w ktorym wyabstrahowuje sie pewne wlasnosci niesprzecznosci (tzw.
consistency properties), ktore pozwalaja na jednolite dowody wielu me-
talogicznych twierdzeri dla réznych systeméw dedukeyjnych.

Twierdzenie Assera [6] o relatywnych zbiorach maksymalnych mozna sfor-
mutowaé nastepujaco:
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Twierdzenie 1.6 (Asser) Jezeli I' ¥ ¢, to istnieje takie A, Ze:
I.TCA
2. 0 ¢ A
3. jezeli A1, toyp € A
4. jezeliv ¢ A, to A E

Podobienstwo zbioru relatywnie maksymalnego do zbioru MNSP jest
widoczne, jezeli w powyzszej charakterystyce zastapimy ¢ przez L. Zbior
MNSP staje sie wtedy szczegblnym przypadkiem zbioru relatywnie maksy-
malnego. Dowdd twierdzenia Assera mozna przeprowadzi¢ analogicznie do
dowodu lematu Lindenbauma.

Najwazniejsza, z punktu widzenia dalszych zastosowari, konstrukcja sa
tak zwane zbiory Hintikki [66], zwane takze czesto zbiorami nasyconymi w
dot.

Przypomnijmy, ze zbiory MNSP czy zbiory relatywnie maksymalne sg
nasycone ze wzgledu na state logiczne, tj spelniaja nastepujace warunki:

1. np el wtw p ¢ T
2. pNYpelwtwpeliyg el
3.opvypelwtwep el luby el

4. p—yp el wtwp ¢l luby el

Ze wzgledu na dowdd twierdzenia o petnosci sg to konstrukcje bardzo
silne. Hintikka pokazal, ze wystarczy konstrukcja stabsza — zbiér nasycony
w dot (downward saturated), ktory spelnia nastepujace warunki:

1. jezelip €', to ~p ¢ T

2. jezeli—p el topel

3. jezelipAp el topel'ivel

4. jezeli =(p AY) €T to np el lub p €T
5. jezeli pVyp el topel'luby el

6. jezeli ~(pVy) el topeli—wel
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7. jezelip - el topelluby el

8. jezeli =(p —m ) el topeli el

Uwaga 1.16: W przeciwienistwie do zbioréw nasyconych, zbiory Hintikki
moga byé¢ skoniczone, dzieki czemu mozna je wykorzystaé¢ do konstruktyw-
nych dowodow pelnoscei (i zarazem rozstrzygalnosci) np. dla systemow tabli-
cowych.

Na koniec naszkicujmy krotko konstrukcje Smullyana [131].
Niech CON (Consistency Property) oznacza dowolng rodzing zbioréw
formut, ktora spelnia nastepujace warunki dla kazdego I' € CON:

1. 1 ¢T

2. jezeli ~—p €T, toTU{p} € CON

3. jezeli p AN €T, to U {p, v} € CON

4. jezeli =(p ANY) €T, to ' U {=p} € CON lubT'U{—-¢} € CON
5. jezeli p Vi €T, to TU{¢} € CON lub T U {¢} € CON

6. jezeli =(p V) €T, to TU{—~¢p, v} € CON

7. jezelip e, toT'U{~¢} € CON lubT'U{y} € CON

8. jezeli =(¢ — ¢) € T, to T U {p, 0} € CON

CON jest finitarne, jezeli dodatkowo spelnia nastepujacy warunek dla
kazdego I' € CON:

I' € CON wtw dla dowolnego skoniczonego A CT', A € CON

Mozna udowodnié¢ ogoélnie, ze dowolne CON moze byé¢ poszerzone do
finitarnego lub, bardziej konkretnie, wykazaé¢ dla odpowiednio zdefiniowa-
nych zbioréw, ze tworzg finitarng CON. W szczegdlnosci mozna dowiesé dla
zbiorow HNSP ={I':T'¥ L} i HNSP, ={I": T ¥ ¢}:

Twierdzenie 1.7 1. HNSP jest finitarng CON

2. HNSP, jest finitarng CON
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Dowob: Trzeba wykazaé, ze dowolny element HNSP (HNSP,) speknia
warunki definiujace CON.

Finitarno$¢ HNSP wynika z lematu 1.1, wtasnosé 3.
Warunek 1. Gdyby L € I', to przez zwrotno$¢ -, I' - 1 — sprzecznosé.

Warunek 2. Niech =~ € ' € HNSP aleT'U{p} ¢ HNSP, czyliT' ¥ L
ale I'; o = L. Przez lemat 1.1, wlasnosé¢ 9, I' - —¢, a poniewaz ——¢ F ¢,
to, przez lemat 1.1, wlasnosé 4, I',-—p + L, ale to znaczy, ze I' + 1L —
sprzecznosc.

Warunek 8. Zatozmy, ze ¢ — ¢p € I' € HNSP ale I' U {—p} ¢ HNSP
iTU{y} ¢ HNSP. CzyiT ¥ LaleT,~p F LiT,¢ F L. Zatem T I ¢
(lemat 1.1), a poniewaz ¢, — 1 F 1, wiec przez przechodnio$¢ F mamy
' — ¥ F 4, co (znoéw przez przechodniosé) daje I',p — o+ L =TF L —
sprzecznosc.

Warunek 9. Zalozmy, ze ~(p — o) € I' € HNSP ale T' U {p, 0} ¢
HNSP. CzyliT' ¥ L ale I', o, = L. Zatem I', ¢ F ¢ przez lemat 1.1, a
przez DT T' - ¢ — 1, co (znéw przez lemat 1.1) daje I', =(¢p — o) F L =
I' - L — sprzecznosc.

Dowdd pozostatych warunkéw przebiega podobnie. Analogicznie dla HNSP,.
|

Dla dowolnego finitarnego CON zachodzi analogon lematu Lindenbau-
ma:

Twierdzenie 1.8 Jezeli ' € CON, to istnieje maksymalne A € CON,
takie, ze I' C A.

Dowo6d mozna przeprowadzié¢ analogicznie do dowodu lematu Lindenbau-
ma. Musimy tylko wstepnie dowie$é, ze dla dowolnego ciagu I'y,I9, I3, ...
elementow CON, takiego, ze I'y CT'9 CT'3 C ..., rowniez |JTI',, € CON.

1.4.4 Pelnosé¢ H-KRZ

Kazda z rozwazanych wyzej konstrukcji pozwala na dowod pelnosci dla H-
KRZ. Jak pokazaliSmy w paragrafie 1.4.1 wystarczy w tym celu udowod-
ni¢ twierdzenie 1.4. (TIM). Ograniczymy sie do pokazania, w jaki sposob
konstruowaé¢ model na bazie konstrukcji Lindenbauma i Hintikki zachecajac
czytelnika do przeprowadzenia podobnego dowodu w oparciu o konstrukcje
Assera i Smullyana.
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Udowodnimy najpierw TIM w oparciu o lemat Lindenbauma. Poniewaz
wynika z niego, ze kazdy zbior niesprzeczny zawiera sie w jakim§ zbiorze
MNSP, wiec wystarczy wykazaé, ze kazdy zbiér MNSP ma model, gdyz wtedy
jest to rowniez model dla jego podzbioréw.

Lemat 1.9 (Lemat Prawdziwosciowy L) Dia dowolnego zbioru MNSP
I" istnieje model My taki, ze:

pel wtwMrkE e
DowoOD: Zdefiniujmy warto$ciowanie Vi dla zmiennych zdaniowych.

1 jezelipel

% =
re) {o jezeli p ¢ T

Dowodzimy przez indukcje strukturalnag po ksztalcie formut (por. doda-
tek), ze model wyznaczony przez Vi spelnia podana wyzej rownowaznosé:

1. baza oczywista z definicji Vr:
p el wtw Vr(p) =1 wtw Mr E ¢

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta krétsza od
 spelnia dowodzona rownowaznoséé i wykazujemy ja dla ¢ rozwazajac rézne
przypadki. Dla przyktadu, niech ¢ := 1 A x:

YAx el wtw velixel Lemat 1.8., w.6
wtw MrFEYiMrEx zzal ind.
wtw MrEYAx z def. E .

Pozostate przypadki podobnie. B
Dowdd przez zbiory Hintikki przebiega podobnie, dowodzimy:

Lemat 1.10 (Lemat Prawdziwosciowy H:) Dia dowolnego zbioru Hin-
tikki T istnieje model My taki, ze:

o jezelip e ', to Mr F
o jezeli ~p €', to Mr F ¢

DowOD: Wartosciowanie Vr dla zmiennych zdaniowych definiujemy tak sa-
mo jak w dowodzie lematu prawdziwosciowego L. Lematu dowodzimy przez
indukcje po dtugosci formut; osobno dla formut niezanegowanych i zanego-
wanych.



1.4. ADEKWATNOSC H-KRZ 21

1. baza — ¢ jest zmienna:
pel'= Vr(p)=1 =zdef V1
— MrEyp z def. F.
pel= ¢l z def. zb. Hintikki w1.
= Vr(p)=0 zdef V1
— MrEp z def. F.

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta krétsza od
¢ spelnia dowodzona implikacje (1 lub 2) i wykazujemy ja dla ¢:

1. =
——ypel= ¢Yerl z def. zb. Hintikki w2.
= MrEyY z zal. ind.
— MprE Y zdef F.

2. p: =Y Ax:
YAxel = yYelixel z def. zb. Hintikki w3.
= MrEYiIiMrEyx zzal ind.
— MrEYPAY z def. F .
3. = (Y AX):
“(pAx)el= —wpellub-xel zb. Hintikki w4.
= MrF Y lub Mr ¥ x z zal. ind.
<= nieprawda, ze (Mpr F Y i Mp F x) DeMorgan
— MrEYPAY z def. F .

Analogicznie pozostale przypadki. H

Dowéd TIM wymaga jedynie wykazania, ze kazdy niesprzeczny zbiér da
sie poszerzy¢ do zbioru Hintikki, gdyz model spetniajacy ten ostatni spetnia
rowniez jego podzbiory. Mozna to zrobi¢ na co najmniej trzy sposoby (por.
Hodges [68]):

1. za pomoca konstrukeji Lindenbauma (przez maksymalizacje)
2. za pomoca bezposredniej konstrukcji zbioru Hintikki

3. za pomoca rozgalezionej konstrukeji zbioru Hintikki

Nie bedziemy tu omawia¢ tych sposobéw gdyz zilustrujemy te strategie
w rozdziale 7 po uprzednim dostosowaniu konstrukcji Hintikki dp rachunkow
sekwentowych.
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1.5 Wybrane wlasnosci KRZ

Na koniec odnotujmy dwie wazne wtasnosci KRZ: rozstrzygalnosé i wlasnosé
interpolacji.

Wtasnosé rozstrzygalnosci w najogélniejszym sformutowaniu mozna wy-
razi¢ nastepujaco:

Definicja 1.7 (Rozstrzygalnosé¢) Dla zbioru X i wtasnosci P istnieje efek-
tywna procedura (algorytm), ktora w skoniczonej liczbie krokéw pozwala ustalié
dla dowolnego x € X czy posiada wlasnosé P.

Tak ogoélne sformutowanie obejmuje rozliczne problemy szczegbétowe. Naj-
bardziej interesujace dla nas to problem tautologicznosci i spetnialnosci.
Pierwszy sprowadza sie do pytania czy dla kazdej ¢ € FOR mozemy roz-
trzygnaé czy jest tautologia; drugi do tego czy w kazdym przypadku mozemy
ustali¢ spelnialnogé. Oba te problemy sa komplementarne gdyz = ¢ wtw —p
jest niespelnialna. W obu wypadkach dla KRZ prostym rozwiazaniem jest
popularny test tabelkowy.

Nieco inaczej wyglada problem rozstrzygalnosci w ujeciu syntaktycznym,
tzn. jezeli pytanie o tautologicznos$é zastapimy pytaniem o to czy dana formu-
la jest teza (problem dowiedlnosci). W ogdlnym ujeciu mozemy si¢ odwotaé
do twierdzenia o adekwatnosci i rozstrzygalnodé problemu tautologicznosci
implikuje roztrzygalnosé problemu dowiedlnosci. Jezeli jednak rozwazamy
problem na gruncie konkretnego systemu dedukcyjnego i konkretnej defini-
cji dowodu to sytuacja sie réznicuje. W systemach aksjomatycznych trudno
konstruowaé¢ dowody i proces ich poszukiwania z trudno$cia poddaje sie al-
gorytmizacji (cho¢ nie jest to niemozliwe, np. dowdd twierdzenia o petnosci
metoda Kalmara dostarcza pewnego sposobu). Dla odmiany, w rachunku se-
kwentow czy w pochodnych od niego systemach tablicowych (por. rozdzial
10), stosunkowo latwo jest proces szukania dowodu dla KRZ zautomatyzo-
waé. Zajmiemy sie tym w rozdziale 6.

Nie bedziemy tutaj precyzowaé pojecia algorytmu, ktoére pojawilo sie
w definicji. Istnieje wiele formalnych modeli (np. w terminach maszyn Tu-
ringa, funkcji rekurencyjnych, algorytmow Markowa, automatéw Posta), a
zaawansowane badania nad nimi naleza do teorii obliczalnosci i ztozonosci
obliczeniowej. Na potrzeby niniejszej pracy wystarczy podkreslié, ze meto-
da rozstrzygania musi by¢ mechaniczna (nie wymaga wyobrazni), poprawna
(udziela poprawnej odpowiedzi dla kazdego = € X) i skoriczona (daje odpo-
wiedZ w skoriczonym czasie). Algorytmy sformutowane w dalszych rozdzia-
tach beda opisane w sposob nieformalny, ale na tyle doktadny by byt mozliwy
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ich precyzyjny przektad. Nie bedziemy tez zazwyczaj poruszali kwestii ich
wydajnosci poza marginalnymi uwagami.

Twierdzenie Craiga o interpolacji jest jednym z ciekawszych wynikow
metalogicznych. Pierwotnie udowodniono je dla logiki klasycznej, potem dla
wielu logik nieklasycznych. Réwnoczesnie odkryto, ze wiele logik tej wlasno-
$ci nie posiada. W sformutowaniu zdaniowym i semantycznym brzmi:

Twierdzenie 1.9 (Craig) Jezeli = ¢ — ¢ i ZZ(p) N ZZ(Y) # &, to

istnieje x takie, Ze:

© ZZ(x) C ZZ(p) N ZZ(1))

*Fy—X

e =Ex—

Zauwazmy, ze jezeli w jezyku dopuscimy jako pierwotna stata 1, to za-
tozenie ZZ(p) N ZZ(y)) # @ mozna pominaé. y jest czesto okreslane jako

formula interpolacyjna (lub krotko interpolant). Wtedy Twierdzenie Craiga
mozna krotko wystowié: Jezeli implikacja jest tautologia, to ma interpolant.

Istnieje wiele réznych dowodow tego twierdzenia, w rozdziale 6 podamy
konstruktywny dowdd uogdlnienia tego twierdzenia korzystajacy z pewnych
wlasnosci rachunku sekwentow.

1.6 Dedukcja Naturalna

Dla dalszych rozwazan przyda nam sie krotkie przypomnienie podstawowych
informacji o charakteryzacji KRZ w terminach dedukcji naturalnej. Najpro-
$ciej rzecz ujmujac3 systemy DN charakteryzuja sie tym, ze:

1. Pozwalaja na wprowadzanie dodatkowych zalozen oraz ich eliminowa-
nie (co zwiazane jest z zamykaniem odpowiednich poddowodow).

2. Zamiast aksjomatow uzywaja regul inferencji, ktore pozwalaja wpro-
wadzad i eliminowaé state logiczne z dowodu.

3. Dopuszczaja rozne formy dowodu i strategie jego poszukiwania (wprost,
niewprost, rozgatezione itp.).

3 Doktadniejsze oméwienie w Indrzejczak [74].
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Punkt 1 i 3 powyzszej charakterystyki powoduje, ze w sktad systemdow
DN, oprocz regut inferencji wchodza specjalne reguty konstrukeji dowodu. W
ten sposoéb struktura systemu jest bardziej skomplikowana niz w przypadku
H-systemoéw ale za to konstrukcja dowoddw jest znacznie prostsza. Chociaz
wspolczesnie istnieje duza mnogosé systeméw tego typu, na pozoér réznia-
cych sie znacznie nie tylko doborem regut, ale i sposobem budowy dowodu,
to w istocie wszystkie mozna sprowadzi¢ do trzech typow, z ktéorych dwa
wywodza sie z prac Gentzena [50, 51|, a jeden od Jaskowskiego [76]. Tak
zwane sekwentowe DN, wprowadzone przez Gentzena w 1936, scharaktery-
zujemy w rozdziale 10, obecnie ograniczymy si¢ do oméwienia dwoch typdow
DN operujacych na formutach: Gentzenowskiego z dowodami w ksztalcie
drzew (T-dowody) i Jaskowskiego z dowodami liniowymi (L-dowody). W
obu przypadkach reguty inferencji (p. 2) zdefiniowane sa na formutach a nie
na sekwentach, podobnie jak w przypadku H-systeméw. Jezeli chodzi o do-
boér regut inferencji i konstrukeji dowodu to systemy Jaskowskiego i Gentzena
r6znig sie nieznacznie. Oto reguty DN Gentzena:

Reguly inferencji:

(L) g,/ Lil /e
AD) o, [ o AN

AE)  oNY [ oipNA [
VD)  p/oViiy [V
—E) p—1,p /¢

Reguly konstrukcji dowodu:

N SN N

(=D)  Jezelil',pkF L, toT'F =g
(VE) JezeliT, o xi Ak x,toT,AjpVh kb x
(= D) Jezelil', o1, toI'Fp — 1.

Reguly konstrukcji dowodu wyrazaja (staby) dowod nie wprost, dowod
rozgateziony i dowdd warunkowy (twierdzenie o dedukcji). W kazdym przy-
padku schemat wyraza zalezno$é nastepujaca: jezeli poddowdd zainicjowany
dodatkowym zalozeniem ¢ (w przypadku (VE) dwa poddowody; drugi zacze-
ty przez 1) zakoriczy sie sukcesem, to w nadrzednym dowodzie dopisujemy
odpowiednia formule (np. x w (VE), ktora juz od dodatkowych zalozen nie
zalezy a tylko od wyjsciowych (T', A).

Zestaw ten daje adekwatna charakterystyke logiki intuicjonistycznej. Aby
uzyskaé¢ DN-KRZ trzeba dotaczy¢ jako aksjomat prawo wylaczonego $rodka
lub regute ——¢ / ¢. Jaskowski uzyskuje DN-KRZ od razu poprzez uzycie
mocnej reguty konstrukcji dowodu nie wprost:
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(mE) JezeliI', o F L, to ' ¢

Glowna réznica miedzy DN Gentzena a Jaskowskiego lezy w definicji do-
wodu. Gentzen uzywa formy drzewa, w ktorym kazdy lis¢ jest zatozeniem,
wzglednie aksjomatem, a korzenn dowodzong formuta. Przejécia miedzy we-
ztami regulowane sg przez podane wyzej reguty. Oto przyktad dowodu:

Przyktad 1.1.

[Pl [p—d
q [q — 7]

p—r
(g—r)—(@—r)
r—q9 —(g—r)—(@—r)

W podanym przyktadzie kazde zalozenie zamkniete jest w | |, co oznacza,
ze stosowny poddowdd zainicjowany tym zalozeniem zostal zamkniety przez
zastosowanie odpowiedniej reguty konstrukcji dowodu. Reprezentacja w po-
staci drzewa dobrze przedstawia strukture gotowego dowodu, ale jest nie-
praktyczna przy jego poszukiwaniu, ponadto czesto zmusza do wielokrotnego
powtarzania tych samych partii dowodu, gdyz w dowodzie takim uzywamy
nie tyle formutl, co ich konkretnych wystapien. Ponizszy przyktad zilustruje
ten problem:

Przyktad 1.2.

[pA(gAp —7)]
[q] P [pA(gAp— )]
qAp qAp —T

q—r
(pA(gAp—r1))—(g—T)

Jak wida¢ zatozenie p A (¢ Ap — r) i zalezne od niego dedukcja musi
pojawi¢ sie dwukrotnie. W DN Jaskowskiego dowod konstruowany jest jako
cigg formut co jest wygodniejsze i bardziej ekonomiczne (uzywamy formut,
a nie ich wystapieni), ale zmusza do zastosowania dodatkowych srodkow gra-
ficznych w celu odseparowania zamknietych poddowodéw od dowodu nad-
rzednego. Jaskowski uzywal w tym celu najpierw prostokatow [75], a potem
indeksoéw wierszy; wickszo$¢ obecnie uzywanych w praktyce systeméw DN
wykorzystuje tego typu rozwigzania. Oto przyktad dowodu powyzszej tezy:
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Przyktad 1.3.

1. 1: pA(gAp—T) zalozenie
2. 1: P z 1.

3. 1: qN\p—T z 1.

4. 1.1: ¢ zatozenie
5. 1.1: qgAp z 2.1 4.
6. 1.1: r z3.15.
7. 1: q—r 4. - 6.

8. (pAN(gAp—r71)—(¢g—r) 1.-T.

W powyzszym dowodzie zastosowalismy technike prefiksowania zatozen i
zaleznych od nich partii dowodu (poddowodow), ktora zastosowat Jaskowski
w [76]. T tak prefiks ‘1. jest wprowadzony z pierwszym, a ‘1.1:" z drugim
zalozeniem. Dwa zastosowania (— D) zamykaja w wierszu 7 i 8 kolejne
poddowody, totez dowiedziona w wierszu 8 teza nie posiada prefiksu (nie jest
zalezna od zadnych zalozen). W przeciwieristwie do dowodu w DN Gentzena
z przyktadu 1.2. pierwsze zatozenie pojawia sie raz. Liniowy format dowodu w
stylu Jagkowskiego zdominowal podrecznikowe zastosowania DN, natomiast
drzewne dowody Gentzena sa stosowane przede wszystkim w teoretycznych
opracowaniach.

Relacje dowiedlnosci I' F ¢ definiujemy przez odniesienie do posiadania
dowodu w systemie DN, w ktorym elementy I' wystepuja jako zalozenia
aktywne (poddowo6d przez nie rozpoczety nie zostal zamkniety przez zadng
regute konstrukeji dowodu). Pozostale pojecia i rezultaty przedstawione dla
H-KRZ przenosza sie na DN-KRZ. W szczegolnosci zachodzi

Twierdzenie 1.10 T' F ¢ w systemie DN wtw I' F ¢ w systemie aksjoma-
tycznym

Dowod réwnowaznosci obu formalizacji pomijamy.



Rozdzial 2

Sekwenty, reguly, rachunki

Rozdzial ten pomyslany jest jako ogdlne i nieformalne wprowadzenie do pro-
blematyki rachunkow sekwentowych (RS). W szczegolnosci, przedstawimy w
nim pewng propozycje typologii rachunkéw sekwentowych. W podrozdziale
2.1 omoéwimy rozmaite rodzaje sekwentoéw i ich uogoélnienia oraz oparte na
nich podziaty form RS. Kolejny podrozdzial jest poswiecony charakterystyce
rodzajow regul sekwentowych i wyréznieniu podstawowych typow RS. Na ko-
niec omoéwimy rézne sposoby interpretowania sekwentow (2.3) oraz zwiazek
RS z teoria konsekwencji oparty na jednej z tych interpretacji (2.4). Ostatni
podrozdziatl ma bardziej zaawansowany charakter i mozna go calkowicie po-
ming¢, gdyz zawiera informacje nie wykorzystywane w dalszych rozdziatach.
Podrozdzialy 2.1 — 2.3 zawieraja informacje wykorzystywane dalej, ale ich
doktadna lektura moze by¢ bardziej przydatna po zapoznaniu sie z kolejnymi
rozdziatami.

2.1 Ogoblne pojecie rachunku sekwentowego.

Przyjmijmy wstepnie, ze dowolny rachunek sekwentow (krotko RS) to pewien
skoniczony zbior schematéw (pierwotnych) regut sekwentowych postaci:

S1yees Sn /) Spg1, n >0, gdzie S;,i < n+ 1 oznacza schemat sekwentu.

W dalszym ciggu bedziemy dla krétkosci nazywali regutami i sekwentami
zaréwno schematy jak i ich konkretne instancje w jezyku przedmiotowym.
Sekwenty po lewej stronie / to przestanki, a S,4+1 to wniosek reguly. Za-
uwazmy, ze n czyli ilo§é sekwentéw-przestanek moze byé rowna 0; w takim
przypadku zamiast o regule bedziemy po prostu moéwié o sekwencie (aksjo-
matycznym lub pierwotnym).

27
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W ramach tej ogélnej charakterystyki mozna wyrozni¢ rozmaite wersje
RS w oparciu o rézne kryteria. Do najwazniejszych zaliczymy rodzaj stoso-
wanych sekwentéw i charakter regut.

2.1.1 Rodzaje sekwentow

Standardowe pojecie sekwentu to para uporzadkowana postaci 1, ..., o =
Y1y ooy ¥n, 2 k > 0,n > 0, gdzie formuly 1, ..., tworza poprzednik, a
Y1, ..., Y nastepnik sekwentu. Dla oznaczenia sekwentéw bedziemy tez uzy-
wali zapisu I' = A. W przypadku, gdy w schemacie sekwentu pewne formuty
sa wyroznione bedziemy je okreslali jako zasadnicze (lub glowne) a reszte
jako kontekst albo formuly parametryczne (lub krotko, parametry), np. w
o, I' = A wyr6znione w poprzedniku ¢ jest formuty gltowng, a I' i A to
konteksty (parametry).

Czesto uzywa sie notacji I' H A w zapisie sekwentéw co od razu sugeru-
je pewien sposob ich rozumienia (schematy inferencji). Nie bedziemy takiej
notacji uzywaé, gdyz narzuca ona interpretacje sekwentow jako wyrazen mo-
wiacych o zachodzeniu pewnej relacji konsekwencji miedzy poprzednikiem
i nastepnikiem. Jest to wprawdzie interpretacja naturalna, ale nie jedyna.
Powiemy o tym wiecej w podrozdziale 2.3.

Precyzyjna definicje standardowego sekwentu, w sensie Gentzena, poda-
my w rozdziale 3, nalezy jednak juz na wstepie podkresli¢, Zze nie ma jednej
obowiazujacej postaci sekwentu. Dla przyktadu, w ogoélnikowej charaktery-
styce tu podanej nie sprecyzowaliémy czym jest poprzednik i nastepnik —
zbiorem formul czy tez innego typu struktura. Z drugiej strony, podana cha-
rakterystyka jest i tak zbyt waska, jezeli chcieliby$my wziaé¢ pod uwage wiele
obiektow, ktore w literaturze okreslane sa jak sekwenty. W szczegolnosci
przesadzilismy tu dwie kwestie:

1. Sekwent jest uporzadkowana para.

2. Elementy argumentéw sekwentu to formuty.

Chcac uwzglednié cate bogactwo propozycji formalnych nalezatoby przed-
stawié¢ znacznie bardziej ogblna charakterystyke sekwentu, ktéra dopuszcza
zaréwno inng ilos¢ argumentéw sekwentu, jak i inne rodzaje danych jako
elementy tych argumentéw. Poniewaz sekwenty mozna rozmaicie definiowaé,
wiec mozliwe sg rozne klasyfikacje form RS, ktére odwolujg sie jedynie do
kryteriow strukturalnych, mianowicie:
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1. charakter argumentéw sekwentu;
2. ilos¢ formut (ew. innych struktur danych) w argumentach sekwentu;
3. budowa (np. ilo§¢ argumentow) sekwentu;

4. charakter obiektéw tworzacych argumenty sekwentu.

Dla naszych potrzeb istotne beda jedynie dwa pierwsze kryteria. Dwa
ostatnie wykraczaja poza podana wyzej charakterystyke sekwentu, ale zwig-
zane sg z réznego rodzaju niestandardowymi formalizacjami logik niekla-
sycznych, ktoérych w tej pracy nie omawiamy. W nastepnym paragrafie skon-
centrujemy sie na podziatach form RS wynikajacych z dwoch pierwszych
kryteriow, natomiast w paragrafie 2.1.3. krotko wspomnimy o wazniejszych
uogdblnienich RS opartych o kryteria 3 i 4.

2.1.2 Alternatywy RS

Pierwsze kryterium (charakter argumentow sekwentu) pozwala dokonaé¢ po-
dziatu systemoéw RS na takie, w ktorych obiekty tworzace argumenty se-
kwentu to:

e zbiory (formut)

e multizbiory
e ciggi

Oryginalny system Gentzena, ktéry omoéwimy w kolejnym rozdziale, uzy-
wal sekwentow zbudowanych ze skoriczonych ciagéw formut. Jednak dla wiek-
szoSci zastosowan wystarczajace i wygodniejsze sg multizbiory lub zbiory
formut. W szczego6lnosci multizbiory sa popularniejsze w strukturalnej teorii
dowodu, natomiast zbiory w zastosowaniach RS jako narzedzia poszukiwa-
nia dowodu lub w semantycznych badaniach. Te trzy sposoby definiowania
sekwentéw sa podstawowe i wyznaczaja trzy podstawowe alternatywy RS:!
z-systemy (zbiory), m-systemy (multizbiory) i c-systemy (ciagi).

Drugie kryterium — ilosci formul (wzglednie innych struktur danych) w
argumentach sekwentu pozwala rozréznié:

e tzw. intuicjonistyczne sekwenty (krotko int-sekwenty), w ktorych na-
stepnik zawiera co najwyzej jedna formute (many-one, single-conclusioned)

! Zastosowalismy tu, za Poggiolesi [108], terminologi¢ Casariego [22].
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e tzw. klasyczne sekwenty dopuszczajace wiecej formul w nastepniku
(many-many, multi-conclusioned)

e inne, np. z pojedyncza formuty w poprzedniku i nastepniku (typu one-
one — por. system Riegera [119] oméwiony w rozdziale 10).

Uwaga 2.1: Rozroznienie sekwentéw na intuicjonistyczny /klasyczny oparte
jest na konstrukcji oryginalnego RS Gentzena, gdzie logika intuicjonistycz-
na sformalizowana byta za pomoca int-sekwentéw, a klasyczna za pomoca
sekwentow dopuszczajacych wiele formul w nastepniku. Rozréznienie to ma
jednak charakter umowny, gdyz istnieja wersje RS dla logiki intuicjonistycz-
nej zbudowane z sekwentow typu klasycznego, a z kolei KRZ ma wiele forma-
lizacji RS opartych na int-sekwentach, czy nawet typu one-one (por. rozdzial
10).

Zauwazmy tez, ze w kazdym przypadku, nie wylaczajac ostatniego, mo-
wimy o co najwyzej jednej (wielu) formutach co znaczy, ze dopuszczamy
puste poprzedniki i nastepniki. Te szczegolne przypadki sekwentéw maja,
jak pokazemy dalej, duze znaczenie.

2.1.3 Uogoblnienia RS

Co do trzeciego i czwartego kryterium — budowy sekwentu i charakteru ele-
mentéw — to dotyczy on gtéwnie problemu formalizacji rozmaitych logik
nieklasycznych (np. wielowartosciowych, modalnych), gdzie pojawiaja sie se-
kwenty o innej ilosci argumentéw lub o bardziej ztozonym charakterze. Zatem
mozna rozroéoznié¢ sekwenty:

e standardowe (czyli pary argumentow)
e niestandardowe, w tym m.in. sekwenty jako:

— n-tki (> 1) (zbioréw, multizbioréw,...) obiektow
— hipersekwenty ((multi)zbiory sekwentow)

— sekwenty zagniezdzone

Zauwazmy, ze w punkcie sekwenty jako n-tki dopuszczamy sytuacje n =
1. W nastepnym podrozdziale opiszemy nieformalnie dwa rézne sposoby in-
terpretowania sekwentéw, ktére pozwalaja na redukcje poprzednika do na-
stepnika lub odwrotnie. Oba sa wazne w zastosowaniach RS jako systemdw
poszukiwania dowodu. W obrebie tej grupy (sekwenty jako n-tki) przy n > 2
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mozna zresztg dodatkowo rozrézni¢ pomiedzy takimi podejsciami, w kto-
rych zachowuje sie wprawdzie rozréznienie miedzy poprzednikiem a nastep-
nikiem, ale wprowadza w nich wiecej (multi)zbioréw formul, a takimi, gdzie
rozroznienie to zostaje zarzucone. Pierwsze podejscie jest stosowane np. w
formalizacji logik modalnych (Blamey i Humberstone [16]) i temporalnych
(Nishimura [103]) w celu rozroznienia modalnosci formut lub ich czasowej lo-
kalizacji. Drugie jest charakterystyczne dla formalizacji logik wielowartoscio-
wych (Rousseau [121], Carnielli [21]), gdzie n > 2 odpowiada n-warto$ciom
logicznym lub — w bardziej wyrafinowanej wersji — zbiorom tych wartosci

(Héhnle [57]).

Hipersekwenty sa strukturami postaci I'y = Ay | ... | Ty = A, gdzie
kazdy sktadnik to standardowy sekwent. Znalazly one zastosowanie w for-
malizacji wielu logik nieklasycznych (por. Avron [8]). Jeszcze inne uogélnienie
oferuja sekwenty zagniezdzone, w ktorych elementami poprzednika (nastep-
nika) sekwentu gléwnego moga, oprocz formul, byé¢ sekwenty, zawierajace
inne sekwenty itd. Podejscie to, zapoczatkowane przez Dosena [29], bylo
glownie stosowane w formalizacji logik modalnych i temporalnych (Kashima
[80], Poggiolesi [108]).

Jezeli chodzi o elementy sktadowe argumentéow sekwentéw, to najpopu-
larniejsze sa rozne wersje RS, w ktorych uzywa sie formut z réznego rodza-
ju etykietami. Ogoélng teorie dowodu dla systeméw etykietowanych zawiera
Gabbay [46]; przeglad rozmaitych rozwiazan stosowanych na gruncie logik
modalnych znalezé mozna w Indrzejczak [74]. Latwo zauwazy¢, ze moc eks-
presywna etykiet jest na tyle silna, ze nie wymaga uzycia innych rodzajow
sekwentow niz standardowe dwuargumentowe. Inng wazna propozycja w tej
grupie jest tzw. display calculus skonstruowany przez Belnapa [12], w ktorym
argumenty sekwentu sg zbudowane ze struktur danych bedacych kombinacja-
mi formut i specjalnych strukturalnych statych. Znalazl on réowniez rozlicz-
ne zastosowania w charakteryzacji logik nieklasycznych (por. np. Wansing

[148)).

Podsumowujac, w zwiazku z budowa sekwentéw mozna systemy RS po-
dzieli¢ na standardowe i uogdélnione, ktére uzywaja regut zdefiniowanych na
sekwentach niestandardowych w sensie ich struktury, lub elementéw skia-
dowych. Do uogdlnionych RS mozna tez zaliczy¢ takie systemy, ktore uzy-
waja lacznie roznych rodzajow sekwentow (formalizacje wielosekwentowe —
Indrzejczak |70]). W prezentowanej pracy skupimy sie na standardowych
RS, gdyz sa one wystarczajecym narzedziem do badan nad logika klasyczna.
Obszerne omdwienie réznych uogélnionych form RS mozna znalezé np. w
Wansing [149].
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2.2 Reguly sekwentowe

Podane wyzej kryteria podziatu form RS dotyczyty tylko charakteru jedno-
stek, z ktorych budujemy rachunki sekwentowe. Analiza ksztaltu regul po-
zwala dodatkowo na wyrdznienie rozmaitych typow i wariantéw rachunkow
sekwentowych. Najbardziej popularny podzial regut rachunkéw sekwento-
wych to podzial na reguty logiczne i strukturalne.

Reguly strukturalne dotycza wylgcznie manipulacji elementami sekwen-
toéw, w ich schematach nie wystepuja zadne stale logiczne. Typowe przyktady
takich regut to:

(W=)T=A/p,I'=A
(Cut) T = A, p; o, = A /T = A2

W pierwszym przypadku mamy we wniosku dotaczenie ¢ do poprzed-
nika przestanki, jej oslabienie (weakening — stad nazwa). W drugim “wy-
cinamy” z obu przestanek ¢, ktéra w jednej wystepuje w nastepniku, a w
drugiej w poprzedniku — stad nazwa (Cut). Zauwazmy, ze jezeli przyjmiemy
wspomniang w paragrafie 2.1.1. wyktadnie sekwentu jako wyrazenia prezen-
tujacego schemat inferencji, to (W =) reprezentuje monotonicznosé, a (Cut)
przechodnios$é relacji konsekwencji. Pelny zestaw takich regut strukturalnych
niezbedny do scharakteryzowania KRZ przedstawimy w nastepnym rozdzia-
le.

Uwaga 2.2: Podane tu znaczenie terminu “strukturalny” nalezy odréznié
od tego, ktoéry stosowany jest w badaniach nad teoria konsekwencji, czyli
domkniecie na regute podstawiania. Dla odréznienia tamto znaczenie okre-
slamy terminem “inwariantny” (por. uwaga 1.4.).

Reguly logiczne dla odmiany zawierajg w schemacie reguty konkretne sta-
te logiczne okreslajac zazwyczaj warunki wprowadzenia do (poprzednika lub
nastepnika) sekwentu lub eliminacji dla formut z ta stala logiczna. Pogte-
bione badania nad formami takich regut wiaza sie Scisle z badaniami nad
teoriami znaczenia stalych logicznych rozwijanymi przez wielu logikéw jako
alternatywa dla teoriomodelowej semantyki. Przyklady takich regut logicz-
nych podamy nizej; teraz oméwimy najwazniejsze kryteria podzialu syste-
méw RS oparte na analizie wystepujacych tam regut:

2 Poniewaz, w przeciwienstwie do regul w H-systemach lub w DN, elementami reguly
nie sg formuly lecz sekwenty, wiec uzywamy ‘;’ dla odseparowania przestanek (sekwentow)
tam gdzie uzycie przecinka mogloby prowadzi¢ do nieporozumieri. W dalszym ciagu reguty
RS bedziemy czesciej prezentowali w formie utamkowe;.
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e dopuszczalny ksztalt regut logicznych;
e rodzaj regut logicznych;
e udzial regul strukturalnych (eliminowalne/nieeliminowalne);

e proporcje ilosci sekwentéw do regut sekwentowych w rachunku.

2.2.1 Rodzaje regut

Moéwiac o dopuszczalnym ksztalcie regut logicznych mamy na mysli to czy
system dopuszcza tylko reguly wprowadzania czy réwniez eliminacji statych
logicznych, oraz czy operacje te majg miejsce w poprzedniku czy w nastep-
niku sekwentu.

Dla przyktadu podamy pewne mozliwe abstrakcyjne schematy wprowa-
dzania dowolnej stalej logicznej — oznaczmy ja symbolem *. Dla uproszczenia
rozwazan ograniczamy sie tylko do regut z jednym wystapieniem stalej x w
sekwencie standardowym (tj. parze), gdzie symbol = oddziela poprzednik
od nastepnika, pomijamy tez kontekst (tj. struktury danych wystepujace w
sekwentach oznaczane przez I', A).

1. przypadek n = 0 (brak przestanek, tylko sekwenty-wnioski czyli aksjo-
matyczne)

(a) = * (wprowadzanie) lub (b) * = (eliminacja)
2. przypadek n > 0 (reguly sekwentowe z n przestankami)

(¢) =,...,= / = x (wprowadzanie do nastepnika)
(d) =,...,= / * = (wprowadzanie do poprzednika)
(e) = % / = (eliminacja z nastepnika)

(f) * = / = (eliminacja z poprzednika)

Oczywiscie mozliwe sg tez reguty gdzie * wystepuje kilka razy i nie tyl-
ko we wniosku, gdzie obecne sa dodatkowo inne state itd. Rozwazymy takie
mozliwosci w dalszych rozdziatach, ale na razie przyjmujemy, ze podane wy-
zej typy schematéw regul to podstawowe instrumentarium. Intuicyjnie, w
przypadku sekwentow: (a) podaje z czego mozna formute z * wyprowadzié,
a (b) co mozna z niej wydedukowaé. Podobnie w przypadku regul: (c¢) podaje
kiedy formuta z * jest dedukowalna, a (d) podaje warunki, przy ktorych z
niej jest co$ dedukowalne. Sens (e) jest podobny do (b) i (d), cho¢ (b) i (e)
bardziej bezposrednio przedstawiaja eliminacje *.
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Zilustrujmy podane wyzej schematy dopuszczalnych ksztaltow regut lo-
gicznych na przyktadzie koniunkcji:

1. przypadek n = 0 (sekwenty)

(a) ¢,v = ¢ A (wprowadzanie)
(b) p A = @ lub ¢ Ay = () (eliminacja)

2. przypadek n > 0 (reguty sekwentowe)

(c) = ¢, =1/ = ¢ A1 (wprowadzanie do nastepnika)
(d) ¢, v = / ¢ AN = (wprowadzanie do poprzednika)
(e

(

f

)= @AY/ = ¢lub= @A/ = 1 (eliminacja z nastepnika)
) o AN = / p,9b = (eliminacja z poprzednika)

Zauwazmy, ze (c) i (e) oraz (d) i (f) to wzajemne konwersy, ale mozliwe sa
tez inne warianty. Ponadto, dotaczajac konteksty mozemy otrzymaé rozmaite
uszczegbdlowienia, np.

(') T, p,% = ¢ A1) (sekwent many-one, int-sekwent)
@") T, o, = ¢ Ap, A (sekwent many-many, klasyczny)

Oczywiscie, w zaleznosci od wybranej alternatywy (por. paragraf 2.1.2),
I'; A moga oznaczaé zbiory, multizbiory lub ciagi.

Dodatkowo, jezeli wezmiemy pod uwage kolejne kryterium, czyli podzial
wedlug rodzaju regul logicznych, otrzymamy jeszcze inne warianty regul.
Jedno z najwazniejszych rozréznient dotyczy tego, czy w przestankach, jezeli
jest ich wiecej niz jedna, mamy takie same konteksty czy rézne. W pierw-
szym przypadku moéwimy o regutach k-jednolitych (kontekstowo-jednolitych,
context-sharing), w drugim o k-niezaleznych (context-free, context-independent).
Ponownie zilustrujmy to na przyktadzie koniunkcji.

Regula (c) w wersji k-niezaleznej na sekwentach klasycznych (many-
many) wyglada nastepujaco:

()T = A =92 /T I=pAp,AX
a w wersji k-jednolite;j:
(N T=p,A; T=9,A/T=pA)A

Przy interpretacji sekwentéw jako par zbioréw formutl lub przy pewnym
standardowym zestawie regut strukturalnych dodanych w przypadku m- lub
c-systeméw, tatwo wykazaé, ze obie reguly sa rownowazne w tym sensie, ze
majac jedna jako pierwotna wydedukujemy druga (por. rozdzial 4). Oczywi-
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$cie z praktycznego punktu widzenia nie jest wszystko jedno, ktérej wersji
uzyjemy; jak pokazemy nizej, reguty k-niezalezne sa lepsze dla celéw teore-
tycznych, a k-jednolite dla praktycznych (szukanie dowodu). Tym niemnie]
mozna przyjaé, ze na gruncie logiki klasycznej reguty te definiuja te samag
stala logiczng — w tym przypadku klasyczna koniunkcje.

Uwaga 2.3: Wprawdzie w tej pracy ograniczamy sie tylko do zastosowan RS
do logiki klasycznej, warto jednak w tym miejscu skomentowaé ostatnie zda-
nie o “rébwnowaznosci” obu regut. Ot6z nalezy zaznaczy¢, ze przyjecie Gentze-
nowskiego c-systemu otwiera szersze perspektywy (faktycznie dla wiekszosci
zastosowarl m-systemy sa wystarczajace). Jezeli zrezygnujemy z niektorych
regut strukturalnych przy jednoczesnym zatrzymaniu takich samych regut
logicznych, to mozemy otrzymaé¢ formalizacje wielu interesujacych niekla-
sycznych logik, stabszych od logiki klasycznej, zwanych od lat 90-tych logi-
kami podstrukturalnymi (zob. DoSen i Schroeder-Heister [31], Paoli [106]).
Termin “podstrukturalne” nawigzywat do faktu budowania takich logik nie
przez modyfikacje regut logicznych, lecz przez ostabianie bazy strukturalne;j.
Faktycznie wiele logik podstrukturalnych znanych bylo znacznie wczesniej,
a badania nad ich formalizacjami RS jedynie ujawnity ich teoriodowodowe
pokrewienistwo. Jako przyktad logik tego typu mozna wskazaé¢ pewne logiki
relewantne i wielowartociowe.

W szczegdlnodci, okazuje sie, ze reguly k-jednolite i k-niezalezne nie sg
rownowazne (wzajemnie wyprowadzalne) w logikach podstrukturalnych, za-
tem mozna ich uzy¢ do zdefiniowania réznych statych logicznych. Jak sie
okazalo (¢’) definiuje koniunkcje w wersji multiplikatywnej a (¢”) w wersji
addytywnej3. Oczywiscie uzycie regut typu (c) nie daje petnej charakterysty-
ki danej stalej; trzeba doda¢ odpowiednie reguty np. typu (d). W przypadku
schematu (d) wersja multiplikatywna wymaga jedynie dodania kontekstu:

d) T, = A, /T, oA = A
podczas gdy dla formalizacji addytywnej koniunkcji musimy uzy¢ pary regut:

@) T,p=A, /T, oA = A
(d2) T, = A, /T,pAp = A

Podsumowujac nasze rozwazania nad dopuszczalnymi ksztaltami i rodza-
jami regul przyjmujemy, ze RS oparty na regutach typu (c) i (d) to standar-

3 Terminologia pochodzi od Girarda [53] i oparta jest na pewnej semantyce podstruktu-
ralnej logiki linearnej, rozwinietej przez niego w latach 70-tych. Na gruncie logik relewant-
nych okreslano takie stale odpowiednio jako intensjonalne/ekstensjonalne; inne terminy
to internal/combining.
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dowy system RS typu Gentzenowskiego, ktéry bedzie gtéwnym przedmio-
tem naszych rozwazan. Mozliwe sa tez jednak inne rodzaje systemow RS, w
szczegdlnosci, RS oparty na regutach typu (c) i (e) to sekwentowy system
dedukcji naturalnej. Pozostate rodzaje systeméw RS dopuszczaja jeszcze in-
ne kombinacje, a nawet wykorzystuja wszelkie typy regut podpadajace pod
schematy (a) — (f) (np. system Hermesa [64]). Systemy takie omowimy w
rozdziale 10. Warto jednak podkreslié, ze w przypadku standardowych RS
problem analizy rodzajow regut wcale sie nie koriczy. Istotne sa pewne wia-
snosci regul, ktore w grupie regut typu (c) i (d) pozwalaja odr6zni¢ “dobre”
reguty od “niedobrych”. Wtasnosci te maja wplyw zaréwno na techniczny
problem dowodzenie pewnych cech danego systemu RS, jak i na filozoficzne
kwestie zwiazane z problemem teoriodowodowego charakteryzowania statych
logicznych. Wybrane wtasnosci regut oméwimy w podrozdziale 4.5.

2.2.2 Warianty i typy RS

Kryterium udziatu regut strukturalnych jest réwniez przydatne w dzieleniu
systemow RS. Rozwazania dotyczace logik podstrukturalnych (uwaga 2.3)
pokazuja jak wazna funkcje pelnig reguty strukturalne w budowie RS dla
rozmaitych logik. Z drugiej strony, z punktu widzenia praktycznych zasto-
sowani, gdzie RS wykorzystuje sie jako narzedzie szukania dowodu (lub fal-
syfikowania) sekwentu, warianty bez regul strukturalnych sa wygodniejsze.
W zwiazku z tym warto ich udzial minimalizowa¢ nawet w przypadku logi-
ki klasycznej. Zauwazmy, ze istnieje zalezno$é miedzy alternatywami RS a
udziatem regut strukturalnych; z-system z natury rzeczy minimalizuje udziat
regut strukturalnych. Omoéwimy te kwestie doktadniej w rozdziale 4.

Ze wzgledu na stopieri udziatu regut strukturalnych, przynajmniej w ob-
rebie standardowego RS, rozréznimy 3 najwazniejsze warianty:

e ogdlny, w ktorym wystepuja zaréwno reguly strukturalne jak i logiczne;

e logiczny, w ktorym regulty strukturalne sa wyeliminowane na rzecz lo-
gicznych;

e strukturalny, w ktérym zmniejszony jest udzial regul logicznych na
rzecz strukturalnych.

Ponadto mozna wyrézni¢ wiele podwariantéw, w zaleznosci od doboru
konkretnych regut. W rozdziale 4 zaprezentujemy te warianty standardowego
RS, ktore beda dla nas szczegdlnie wazne.
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Wreszcie podzial wedtug proporcji sekwenty /reguly sekwentowe pozwala
wyr6znié nastepujace typy RS:

e przewaga regul; w szczegdlnosci typ jeden sekwent aksjomatyczny /wiele
regut (RS w stylu Gentzena);

e przewaga sekwentow; w szczegdlnosci typ z regutami tylko struktural-
nymi (RS w stylu Hertza [65]);

e typ mieszany

Dodatkowo, w typie pierwszym charakterystyka stalych logicznych za-
warta jest w regutach, natomiast sekwenty aksjomatyczne maja charakter
strukturalny. W typie drugim odwrotnie, reguty maja charakter struktural-
ny natomiast state sa scharakteryzowane w sekwentach aksjomatycznych. W
obrebie typu mieszanego state sg charakteryzowane zaréwno przez sekwenty
jak i reguly. W ramach typu pierwszego wyrdzniliSmy juz wyzej standar-
dowe RS (Gentzen [50]) oparte na regutach typu (c) i (d) oraz sekwentowe
DN (Gentzen [51]) oparte na regutach typu (c) i (e) ale mozliwe sa tez inne
systemy.

Podsumowujac powyzsze rozwazania o réznych formach systeméw RS
przypominamy, ze rozréznilismy:

1. alternatywy RS — wg. rodzaju argumentéw sekwentow (paragraf 2.1.2);
2. warianty RS — wg. udziatu regul strukturalnych (2.2.2);
3. typy RS — wg. stosunku sekwentéw do regul sekwentowych (2.2.2);

4. uogolnione RS — budowane na niestandardowych sekwentach (hiperse-
kwenty itp.) (2.1.3).

Tymi ostatnimi nie bedziemy sie dalej zajmowaé gdyz znajduja zasto-
sowanie w formalizacji logik nieklasycznych, ktére nie sg przedmiotem ni-
niejszej pracy. Zdecydowana wiekszo$¢ pracy poswiecona jest teorii i zasto-
sowaniom rozmaitych wariantéw i alternatyw standardowego RS Gentzena,
ktory stanowi odmiane typu pierwszego. W rozdziale 10 oméwimy pokrotce
przyktady systemow RS reprezentujacych pozostale dwa typy.



38 ROZDZIAL 2. SEKWENTY, REGULY, RACHUNKI

2.3 Interpretacje sekwentow

Aby lepiej zrozumie¢ uniwersalnosé RS, i jego zwiazki z innymi systemami
dedukcyjnymi, podamy nizej kilka stosowanych powszechnie sposobdéw inter-
pretowania sekwentéw i zdefiniowanych na nich regut. Propozycje te znajda
rozwiniecie i uzasadnienie w kolejnych rozdziatach.

Wspomnieliémy w paragrafie 2.1.1., ze wielu autoréw do zapisu sekwen-
tow uzywa notacji I' F A. Sugeruje to, a nawet przesadza, popularng inter-
pretacje sekwentow jako obiektéw wyrazajacych pewng relacje konsekwencji
zachodzaca miedzy I' a A. Tym niemniej, taki inferencyjny sposoéb rozu-
mienia sekwentéw nie jest jedynym mozliwym. W szczegdlnosci, Gentzen
traktowal sekwenty nie jako metajezykowy sposéb wyrazania twierdzen o
dedukowalnosci, ale jako elementarne obiekty swojego systemu LK wyra-
zone w jezyku przedmiotowym. Sam za$ system byl pomys$lany tylko jako
techniczne narzedzie do wyrazenia waznych wlasnosci dowodéw w systemie
dedukcji naturalnej, ktora stanowita wtasciwy przedmiot studiéw w Gentzen
[50]. Mozna wyrézni¢ nastepujace sposoby interpretacji sekwentow:

1. Oryginalna interpretacja sekwentu jako implikacji uzyta przez Gentze-
na dla wykazania réwnowaznosci z systemem aksjomatycznym.

2. Interpretacja sekwentu jako koniunkcji z pustym nastepnikiem; reguty
czytane odwrotnie (w terminach falsyfikowalnosci); drzewo dowodowe
staje sie formalnym zapisem sprawdzania niewprost.

3. Interpretacja sekwentu jako alternatywy z pustym poprzednikiem; re-
guly czytane odwrotnie (w terminach weryfikowalnosci); drzewo dowo-
dowe staje sie formalnym zapisem procedury Posta.

4. Interpretacja = jako symbolu relacji inferencji .

Interpretacja 1 zostanie przez nas doktadnie oméwiona w nastepnym roz-
dziale, natomiast 2 i 3 poddamy analizie w rozdziale 10. Zauwazmy jedynie,
ze interpretacja 3 mozliwa jest dzieki odwracalnosci wszystkich regut w RS
dla KRZ — wlasno$é¢ te oméwimy doktadniej w podrozdziale 4.2. Dla odmia-
ny, w interpretacji 2 odwracalnos¢ regut nie jest konieczna — ma to wptyw
na uogdlnienia RS dla logik nieklasycznych, gdyz w wielu wypadkach reguty
w tych systemach nie sg odwracalne.

Obecnie skupimy sie na interpretacji 4, ktora — jak wyzej wspomnielismy
— jest dzi$§ jedna z najbardziej rozpowszechnionych. Zauwazmy, ze mozna ja
uszczegblowié na rézne sposoby. Sam Gentzen w [50| zauwazal, ze sekwenty,
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zwlaszcza int-sekwenty mozna rozumieé jako sposéb wyrazenia regut inferen-
cji DN. W naturalny sposob pozwala to w sekwentowej formie przedstawié
reguly DN z podrozdziatu 1.6. Otrzymany system za pomocg sekwentow
(aksjomatycznych) typu (a) i (b) (por. paragraf 2.2.1) wyraza reguly in-
ferencji eliminacji i dolaczania, a za pomoca regul sekwentowych — reguty
konstrukeji dowodu. W tych ostatnich = odpowiada -, a ukosnik oddziela
stopnie dowodu, tzn. sekwent-wniosek odpowiada dowodowi nadrzednemu,
a sekwenty-przestanki poddowodom. W terminologii z poprzedniego podroz-
dziatu zaliczymy taki system do typu mieszanego, a doktadniej oméwimy w
podrozdziale 10.3.

Nie jest to jedyny mozliwy sposéb wyrazania DN za pomoca sekwentow.
Interpretacja = jako I, ale nie w takim sensie, ze sekwent wyraza schemat
inferencji, ale raczej zalezno$¢ dedukcyjna formuty (nastepnik) od zatozen
(poprzednik), prowadzi do skonstruowania sekwentowego systemu DN na
bazie RS, ktory zaprezentowal Gentzen w [51], ale ktory implicite obecny byt
juz w dowodzie rownowaznosci dla RS, DN i systemu aksjomatycznego w [50].
Tym razem wszystkie reguty DN sa wyrazane przez reguty sekwentowe typu
(c) i (e), czyli wprowadzania i eliminacji w nastepniku. Dokladnie omowimy
taki system i jego pochodne w podrozdziale 10.1.

Interpretacja = jako symbolu relacji inferencji nie musi by¢ zreszta zwia-
zana z konkretnym systemem dedukcyjnym. Potraktowana w sposéb abs-
trakcyjny prowadzi do ujecia RS jako formalizacji teorii konsekwencji. Inter-
pretacja taka pochodzi od Curry’ego [26], a rozwinieta zostata przez Scotta
[125] i pod r6znymi nazwami badana m.in. przez Shoesmitha i Smileya [127]
(multiple conclusion relations), Zygmunta [153] i Czelakowskiego [28] (enta-
ilment relations), Avrona [9] (Scott relations), Dunna i Hardegree [36] (sym-
metric relations). W pewnym sensie takie podejscie jest bardzo naturalnym
sposobem rozumienia sekwentéw, cho¢ watpliwosci budzi¢ moze sposéb ro-
zumienia kolekcji formut w nastepniku. W relacjach konsekwencji Tarskiego
(inferencyjnych — por. rozdzial 1) w nastepniku mamy tylko jedna formute;
w konsekwencjach Scotta — wiele. Czy wyrazenie I' = A rozumieé tak, ze z I’
dedukowalne s wszystkie elementy A, czy co najmniej jeden. Jedno rozumie-
nie mozna nazwaé¢ koniunkcyjnym, drugie alternatywnym. Reguty rachunku
Gentzena w naturalny sposéb prowadzily do tej drugiej intepretacji.

W przypadku interpretowania sekwentow jako wyrazen ustalajacych za-
chodzenie relacji konsekwencji miedzy poprzednikiem a nastepnikiem poja-
wia sie nastepna, oprocz wielosci formut w nastepniku, réznica w stosunku do
relacji konsekwencji Tarskiego. W tej ostatniej operujemy zbiorami formut,
podczas gdy w podejsciu Gentzenowskim mozemy zamiast zbioréw uzyé mul-
tizbioréw, a nawet ciggéw formul. Jak pokazemy w nastepnym podrozdziale,
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nawet w przypadku operowania sekwentami zbudowanymi ze zbioréw formut
mozna, stosujac interpretacje inferencyjng sekwentow, uzyskaé narzedzie for-
malizacji logik potencjalnie silniejsze niz operacja konsekwencji Tarskiego.
Odpowiada za to tylko sam fakt dopuszczenia wielu formul w nastepniku,
ale rozumianych alternatywnie, a nie koniunkcyjnie. Jak wspomnielismy w
uwadze 2.3 zastapienie zbioré6w multizbiorami lub ciggami pozwala uzyskaé
jeszcze bardziej ogblne narzedzie dzieki mozliwosci ostabiania zestawu regut
strukturalnych, ktére w podejsciu Tarskiego sa nieusuwalne.

Nalezy jednak pamietaé, ze RS jako taki nie jest systemem metalogicz-
nym w takim sensie, w jakim jest nim teoria operacji konsekwencji Tarskiego.
W ramach RS nie zdefiniujemy pojeé¢ takich jak teoria, niesprzecznosé, pet-
nos¢ itp., i nie dowiedziemy twierdzeri o nich, tak jak robi sie to w ramach
teorii Tarskiego. T'ym niemniej konstrukcja regut i struktura RS powoduje, ze
nawet w klasycznych pracach, w ktérych korzysta sie generalnie z Hilbertow-
skiej charakteryzacji logiki, dla przejrzystego i precyzyjnego przedstawienia
wynikow teoriodowodowych wprowadza sie specjalnie formalizm sekwento-
wy (por. np. Kleene [83], Lyndon [95]). Naturalnym kolejnym krokiem byto
przejscie do badan nad operacjami czy tez relacjami konsekwencji generowa-
nymi przez RS. Ze wzgledu na zasygnalizowana wyzej jedna z roznic (tzn.
jedna czy wiele formul w nastepniku) zachodzi pytanie czy jest to taka sa-
ma konsekwencja, tzn. czy konsekwencje w sensie Tarskiego i Scotta sa tym
samym. Problem ten zasadniczo wykracza poza zakres materialu porusza-
nego w ksiazce. Dla zainteresowanych podajemy najwazniejsze informacje
w nastepnym podrozdziale; jego lektura nie jest niezbedna do zrozumienia
nastepnych rozdziatow.

.

2.4 RS a relacje konsekwencji

Analizujac kwestie czy aparat Gentzena daje potencjalnie mocniejsza teorie
konsekwencji od teorii Tarskiego musimy pamietaé, ze mamy do rozwazenia
co najmniej 3 mozliwe sposoby generowania relacji konsekwencji przez RS:

1. Konsekwencja w sensie Scotta, czyli generowana przez = w sekwentach
zlozonych ze zbiorow.

2. Konsekwencja w sensie Avrona, czyli generowana przez = w sekwen-
tach ztozonych z multizbioréw i z ostabionym zestawem warunkow
strukturalnych.

3. Konsekwencja w sensie Jansany, czyli generowana przez sekwenty, - C
P(Sek) x Sek gdzie Sek to zbior wszystkich sekwentow.
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Mozna oczywiscie rozwazaé jeszcze inne mozliwosci, np. w punkcie 2 z
multizbioréw przejs¢ na ciagi, a w 3 w nastepniku  tez przyjaé¢ zbiory se-
kwentow, a nie sekwenty. Co wiecej, raz uogdlniwszy pojecie konsekwencji z
formut na sekwenty mozna rozbudowywac te hierarchie dalej i rozwazaé¢ kon-
sekwencje, ktore zachodza miedzy zbiorami regul sekwentowych itd. (por.
Zucker, Tragesser [154]).

Poréwnujac konsekwencje w sensie Scotta z operacjami konsekwencji w
sensie Tarskiego przypomijmy, ze operacja konsekwencji w sensie Tarskiego
Cn : P(FOR) — P(FOR) ma nastepujace podstawowe wlasnosci struktu-
ralne:

e (ZWR) T C Cn(I")
e (MON) JezeliI' C A, to Cn(I') C Cn(A)
e (TR) Cn(Cn(T)) C Cn(T)

Ktoére mozna w ujeciu relacyjnym wyrazi¢ nastepujaco (poprzez I' = ¢ =
p e Cn(l)):

e (ZWR) v = ¢

e (MON) JezeliI' Ep, to ',y =

o (TR) JezeliI' = oraz p,I' =4, to I' = ¢

Konkretnym przyktadem takiej relacji zdefiniowanym syntaktycznie by-
ta relacja dowiedlnosci w systemie aksjomatycznym podana w paragrafie
1.2.2. Dodatkowo konsekwencja jest finitarna wtw dla dowolnego ¢ i I'; je-
zeli ¢ € Cn(T), to mozna znalezé¢ skoriczony zbior A C T', ktorego ¢ jest
konsekwencja.

Charakterystyka klasycznych stalych logicznych w teorii operacji konse-
kwencji wyglada nastepujaco:

o (—) ¢ € Cn(T) wtw Cn(T'U{~¢}) = FOR
(N) Cn({p,9}) = Cn({p A Y1)
(
(

e (V) Cn({e}) NCn({v}) = Cn({p V1)
e (—) Y elCn(TU{p}) wtw p — b € Cn(T")

lub (w ujeciu relacyjnym):
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() T Eewtw I’ —p =

o (N pvlEYwiwoAY Y

e VMIToEyilYEywtwlpVy |y
(=) LeoEvwwlEp—9

Dowolna relacja konsekwencji Scotta = C P(FOR) x P(FOR) jest cha-

rakteryzowana nastepujaco:

. (ZWR) o =
e (MON) Jezeli I’ CT"i AC Al oraz I' = A, to IV = A'

o (TR) JezeiI' EA,pip, T EA tol' EA

Charakterystyke stalych logicznych mozna ujac¢ za pomocg nastepujacych
warunkow:

n) @, g, oraz @, np k=

N T EAwtw oAy EA
VT EA @9 wiw DAV
=) Lo EAYwtwD EAp—y

(
* (
* (
* (

Oczywiscie spojniki te mozna zdefiniowaé za pomoca innych réwnowaz-
nosci:

e YTEApiTEAYwWwiwT EA @AY
e VYo, TEAIYTEAwWWeVY,TEA
e () TEApip,TEAwwp -, T EA

Obie charakterystyki sa rownowazne®. Dla przyktadu wykazemy to dla
koniunkcji.

(A) implikuje (A):

= Zalozmy, ze I' = Ao i T E A, Z o A |E ¢ A1), ktore jest
instancja (ZWR) wynika, przez (A), ¢, = ¢ A . To ostatnie przez dwa
uzycia (TR) (i (MON)) do zatozen daje I' = A, o A .

4 Oczywiscie przy zalozeniu (ZWR), (MON), (TR); por. uwaga 2.3
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<= Zalozmy, ze I' = A, ¢ Ap. Poniewaz (ZWR) i (MON) daje ¢,9,I' =
A, p, skad, przez (A), mamy o A, T |E A, p, wiec przez (TR) otrzymujemy
' E A, . W analogiczny sposob otrzymujemy I' = A, 1.

(A') implikuje (A):

— Zalozmy, ze T, 0,0 = A. Z o AN |E ¢ A otrzymujemy przez (A)
zarowno ¢ A = ¢ jak i ¢ A = 1. Dwa zastosowania (TR) i (MON) do
zalozenia prowadza do I', p A ¢ = A.

— o, 0, ' E Ajp i, T E A, ktore uzyskujemy przez (ZWR)
i (MON) prowadza, przez (A') do p,9¥,T' E A,jp A 1. Stad i z zalozenia
Iy A E A przez (TR) otrzymujemy I'y o, E A, R

Scott analizujac stosunek swojej teorii do teorii Tarskiego odnotowal, ze
zwigzek wyznaczony wzorem:

I'F ¢ wtw ¢ € Cn(T")

nie musi by¢ wzajemnie jednoznaczny. Wprawdzie kazda konsekwencja Scot-
ta jednoznacznie definiuje konsekwencje w sensie Tarskiego, ale konwers w
ogdlnosci nie zachodzi, tzn. kazda operacja Cn wyznacza pewng klase relacji
konsekwencji . Doktadniej rzecz ujmujac mamy co nastepuje:

1. Kazda relacja - C P(FOR) x P(FOR) spelniajaca warunki (ZWR),
(MON), (TR) wyznacza operacje konsekwencji Cni(I') = {¢ : A F ¢},
gdzie A to dowolny skonczony podzbior I'.

2. Dla danej operacji C'n zdefiniujemy dwie relacje:

Lbpin A wtw Cn(T)NA #£ @ oraz

[ Fiae A wtw () ep Cn(I" U {¢}) € On(I7), dla dowolnego I'" D T'.
Obie sg relacjami konsekwencji w sensie Scotta a ponadto wyznaczaja klase

relacji konsekwencji C' taka, ze dla kazdej - € C:

L4 |_mm g F g l_ma:c

o Cn= Cn% wtw me C F - Fmam

Wynik ten pokazuje, ze aparat teorii relacji Scotta moze by¢ bardziej
subtelnym narzedziem badawczym. Wprawdzie w przypadku zbioréw skon-
czonych oba podejscia sa wzajemnie definiowalne: w bezposredni sposob, gdy
w jezyku dysponujemy alternatywa i w troche bardziej ztozony w przypadku
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jej braku®. Jednak w przypadku zbioréw nieskoriczonych sytuacja jest inna.
Rozwazmy zbiér Hi- dopuszczalnych waluacji, ktore spelniaja pewna (Tar-
skiego lub Scotta) - (tzn. h € H- wtw dla zadnego I' = A nie zachodzi, ze
hT C {1} i hA C {0}).

Naturalnie, poniewaz kazda semantyka generuje relacje konsekwencji mo-
zemy rozwazac relacje generowang przez Hy, tzn. g, jak rowniez Hy ,,, tzn.,
zbioér dopuszczalnych waluacji, ktore spetniaja Fg. tatwo mozna dowieéé, ze
zachodza nastepujace wlasnosci Galois:

1. F1C t9 implikuje Hy-, C H,
2. Hy C Hy implikuje Fg,C Fg,
3. HC H,
4. F Chp

Dowody punktéow 1 i 2 mozna znalezé np. w Wojcicki [150] dla konsekwencji
Tarskiego i tatwo uogolni¢ na przypadek relacji Scotta. Dowdéd pominiemy,
gdyz bardziej interesujace sa przypadki 3 i 4.

Punkt 4 mozna wzmocnié¢ do rownosci dzieki abstrakcyjnej wersji twier-
dzenia Lindenbauma. Wynik ten zachodzi tez dla relacji Scotta, ale wyma-
ga innej konstrukcji, nazywanej atlasem Scotta przez Dunna i Hardegree
[36]. Wazna roznica miedzy konsekwencja w sensie Tarskiego i Scotta lezy w
punkcie 3. W przypadku konsekwencji Tarskiego kazda relacja determinuje
semantyke, ale niekoniecznie jedng. Z drugiej strony, dla konsekwencji Scot-
ta wlasnos¢ 3 moze byé wzmocniona do réwnosci co znaczy, ze kazda taka
relacja determinuje dokltadnie jedna taka semantyke. Zauwazmy, ze jest to
wlasnosé dualna do pelosci; Dunn i Hardegree [36] nazywaja te wlasnosé
absolutnoscia i podkreslaja jej waznosé, wskazujac, ze jest ona analogiczna
do wtasnosci kategorycznodci teorii.

Jak wspomnieliSmy w poprzednim podrozdziale, okazuje sie, ze gdy zbio-
ry zastapimy multizbiorami, to znacznie wzroénie ilo$é¢ logik, ktére mozna
scharakteryzowa¢. Avron |9] przedstawia nastepujaca klasyfikacje relacji kon-
sekwencji:

e Dowolna relacja - na skoriczonych multizbiorach formut spetniajaca
warunki (ZWR) i (TR) (zwrotna i przechodnia) jest prosta relacja
konsekwencji.

5 Szczegoly konstrukeji oraz dowéd podanego wyzej rezultatu mozna znalezé w Woj-
cicki [150].
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e Prosta relacja konsekwencji spetniajaca warunek (C) (kontrakeji) i jego
konwers (czyli zdefinowana na zbiorach) jest regularna relacja konse-
kwencji.

e Regularna relacja konsekwencji speliajaca warunek (MON) (monoto-
nicznosci) jest relacja konsekwencji w sensie Scotta.

e Regularna relacja konsekwencji spetniajaca warunek (MON) (monoto-
nicznosei) typu many-one jest relacja konsekwencji w sensie Tarskiego.

W przypadku prostych relacji konsekwencji, nawet tych, ktoére dodat-
kowo spetniaja warunek (MON) uzyskujemy mozliwosé generowania wielu
logik, ktorych nie zdefiniujemy nawet na gruncie teorii konsekwencji Scotta.
Wspominalismy juz wczesniej (uwaga 2.3) o przypadku logik podstruktural-
nych dokonujac rozréznienia miedzy spéjnikami addytywnymi i multiplika-
tywnymi. Uzyte przez nas wyzej warunki (A), (V), (—) definiowaly spojniki
multiplikatywne, natomiast warunki (A'), (V'), (—') definiowaly spojniki ad-
dytywne. Jezeli oba zestawy warunkéw porownamy z podanymi w paragrafie
2.2.1 regutami dla koniunkcji, to tatwo zauwazymy, ze (d’) otrzymujemy bez-
posrednio z warunku (A), a (¢”) z (A'). Wyprowadzenie reguly (¢’) z (A) oraz
regut (d”1) 1 (d”2) z (A') wymaga troche wiecej wysitku — zachecamy do jego
podjecia, ewentualnie do skorzystania z lematu 4.13.

Na koniec wspomnijmy, ze mozna tez rozwazaé konsekwencje generowane
nie przez sekwenty, ale przez reguly sekwentowe. W tym przypadku F nie
odpowiada =-, ale linii oddzielajacej przestanki od konkluzji w regulach,
czyli = C P(Sek) x Sek. Takie podejscie bylo rozwiniete przez hiszpanskich
logikoéw skupionych wokot ogrodka w Barcelonie (Font, Jansana). Scisle rzecz
biorac ograniczyli oni swoje rozwazania do konsekwencji definiowanych na
sekwentach typu intuicjonistycznego, ale podejscie to mozna uogélnié¢ na inne
rodzaje sekwentéw. Wprowadzenie do tak rozumianych relacji konsekwencji
zawiera Font [44].



Rozdzial 3

LK Gentzena dla KRZ

W tym rozdziale zaprezentujemy zdaniows czesé oryginalnego systemu Gent-
zena LK. Sposob prezentacji i wprowadzona terminologia odbiega jednak
od oryginalnego ujecia Gentzena, a zgodna jest ze sposobami prezentacji
we wspolczesnych opracowaniach. Wprowadzona ponizej terminologia bedzie
miata charakter uniwersalny w tym sensie, ze zdefiniowane pojecia stosuja
sie nie tylko do LK ale réwniez do innych wersji RS wprowadzonych w kolej-
nych rozdziatach. Ograniczymy sie zasadniczo do prezentacji czysto syntak-
tycznych aspektéw RS. Oméwimy regulty LK, konstrukcje dowodoéw i pewne
wlasnosci dowolnego RS (3.1) oraz wykazemy adekwatnosé LK przez dowod
rownowaznosci z H-systemem z rozdziatu 1 (3.2). W ostatnim podrozdzia-
le wyjdziemy poza syntaktyczne aspekty — poszerzymy semantyke KRZ na
sekwenty i udowodnimy semantyczne przystosowanie LK.

3.1 Rachunek sekwentéow LK Gentzena

Definicja 3.1 (Sekwent LK) Sekwent to para uporzedkowana skoriczonych
ciggow (list) formut rozdzielonych symbolem =. Dowolny sekwent jest wiec
obiektem o postaci @1, ..., 0 = V1, ..., U, 2k > 0,n >0, gdzie lewy cigg to
poprzednik, a prawy to nastepnik sekwentu. Sekwenty, ktore zawierajq tylko
zmienne zdaniowe bedziemy nazywali sekwentami atomowymi.

Poniewaz dla oznaczenia dowolnych ciggéw formut uzywaé bedziemy liter
A, 0,A, =11, X, wiec czesto sekwenty zapisywaé bedziemy I' = A, Il = X
itp. Podajac przyktady konkretnych sekwentéow nie bedziemy uzywali ostrych
nawiaséw dla zaznaczania ciggoéw formut z poprzednika i nastepnika. Przy-
ktadowo, sekwent z I' := (p,q V r,—r), A := (p — —q,s A 1) zapiszemy
nastepujaco: p,qVr,r =p— q¢,SAT.

46
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Zapis postaci I', IT = A, ¢ oznaczaé bedzie sekwent, ktorego poprzednik
stanowi konkatenacje ciagéow I' i II, a nastepnik to konkatenacja ciggu A i
jednoelementowego ciagu ().

Uwaga 3.1: Rezygnacja z uzycia standardowych teoriomnogos$ciowych ozna-
czen sprzyja nie tylko uproszczeniu zapisu ale i jego wiekszej uniwersalnosci,
gdyz w wielu rozwazanych dalej wariantach I' i A nie beda oznaczaly ciagow
formul, ale multizbiory (zbiory z powtérzeniami) lub zwykle zbiory formut.
W kazdym przypadku bedziemy stosowaé te sama forme zapisu sekwentu
zaznaczajac jedynie jakiego typu obiektami sa sktadniki sekwentow. I tak, w
przypadku gdy sekwenty beda zwyklymi zbiorami zapis postaci I', 1T = A, ¢
oznaczaé¢ bedzie sekwent, ktérego poprzednik to suma zbioréw I' i II, a na-
stepnik to suma zbioru A i jednoelementowego zbioru {¢}. Na poczatek
przyjrzymy sie jednak oryginalnej postaci rachunku pochodzacej od Gentze-
na.

Uwaga 3.2: Definicja dopuszcza sytuacje, ze zaréwno poprzednik, jak i na-
stepnik sekwentu moga byé¢ ciagami pustymi. Zauwazmy, ze dopuszczenie
pustych ciggéw jako sktadnikéw sekwentu powoduje, ze za sekwenty nale-
zy uznaé nie tylko obiekty o postaci p,q V r,—r =, czy = p — —q,s A r,
ale nawet =-. Sekwent z pustym poprzednikiem i nastepnikiem petnit bedzie
zreszta — jak sie przekonamy — wazna funkcje. Bedziemy tez stosowali zapis
I'= i = A w przypadku schematéw sekwentéw z pustym nastepnikiem lub
poprzednikiem.

3.1.1 Reguly

Definicja 3.2 (Rachunek sekwentéw LK) Rachunek sktada sie z jedne-
go schematu sekwentu aksjomatycznego oraz zbioru requl pozwalajgcych na
dedukcje nowego sekwentu (sekwentu-wniosku) z pary sekwentéw lub pojedyn-
czego sekwentu (sekwenty-przestanksi).

Lista regut podanych przez Gentzena, dajaca adekwatng formalizacje KRZ:
Reguly strukturalne
(AX) o=

I'= A U= X
(Cut) = A

(W=) wF?:AK (=W) Fgffso
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=) LEHTR (=0) 5
P=) TEGTEA =P ISREET
Regutly logiczne
=) Sk =) BE5
(=) SEiTen (=) GRyTS
(=) =2 ?:’foA,ggfwA’w (V=) (p’rjv%/;,ri&:A
(=V) % (=V) %
=) TNy G0 BhEe

Reguly strukturalne dotycza jedynie najogdlniejszych operacji dokony-
wanych na elementach sekwentéw, ktore sg niezalezne od ksztaltu formut.
Inaczej mozna powiedzieé, ze regulty strukturalne tworza teorie =. Reguly
logiczne podajg warunki wprowadzania statych logicznych, a doktadniej for-
muly z taka stata do sekwentu. W pewnym sensie tworza, one teorie rozwaza-
nych statych logicznych (por. uwagi na temat inferencjalizmu w podrozdziale
4.5 i paragrafie 6.1.1).

Dla kazdej stalej reguty logiczne pozwalaja na jej wprowadzenie zar6wno
do poprzednika jak i do nastepnika sekwentu. Nazwy regul logicznych od-
zwierciedlaja te ich funkcje. W regutach strukturalnych W oznacza ostabianie
(weakening), C — kontrakcje, a P — permutacje; (Cut) pochodzi stad, ze for-
mula ¢ wystepujaca w obu przestankach ulega niejako wycieciu w sekwencie-
wniosku. Nazwa “ostabianie” moze brzmie¢ dosyé zagadkowo, wyjasnimy jej
sens pozniej. W dalszym ciggu méwiac po prostu o zastosowaniach regut
strukturalnych bez precyzowania czy chodzi o reguty z nastepnika czy z po-
przednika sekwentu, bedziemy uzywali oznaczen typu (W), (C), (P) lub
okreslen “ostabianie”, itp.

Przyktad 3.1.

PANG,q— T = "qp—T PAG,q— T = g,

PAGq—1T=>"q (p—1)A\"s
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daje nam ilustracje zastosowania (= A), natomiast

PAGq—T=>"2gp—T1,mr  pVqgq—r,gAr=2(pVr),-s

- —=pVgPNGqg—T,q—=1,qANT =g, p—1,~(pVr), s

daje przyklad zastosowania (—=-). Zauwazmy, ze w przypadku (= A) ma-
my takie same ciggi I' :== p A q,q — r 1 A := =g w obu przestankach i we
wniosku. Dla odmiany w przykladzie dla (—=-) mamy rézne ciagi w prze-
stankach, natomiast we wniosku pojawia sie konkatenacja tych ciagow, stad
np. ¢ — 7, ktére jest ostatnim elementem I' i pierwszym elementem II we
wniosku wystepuje dwukrotnie. Wynika to stad, ze w LK (= A) jest reguta
k-jednolita, a (—=>) regula k-niezalezna (por. paragraf 2.2.1).

Uwaga 3.3: Godne uwagi, ze sekwentows formalizacje intuicjonizmu osia-
gnat Gentzen za pomoca bardzo prostego zabiegu. Rachunek LI dla INT skta-
da sie z tych samych regul jedynie na sekwenty nalozone jest ograniczenie:
w nastepniku moze wystepowaé co najwyzej jedna formuta. Z tego powodu,
w poprzednim rozdziale sekwenty tego typu nazwaliSmy intuicjonistycznymi
(int-sekwentami). Faktycznie ograniczenie tego typu nie jest konieczne dla
wszystkich regul, por. Kleene [83].

Dla precyzyjnej analizy dowodéw w RS przydatne jest wyrdznienie pew-
nych elementéw w zastosowaniu regut.

Definicja 3.3 (Elementy regul sekwentowych) e Formuta, ktéra po-
wstaje w wyniku zastosowania danej reguty logicznej to formulta zasad-
nicza tego sekwentu (w regutach strukturalnych wszystkie wyrdznione w
schematach regut formuty @, to formuly zasadnicze w zastosowaniu
tych regut).

o Formuta, bgdZ formuty, ktore postuzyty do jej uzyskania, to formuly
poboczne sekwentow-przestanek.

o Wszystkie pozostate elementy zbioréw T i A, to formuly parametryczne
(krétko parametry) w zastosowaniu danej reguty.

Przykladowo: w podanym przyktadzie zastosowania (—=-) —r i p V ¢ to
formuty poboczne przestanek, a =r — p V ¢ to formuta zasadnicza wniosku;
pozostate formuty to parametry.
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3.1.2 Dowody

Zorganizowane zastosowania regul RS pozwalaja budowaé¢ dowody sekwen-
tow. Intuicyjnie, dowodem sekwentu w RS jest drzewo binarne, ktérego kazdy
lig¢ jest sekwentem aksjomatycznym, korzen jest dowodzonym sekwentem, a
poszczegbdlne wezty sa uzyskane w wyniku zastosowania wymienionych wyzej
regut. Precyzyjng definicje sformutujemy nastepujaco:

Definicja 3.4 (Dowdéd sekwentu) 1. Kazde jednoelementowe drzewo,
ktorego wezet jest sekwentem aksjomatycznym S jest dowodem sekwentu

S.

2. Jezeli D jest dowodem sekwentu S, to drzewo uzyskane przez dopisanie
sekwentu S’ ponizej sekwentu S jest dowodem sekwentu S’, pod wa-
runkiem, ze S jest podstawieniem przestanki a S’ jest podstawieniem
wniosku jednej z requt jednoprzestankowych.

3. Jezeli D jest dowodem sekwentu S a D' jest dowodem S’, to drzewo
uzyskane przez dopisanie sekwentu S” ponizej sekwentow S i S’ jest
dowodem sekwentu S”, pod warunkiem, ze S jest podstawieniem lewej
przestanki, S’ jest podstawieniem prawej przestanki, a S” jest podsta-
wieniem wniosku jednej z requt dwuprzestankowych.

4. Nic wiecej nie jest dowodem sekwentu w RS.

To, ze sekwent I' = A ma dowdd bedziemy zaznaczaé piszac = I' = A.
W szczegolnosci dowod sekwentu = ¢ (pusty poprzednik, jednoelementowy
nastepnik) oznacza, ze formuta ¢ ma dowdd, czyli jest teza.

Podana definicja dowodu jest indukcyjna. Ma to wazne konsekwencje,
gdyz do dowodéw w LK czy innych wariantach RS mozna bedzie stosowaé
dowody przez indukcje po rozmiarach dowodu. Rozmiary dowodu mozna
rozmaicie definiowaé, ponizej wprowadzimy trzy najczesciej stosowane miary.

e dlugos¢ dowodu
e wysokos¢ dowodu (height)

e wielkosé dowodu

Jako pierwsza miare wprowadzimy pojecie dtugosci dowodu, ktore defi-
niujemy nastepujaco:
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Definicja 3.5 (dtugosé dowodu) e Dowdd aksjomatu ma diugosé 0

o jezeli S zostal wydedukowany z S’ za pomocq reguty jedno-przestankowey,
to jezeli dowdd S’ ma dtugosé n, to dowdd S ma dtugosé n + 1

o jezeli S zostal wydedukowany z S’ i S” za pomocqg reguty dwu-przestankowey,
to jezeli dowdd S’ ma dlugosé n, a dowdd S” ma dtugosé m, to dowdd
S ma dlugosé max(n,m) + 1

Jezeli D oznacza dowod, to dtugosé dowodu oznaczymy przez | D |.

Czasem wygodnie bedzie w obliczaniu wielkosci abstrachowaé od zasto-
sowania regul strukturalnych, za wyjatkiem (Cut). Wprowadzimy osobna
miare — wysoko$é¢ dowodu (por. Negri, von Plato [101]):

Definicja 3.6 (wysokosé dowodu) o Dowod aksjomatu ma wysokosé
0

o jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomocqg logicznej reguly jedno-
przestankowej, to jezeli dowdd S’ ma wysokos$é n, to dowdd S ma wy-
sokosé n+ 1

o jezeli S zostal wydedukowany z S’ S” za pomocg reguty dwu-przestankowey,
to jezeli dowdd S’ ma wysokosé n, a dowdd S” ma wysoko$é m, to dowdd
S ma wysoko$é max(n,m) + 1

Jezeli I' = A ma dowdd wysokosci n, to bedziemy to czasami zaznaczaé
piszac ' =, Alub F, I' = A.

Pokrewna miara do wysokosci jest pojecie wielkosci dowodu (por. Buss
[20]), w ktorym tez abstrachujemy od regul strukturalnych (z wyjatkiem
(Cut)) ale pod uwage bierzemy absolutna ilo$¢ wystapieni regut logicznych w
dowodzie (sumujemy wielkosci gatezi w przypadku reguty dwu-przestankowe;
zamiast wybiera¢ wieksza). Formalnie:

Definicja 3.7 (wielkos¢ dowodu) o Dowod aksjomatu ma wielkosé 0

e jezeli S zostat wydedukowany z S’ za pomocq logicznej requty jedno-
przestankowej, to jezeli dowod S’ ma wielkosé n, to dowdd S ma wiel-
kosé n+1

e jezeli S zostat wydedukowany z S’ i S” za pomocqg reguty dwu-przestankowey,
to jezeli dowdd S’ ma wielkosé n, a dowod S” ma wielkosé m, to dowdd
S ma wielkosé n+m + 1
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Jezeli D oznacza dowod, to wielkos¢ dowodu oznaczymy przez || D ||. W
rozdziale 5 uwzglednimy jeszcze sposéb mierzenia rozmiaru dowodu przez
Gentzena w jego oryginalnym dowodzie eliminacji ciecia, nazwany przez nas
glebokoscig.

Zazwyczaj zapisuje sie dowody w RS jako drzewa z korzeniem na dole,
co oddaje strukture zaleznosci logicznych (procesu inferencji) od aksjomatow
w dot do sekwentu dowodzonego. Konstruujac dowdd postepuje sie zazwy-
czaj odwrotnie, tzn. zaczyna od sekwentu dowodzonego i dopisuje kolejno
przestanki zastosowanych regut. Rzecz jasna ze wzgledu na wystepowanie
(Cut), oraz inne wlasnosci pewnych regut Gentzena, takie postepowanie nie
musi zakoriczy¢ sie sukcesem. Do kwestii warunkéw gwarantujacych sukces
w poszukiwaniu dowodu, a nawet automatyzacje tego procesu, powrdcimy w
rozdziale 6.

Przyktad 3.2: Zaprezentujemy dowdd tzw. sylogizmu Fregego, czesto wyste-
pujacego w roli jednego z aksjomatéow KRZ w systemie H z rozdziatu 1.

p=7p 9=4q

(=) "p=qr=1 r=
p=p (=P —qGp=T (_)(;):})
pH(QHT),p,qu,pir( =)
p,p—=(q—=r),p—qgp=>r (P =)
p,p—(q—r),p,p—q=r (P =)
p,p,p—(q—r1)p—q=r (€ =)
pp—(q—r),p—=q=>r (=)
p—=(q@—=r)p—qgq=p—r (P =)

p—=qgp—(q—=r)=p—r
(=—)
p—(q—=r)=@p@—q —@—r) (=)
=p—-(@—7r)—=((p—9—{@—r1)

W przedstawionym dowodzie zwraca uwage duza ilos¢ zastosowan regut
strukturalnych. Jego dlugosé wynosi 11, cho¢ wysokosé jedynie 6 (rowna
wielkosci w tym przypadku). W dalszym ciagu zazwyczaj takie “oczywiste”
kroki w dowodzie bedziemy pomija¢ zaznaczajac miejsce ich wystepowania
za pomocy podwojnej kreski. Powyzszy dowod w takiej skondensowanej for-
mie, ktéra oddaje jedynie jego wysokos¢ i wielkos¢, bedzie wiec wygladal
nastepujaco:
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p=Dp q=4q
(—=) D—q,p = q r=r
p=p q—"rp—q¢p=T

p—(q—r7r),p,p—qp=>Tr
p—(q—r),p—qg=>p—r
p—(g—=r)=pP—q9—p@P—r)
=WpP—(@—=r)—=((P—9—>W®—r)

(—==)

(—=)

=—)

(=—)

(=-)

Ponizszy lemat pozwala zauwazy¢ pewne zaleznosci miedzy formutami w
poprzedniku i nastepniku dowiedlnego sekwentu i uswiadomié sobie pewne
intuicje zwiazane z pojeciem sekwentu. Zarazem podaje formalne podstawy
dla trzech interpretacji sekwentu oméwionych w poprzednim rozdziale.

Lemat 3.1 Dla dowolnego sekwentu @1, ..., p; = V1, ..., ¥k, (i, k > 0) podane
nizej cztery formy sq rownowazne:

L. }_9017"'7302':>¢17"'a¢k
2. (pl,...,(pi,—!wh...,—!@bk =
3. k= _‘Spla"'v_‘goiawlw”awk

4. F 01N AN = VLV Yy

Dowob:

1. = 2. Z 1. otrgymujemy + =), ..., ~Ug, @1, ..., i, = przez k zastoso-
wan (- =), skad przez wielokrotna permutacje mamy 2.

2. = 1. Po pierwsze zauwazmy, ze dla kazdego ¢ < k przez obie re-
guty dla — otrzymujemy F —-—; = ;. Z 2. przez wielokrotng permu-
tacje mamy b —q, ..., "k, 01, ..., @i, =, skad przez (= —) otrzymujemy
F =g, o, 2k, @1, -, @iy = b1, Stosujac (Cut) na = ——ipp = 9y otrzy-
mujemy F =g, ..., g, 01, -, Yi, = P1. Powtarzamy te dedukcje k — 1 razy
az do otrzymania 1.

1. < 3. analogicznie

1. = 4. Wykonujemy nastepujaca dedukcje:

P15 eey P = V1, ey Y
©1 N\ P2,02, s P = V1, e, Vg (P =)
V2,01 N\ P2, 03, oy i = W1, ..o, Ve (/\ :>)
01N\ P2, 01 NP2, 03, s i = V1, oy Vg (€ =)
©1 N P2, 03, s Qi = Y1,y Vg

(A=)
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Powtarzamy te dedukcje tak dtugo az otrzymamy p1 A, ..., Ap; = 1, ..., Y,
nastepnie przeprowadzamy analogiczng dedukeje z wykorzystaniem (= V), (=
P) i (= C) na nastepniku az otrzymamy 4.

4. = 1. Odnotujmy wpierw, ze dla k > 2 zachodzi - 1 V ... V ¢ =
1, ..., Y, oto poczatek dowodu:

v = 22V Ly o
(ZZ; 1 = P1, 92 Y2 = P1, 92 =W (=P
(o W) P V2= Y _ =Y Lo P
v =) Y1V ahe = Y1, 2, s Y3 = P1, 12, U3 ’

U1V ha V bz = 1,12, 13

Analogicznie, dla ¢ > 2 udowadniamy, ze zachodzi F ¢1,....,0; = @1 A
cee N ;. stosujac dwa razy (Cut) do 4. i do otrzymanych sekwentow otrzy-
mujemy 1. H

Ograniczenie sie do sekwentéow z jednoelementowym nastepnikiem po-
zwala dodatkowo ujawnié¢ zwiazek = z implikacja, co oddaje ponizszy:

Lemat 3.2 Dla dowolnego sekwentu @1, ..., 0; = (i > 0), podane nizej trzy
formy sq réwnowazne:

1. D1y ey P; = w

2. F= 1 — (g2 = ..oy (@i = ¥)...)
S F=> 01 A Npg =

Dowob:

1. = 2. Z 1. za pomoca (P =) otrzymujemy F ¢;,...,01 = 1, skad
przez i-krotne zastosowanie (=—) otrzymujemy 2.

2. = 1. Zauwaz, ze dla dowolnych ¢, zachodzi F ¢ — ¥, = ¥, w
szczegdlnosci F o1 — (g2 — .oy (@i = ¥).n), 01 = w2 — (p3 — .oy (@i —
¥)...). Stad przez 2. i (Cut) otrzymujemy - ¢1 = @2 — (3 — ..., (p; —
¥)...). Powtarzamy te dedukcje ¢ — 1 razy (z kolejnymi podstawieniami F
Ok — X, Pk = X, k < i) az uzyskamy 1.

1. = 3. Przez lemat 3.1, 1. = 4.1 (=—)

3. = 1. Poniewaz F o1 A ... A pj — 1,01 A ... A pj = 1), Wiec przez
(Cut) na 3. mamy F o1 A ... A p; = 1, skad przez lemat 3.1 mamy 1. W

Oczywiscie z obu lematéow wynika, ze jezeli jakis sekwent podpadajacy
pod jeden ze schematéw jest niedowiedlny, to jego réwnowazniki réwniez.
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Dla dalszych rozwazan nad dowodami w LK (lub innych wariantach RS)
wygodnie jest wprowadzi¢ dodatkowa terminologie.

Definicja 3.8 1. (Cigg sekwentdw tworzy gataz w dowodzie S wtw jego
pierwszym elementem jest sekwent aksjomatyczny, a ostatnim jest S
oraz kazdy sekwent w tym ciggu oprécz ostatniego jest (jedng) przestan-
kg pewnej reguty, ktorej wnioskiem jest kolejny sekwent z tego ciggu.

2. Sekwent Sy jest nad sekwentem So lub poprzedza Ss (a S jest pod
S1 lub nastepuje po S1) w dowodzie wtw istnieje gatgz w tym dowo-
dzie, ktora zawiera S jako wcze$niejszy a So jako pdiniejszy element.
Jezeli miedzy S1 a Sy nie ma Zadnego innego sekwentu, to moéwimy o
bezposrednim poprzedzaniu (nastepowaniu po).

3. Zastosowanie requty R poprzedza lub jest nad zastosowaniem reguty R’
(R’ nastepuje po R lub jest pod R) w dowodzie wtw wniosek R jest nad
wnioskiem R’. Jezeli dodatkowo wniosek R jest przestankqg zastosowania
R’ to mamy bezposrednie poprzedzanie (nastepowanie po).

4. Jezeli S wystepuje w dowodzie D, to zbidr zawierajgcy S oraz wszystkie
sekwenty, ktore sq nad S w D jest poddowodem D (i dowodem S).
Jezeli D' jest poddowodem D, to D jest jego dowodem nadrzednym
(naddowodem).

5. Jezeli S1 bezposrednio poprzedza So, to ¢ € So jest bezposrednim po-
tomkiem (jedynym) ¢ wtw (a) ¢ jest formutq parametryczng w Sy, a
=1 1 wystepuje w tej samej pozycji w So co ¥ w Sy, albo (b) P jest
formutq poboczng w S1, a ¢ formutq zasadniczqg Sa. ¢ jest potomkiem
¥ wtw istnieje cigg 0 lub wiecej bezposrednich potomkdw od ¥ do ¢
(relacja potomstwa jest zwrotnym, tranzytywnym domknieciem relacji
bezposredniego potomstwa,).

6. ¢ jest bezposrednim przodkiem (niekoniecznie jedynym) ¢ wtw 1 jest
bezposrednim potomkiem . ¢ jest przodkiem v wtw ¢ jest potomkiem

©.
Warto odnotowac, ze:

Fakt 3.1 1. Formuta zasadnicza (Cut) oraz wszystkie formuty sekwentu
dowodzonego nie majqg bezposredniego potomka.

2. Formuty w (AX) oraz formuly zasadnicze (W) nie majq bezposrednich
przodkow.
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3. W przypadku (P) bezposrednimi przodkami (potomkams) formut zasad-
niczych sq ich przestawione wystgpienia w bezposrednio sgsiadujgcym
sekwencie.

Wprowadzimy tez pewne wazne uogolnienie pojecia dowodu sekwentu .S.

Definicja 3.9 (Dedukcja) Drzewo, w ktorym niekoniecznie kazdy lisé jest
sekwentem aksjomatycznym, ale ktdre spetnia pozostate dwa warunki defini-
¢ji dowodu, to dedukcja sekwentu S. Niech D bedzie dedukcjq S, a X oznacza
zbior wszystkich lisci drzewa D, ktore nie sq sekwentami aksjomatycznymi,
wtedy D jest dedukcja S z X . Jezeli istnieje dedukcjg S z X, to S jest dedu-
kowalne z X, co zaznaczamy X + S.

W szczegdlnosci dedukeja z pustym X jest dowodem S. Z punktu widze-
nia zastosowania RS jako metody rozstrzygalnej szczegélne znaczenie beda
mialy dedukcje z (nieaksjomatycznych) sekwentow atomowych i sposoby ich
konstruowania. Oczywiscie terminologia z poprzedniej definicji stosuje sie tez
do dedukcji, z tym, ze gataz w dedukcji nie musi sie zaczynaé od sekwentu
aksjomatycznego. W przypadku dedukcji méwimy tez o poddedukceji, chociaz
w szczegblnych wypadkach poddedukcja moze by¢ poddowodem nawet jezeli
nadrzedna dedukcja nie jest dowodem.

Uwaga 3.4: Zauwazmy, ze powyzej uzyliSmy F jeszcze w jednej funkcji, dla
zaznaczenia relacji dedukowalno$ci miedzy zbiorami sekwentéw a sekwenta-
mi. Jest to naturalne uogolnienie symbolu - w funkcji dowiedlnosci S, tak
jak relacja dedukowalnosci miedzy zbiorami formut i formutami jest natu-
ralnym uogélnieniem F w funkcji asercji tezy. Natomiast zauwazmy, ze nie
nalezy myli¢ zdefiniowanej wyzej sekwentowej relacji dedukowalnosci z rela-
cja zachodzaca miedzy poprzednikiem a nastepnikiem sekwentu, ktora tez
czasem oznaczamy przez b zamiast = (por. podrozdzial 2.4).

Definicja 3.10 (Podsekwenty, zlozenie sekwentow) o ' = A jest
podsekwentem Il = X wtw I’ C I 7 A C 3; relacje “S jest podsekwen-
tem S’ zaznaczymy przez S T S’

e DiaT = A i1l = X ich zoZeniem jest T, 11 = A3 oraz dowolna

permutacja jego elementow; dla S i S’ ich ztozenie oznaczymy przez
SoS’.

Odnotujmy:
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Fakt 3.2 1. Jezeli SC S, to SE S’
2. SiFS108y, dlai=1,2.
3. Jezeli S =51005%, to S; ES, dlai=1,2.
4. SC S wtw dla pewnego S”,S 0 S" = 5’.

3.2 Adekwatnos¢ LK

Skad wiemy, ze przedstawiony zestaw regut daje nam adekwatna formalizacje
klasycznego rachunku zdan? Gentzen udowodnil adekwatnosé¢ LK wykazu-
jac jego réwnowaznosé z aksjomatycznym ujeciem KRZ, udowodnit zatem

twierdzenie:!

Twierdzenie 3.1 (Réwnowazno$é LK z H-KRZ) bty ¢ wiw Frg= ¢

Udowodnimy teraz jedna z implikacji sktadajacych sie na powyzsze twier-
dzenie:

Lemat 3.3 Jezelibp p, to b= ¢

DowOD: lematu wymaga skonstruowania w LK schematow dowodow wszyst-
kich aksjomatéw oraz wykazania, ze kazde zastosowanie MP w dowodzie w
H daje sie odtworzy¢ w LK. Dowody wiekszosci aksjomatow sg tatwe i zache-
camy do ich samodzielnej konstrukeji. Dowod dla konkretnego podstawienia
aksjomatu 2. podaliémy w poprzednim paragrafie — wystarczy w nim zamie-
ni¢ kazde wystapienie p na ¢, ¢ na ¥ a r na x i otrzymamy ogdélny schemat
dowodu kazdej instancji tego aksjomatu.

Pokazemy teraz schemat dowodu dla aksjomatu 8.

P XX V=9 X=X
(%;? PN, P =X b — X, = x
Wj)%wﬁxwﬁx#x VY = X9 = X=X

eV, — x, 0 = X=X
Yo X, o2 X = eVY o
o—=x= @ —x)— (VY —x)
=(p—=x) = (¥ —=x) = (VY —Xx)

—>:>)
= W)

(=-)
(=—)
(=-)

! Gentzen faktycznie udowodnit réwnowaznosé 3 systemow: LK, H i NK, czyli systemu
dedukcji naturalnej, i to dla KRK. Udowodnil tez réwnowaznosé takich samych systemow
dla logiki intuicjonistycznej pierwszego rzedu.
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Jezeli chodzi o zastosowania MP, to w LK odpowiada im nastepujaca
figura dowodowa:

Dy =>9—=Y wﬁwwiw“m)
=¥ =9
ey (Cut)

gdzie D1 1 Dy to symulacje (w LK) dowodow w H obu tez stanowiacych
przestanki zastosowania MP. W

Aby udowodnié¢ implikacje w druga strone musial jednak Gentzen do-
kona¢ jakiejs formy przektadu sekwentéw na ubozszy jezyk aksjomatycznej
formalizacji. Dowolny sekwent o postaci @1, ..., 0; = ¥1,..., Y 21 >0,k >0
nalezy zinterpretowaé¢ jako formule postaci o1 A ... A p; — 1V ... V Y.
W przypadku ¢ = 1 lub £ = 1 mamy do czynienia ze zredukowana (jed-
noelementowa) koniunkcja lub alternatywa. Latwo zauwazy¢ zbieznosé tej
interpretacji z wynikami podanymi w lematach 3.1 i 3.2. Pozostaje kwestia
interpretacji sekwentéw z pustym poprzednikiem lub nastepnikiem. Pusty
poprzednik sekwentu interpretujemy jako T natomiast pusty nastepnik jako
1, zatem sekwent = 11, ..., ¢ interpretujemy jako T — 1 V ... V ¢, lub —
prosciej — jako 1 V...V, natomiast @1, ..., ¢; = jako p1A...Ap; — L1lub—w
mys] definicji negacji — jako =(p1 A...Ap;). Sekwent z pustym poprzednikiem
i nastepnikiem oznacza po prostu L, gdyz T — L < TV L« 1LVI1« 1.

Dla wykazania, ze Frx= ¢ implikuje - ¢ Gentzen udowodnit, ze prze-
ktad kazdej reguly LK daje nam regute wyprowadzalna w systemie aksjo-
matycznym. Pominiemy syntaktyczny dowdd Gentzena, gdyz jest to dosé
zmudne ¢wiczenie w dowodzeniu w systemie aksjomatycznym, co nie jest
przedmiotem tej pracy. Zaprezentujemy alternatywny dowod Kleene’go [83],
ktory jest znacznie prostszy. Opiera sie on na intepretacji = jako relacji
dowiedlnosci w systemie H.

Lemat 3.4 Jezel: l_LK I'= A, to F,‘!A I_H 1

DowoOD: Przez indukcje po dtugosci dowodu w LK. Wystarczy odwolaé sie
do wtasnosci - podanych w lemacie 1.1. Dowdd bazy jest trywialny gdyz z
lematu 1.1. wlasnos¢ 1 mamy ¢ F ¢, skad przez wlasnosé 9 tegoz lematu
mamy @, - L.

W zalozeniu indukcyjnym przyjmujemy, ze lemat zachodzi dla dowolnego
dowodu dtugosci < n i wykazujemy, ze zachodzi dla n rozwazajac wszystkie
przypadki zastosowania regut. Przeanalizujmy jeden przypadek:
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(= A):T=,A =T =, A", A1. Obie przestanki maja dowody krot-
sze zatem podpadaja pod zalozenie indukcyjne, czyli T',—A' —p Fg L i
I, -A ) by L. Z lematu 1.1, wlasno$é¢ 9, mamy I', = A’ by 0 i T', ~A' by
1. Z aksjomatu 5 przez wlasnosé¢ 6 lematu 1.1 mamy ¢,¥ Fg ¢ A, co po
dwukrotnym zastosowaniu wlasnosci 4 daje I, =A’ g o A 1), czyli (przez
whasnosé 9) T', A", ~(p AY)Fyp L. N

Z lematu 3.4 przy ' pustym i A := ¢ otrzymujemy przez lemat 1.1
konwers lematu 3.3, a to daje dowdd twierdzenia 3.1.

3.3 Semantyczna interpretacja

Dla rozwazan przeprowadzonych w nastepnym rozdziale wygodnie bedzie juz
teraz wprowadzi¢ semantyczne ujecie LK, a w zasadzie dowolnego wariantu
RS. Niezaleznie od podanego wyzej dowodu udowodnimy tez semantyczny
lemat o przystosowaniu LK, co wymaga z kolei uprzedniego zdefiniowania
sposobu semantycznej interpretacji sekwentéw. Mozna oczywiscie odwotaé
sie do podanego wyzej sposobu przektadu sekwentéw na formuty, wygodniej
jest jednak zrobié¢ to bezposrednio, wzmacniajac semantyke przez podanie
dodatkowego warunku prawdziwosci (spelniania) sekwentéw o postaci:

MET = A wtw przynajmniej jedna formuta w poprzedniku jest fatszywa
lub przynajmniej jedna w nastepniku jest prawdziwa.

Falsyfikacje sekwentu definiujemy nastepujaco:

MET = A wtw kazda formulta w poprzedniku jest prawdziwa, a kazda w
nastepniku jest falszywa.

W oczywisty sposob na sekwenty poszerza sie inne wazne pojecia seman-
tyczne; tutaj ograniczymy sie do tautologicznosci. To, ze sekwent jest tau-
tologiczny bedziemy zaznaczaé¢ w taki sam sposéb jak w przypadku formut
poprzez uzycie |=.

El=Awtw Vg, MET = A

Latwo wykazaé, ze taki sposob semantycznej interpretacji sekwentu jest
zgodny z syntaktyczng interpretacja zaproponowana przez Gentzena. Ujmuje
to ponizszy fakt, ktérego dowdd pominiemy:

Fakt 3.3 MFE p1,...0; = Y1, . wtw ME 1 Ao Ay = 1 Vo Vg

Przy zadanej wyzej interpretacji mozemy wykazac:
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Lemat 3.5 Kazda requta LK jest niezawodna

DowOD: Nalezy pokazaé, ze jezeli przestanki reguly sa tautologiczne, to
wniosek tez.

Przypadek (—=): Zalozmy, ze =T = A,p i =, Il = ¥ ale = ¢ —
Y, I, 11 = A Y. Zatem w pewnym modelu 9 zaréwno ¢ — v jak i wszystkie
elementy I' i IT sg spelnione natomiast wszystkie elementy A i ¥ sg tam fal-
szywe. Skoro M F ¢ — 1, to M E ¢ lub M E . Oba przypadki prowadzg do
sprzecznosci; przy pierwszym lewa, a przy drugim prawa przestanka bytaby
sfalsyfikowana w 91. W

Lemat 3.6 (Przystosowanie) Jezeli-T' = A, to T = A

DowoOD: Przez indukcje po dtugosci dowodu I' = A. Dowod bazy jest oczy-
wisty, gdyz kazdy jednoelementowy dowdd to sekwent aksjomatyczny, ktory
jest tautologia. Pokazujemy, ze dowdd sekwentu I' = A o dlugosci n jest
dowodem tautologii przy zalozeniu, ze kazdy dowdd krotszy spetnia ten wa-
runek. Poniewaz dowdd kazdej z przestanek sekwentu I' = A ma dlugosé
mniejsza, od n, wiec przestanki podpadaja pod zatozenie indukcyjne i sa se-
kwentami tautologicznymi. Zgodnie z poprzednim lematem kazda reguta LK
jest niezawodna, wiec wydedukowany sekwent tez jest tautologiczny. M

Poniewaz przedstawiona przez nas w rozdziale 1 aksjomatyka KRZ jest
pelna, wiec lemat 3.3 implikuje (staba) pelnosé LK, a to wraz z ostatnim le-
matem daje adekwatnoéé LK wzgledem semantycznie scharakteryzowanego
KRZ. Niezalezne od uzyskanego tutaj wyniku w dalszym ciagu podamy tez
bezposrednie dowody petnosci dla LK i innych wariantéw RS, ktore zapre-
zentujemy w rozdziale 7.



Rozdzial 4

Warianty standardowego RS
dla KRZ

Istnieje wiele wariantow RS, ktore sa rownowazne rachunkowi LK w sensie
posiadania doktadnie takiego samego zbioru sekwentéw dowiedlnych. Zatem
daja one réwniez adekwatna formalizacje KRZ, a ponadto, podobnie jak
LK, mozna je modyfikowaé¢ tak by dostarczyly charakteryzacji innych logik.
Pomimo réwnowaznoéci tych rachunkéw wybor takiej lub innej wersji ma
wplyw na posiadanie lub brak wielu istotnych wtasnosci, ktére bedziemy w
dalszym ciagu rozwazaé. Dlatego w tym rozdziale zbiorczo oméwimy kilka
najwazniejszych sposob6w modyfikacji i ich bezposrednich konsekwencji. Za-
czniemy od omoéwienia podstawowych wariantéw regul: Gentzena i Ketonena
oraz k-jednolitych i k-niezaleznych. W podrozdziale 4.2 skupimy si¢ na pro-
blemie odwracalnosci regut i wprowadzimy system LK-K. Nastepny podroz-
dzial bedzie poswiecony omédwieniu systemu ARS, w ktérym nie wystepuja
zadne reguly strukturalne, wlaczajac w to (Cut). W kolejnych podrozdzia-
tach udowodnimy rezultat pozwalajacy na latwe generowanie rozmaitych wa-
riantow regul i udowadnianie ich rownowaznosci (4.4), oraz oméwimy istotne
wlasnosci regul RS (4.5). Na koniec (4.6) oméwimy sposoby budowania RS
dla KRZ na int-sekwentach.

4.1 Warianty regut

Aby wykaza¢ rownowazno$é¢ dwoch systemow RS i RS” musimy pokazaé, ze
kazda reguta pierwotna RS jest regula wtorng RS’ i odwrotnie. Wprowa-
dzony w kontekscie rachunkéw aksjomatycznych podziat regut wtoérnych na
wyprowadzalne i dopuszczalne przeniesiemy obecnie na RS.

61
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Definicja 4.1

Y

Reguta w jest wyprowadzalna w RS wtedy, gdy w RS mamy deduk-
cje S 251, ..., Sn.

Sl?

Reguta T’S” jest dopuszczalna w RS wtedy, gdy jezeli w RS mamy

dowody sekwentow S, ..., Sy, to mamy tez dowdd S.

Oczywiscie kazda reguta wyprowadzalna jest reguta dopuszczalna, gdyz
jezeli do dedukeji S z S, ..., S, mozemy doda¢ dowod kazdej z przestanek (tj.
dopisa¢ go nad odpowiednim sekwentem S;), to uzyskujemy w ten sposob
dowod S. Zaleznoéé w druga strone nie zachodzil.

Wykazywanie wyprowadzalnosci regut jest zadaniem stosunkowo prostym
— wymaga skonstruowania schematu dedukcji sekwentu wniosku z przestanek
przy uzyciu regul pierwotnych. Zabiegu takiego juz wyzej dokonalismy (w
dowodzie lematu 3.3) pokazujac, ze reguta MP postaci: = ¢, = ¢ — ¢/ = ¢
jest w LK wyprowadzalna. W tym rozdziale rozwazymy wiele takich warian-
tow regut LK, ktore sa w nim wyprowadzalne, ale prowadza do uzyskania
interesujacych wariantéw RS.

Dla odmiany, wykazywanie w sposob syntaktyczny dopuszczalnosci re-
guty, ktora nie jest w danym systemie wyprowadzalna wymaga czesto sporo
wysitku i pomystowosci. Zazwyczaj sprowadza sie to do wykazania, ze kazde
zastosowanie takiej reguly w danym systemie mozna z dowodu wyelimino-
wad, stad czesto zamiast o dopuszczalnosci méwi sie o eliminowalnosci takiej
reguly z danego rachunku. W rozdziale 5 zaprezentujemy takie dowody dla
(Cut), ale juz w tym rozdziale przeprowadzimy dowody dopuszczalnodci roz-
maitych regut strukturalnych w pewnych wariantach RS. Zauwazmy tez, ze
cho¢ syntaktyczne dowody dopuszczalnosci regul sa nietrywialne, to mamy
proste kryterium semantyczne ich identyfikacji, ktére wyraza ponizszy lemat.

Lemat 4.1 Jezeli RS jest adekwatne wzgledem semantyki SEM i requta (r)
jest niezawodna w SEM, to jest dopuszczalna w RS.

DowoOD: Zalozmy, ze kazda przestanka (r) ma dowod w RS. Z racji przysto-
sowania RS do SEM sa one tautologiczne, a poniewaz (r) jest niezawodna w
SEM, to wniosek (r) tez jest tautologiczny. Z racji petnosci RS wniosek ten
musi mie¢ dowéd w RS. W

! Pomijajac przypadek strukturalnej zupelosci pewnych aksjomatycznych formalizacji
KRZ — por. uwaga 1.9.
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Lemat ten pozwala w prosty sposéb wykazywaé dopuszczalnosé regul w
danym RS, gdyz sprawdzenie ich niezawodnosci zazwyczaj nie sprawia ktopo-
tu. Niestety czesto aby wykazaé¢ adekwatnosé RS wzgledem danej semantyki
potrzebujemy wtasnie tych regut, ktérych dopuszczalnosé mamy wykazaé, a
w takiej sytuacji powyzsze kryterium jest bezuzyteczne.

4.1.1 Aksjomaty uogoblnione

W sformutowaniu regut wielu wariantow RS wymaga sie, aby kazde podsta-
wienie (AX) byto sekwentem atomowym. Przy okazji dowodu wielu twier-
dzen pokazemy potrzebe takiego obostrzenia, natomiast teraz wykazemy, ze
takie ograniczenie w stosunku do sekwentéw aksjomatycznych nie powoduje
ostabienia RS.

Lemat 4.2 Jezeli w RS jedyne sekwenty aksjomatyczne sq sekwentami ato-
mowymi, to - ¢ = ¢ dla dowolnego ¢

DowoOD przeprowadzimy przez indukcje po dtugosci ¢. Wystarczy zbudowaé
schematy dowodéw pokazujace, ze ¢ = ¢ dla ¢ o dowolnej strukturze mozna
wydedukowaé z sekwentéw 1 = 1, gdzie ¢ jest formutg krotsza od . Jezeli
= @ A, to mozna zbudowaé nastepujacy schemat dowodu:

o= =1
(Aj)wAwiw @Aw$¢5:?;
PNy =AY

Z drugiej strony dla ulatwienia dowodu wielu twierdzen wygodne jest
dysponowanie uogélniona wersja aksjomatéw, w ktorej na miejscu ¢ moze
wystepowaé¢ dowolna formuta. Przyktadowo korzystalismy z tego faktu w do-
wodzie lematu 3.1, gdyby aksjomaty w LK byty ograniczone do atomowych,
to weczesniej musielibysmy i tak dowie$é poprzedni lemat.

Zauwazmy, ze dopuszczalna postaé¢ aksjomatéw mozna uogélnié jeszcze
bardziej poprzez zastosowanie do sekwentéw aksjomatycznych regut ostabia-
nia i permutacji. Odnotujmy to jako

Lemat 4.3 Jezeli ciggi I' i A majg przynajmniej po jednym wystgpieniu
takiej samej formuty, to - T = A

Rozroznijmy dla wygody mozliwe formy aksjomatéw: oryginalna forma
Gentzena to (AX,,), czyli sekwent nieatomowy, ale dwuelementowy. Jego



64 ROZDZIAL 4. WARIANTY STANDARDOWEGO RS DLA KRZ

ograniczenie do formul atomowych, to (AX,), czyli sekwent dwuelemento-
wy atomowy. Wersja uogolniona z podanego wyzej lematu, to (UAX,,). W
szczegbdlnosci mozemy tez ograniczy¢ sie do takiej wersji uogélnionej, gdzie
sekwent aksjomatyczny I' = A zawiera w poprzedniku i nastepniku wspolng
formule atomowa; oznaczmy ja jako (UAX,). Jest ona dowiedlna bezpo-
srednio z (AX,) przez ostabianie i permutacje. Jezeli w gre bedzie wchodzita
dowolna postaé¢ aksjomatu, to bedziemy po prostu uzywaé skrotu (AX). Po-
niewaz (AX,) jest szczegdlnym przypadkiem wszystkich pozostalych wers;ji,
a one z niego dadza sic wydedukowaé, wiec mozemy stwierdzié¢:

Twierdzenie 4.1 Wersje RS z nastepujgcymi formami sekwentéw aksjoma-
tycznych sq réwnowazne:

1. ¢ = ¢, dla dowolnej zmiennej

2. ¢ = ¢, dla dowolnej formuty

8. Ty, Il =3, ¢, A, dla dowolnej zmiennej ¢
4. Do, I = 3, p, A, dla dowolnej formuty ¢

4.1.2 Warianty regul dwuprzestankowych

Daleko wazniejsza réznica w konstrukeji przyjmowanych regut dotyczy ro-
li parametréw, czyli kontekstu danej reguly. Zauwazmy, ze w oryginalnym
systemie Gentzena wystepuje istotna asymetria pomiedzy regutami (= A) i
(V =) z jednej strony, a (Cut) i (—=>) z drugiej. W regutach dla A i V obie
przestanki maja takie same listy parametrow jak wniosek; w pozostatych
regulach 2-przestankowych listy parametréw we wniosku to konkatenacja
roznych list wystepujacych w przestankach. Reguty pierwszego typu, ktore
wymagaja dla swojego zastosowania jednolitego kontekstu w obu przestan-
kach, okreslilismy w rozdziale 2 jako k-jednolite (context-sharing), a regu-
ly drugiego typu jako k-niezalezne (niezalezne od kontekstu, context-free,
context-independent). Latwo zauwazy¢, ze LK Gentzena mozna zmodyfi-
kowaé¢ na dwa rézne sposoby dokonujac ujednolicenia ksztaltu regut. Obie
reguly dla A i V mozna zastapi¢ przez warianty k-niezalezne stosowalne bez
koniecznosci uzgodnienia list parametréw w przestankach:

I'=Ae II=3X ¢ o, = A Y Il= 3%

(SN TS A oA D oV, T 1= A, %

(V=)

Z drugiej strony mozemy (C'ut) i (—=>) zastapi¢ przez warianty k-jednolite,
w ktorych listy parametrow w obu przestankach sg identyczne jak we wnio-
sku. Obie reguty wygladaja wtedy nastepujaco:
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(Cut) = A,Ice: K,F:> A (—=) F:>()0A;>s0¢7rii;12> A

Latwo wykazad, ze reguty k-niezalezne sa wyprowadzalne z regut k-jednolitych,
przy uzyciu ostabiania i permutacji do przestanek. Natomiast reguty k-jednolite
sg wyprowadzalne z regul k-niezaleznych przy uzyciu kontrakcji na wniosku.
To, ze w systemie Gentzena wystepuja oba rodzaje regut wiazato sie gtow-
nie z tym, ze dokonal on réwnoczesnie formalizacji logiki intuicjonistyczne;j
(por. uwaga 3.3). Ponizej pokazemy, ze wybor ktoregos rodzaju regul ma
istotne znaczenie, najpierw jednak rozwazymy jeszcze jeden wariant regut
sekwentowych.

4.1.3 Reguly Ketonena
Wystepowanie dwoch regut (= V) i (A =) rowniez wiazalo sie z kwestia

formalizacji logiki intuicjonistycznej i w przypadku RS dla KRZ ujawnia
pewne trudnodci:

e w wielu dowodach nie mozna uniknaé zastosowan kontrakcji;

e prowadzi do komplikacji w przypadku zastosowan LK jako procedury
rozstrzygalnej;

e reguly te nie sa odwracalne.

Co do pierwszego punktu, to najlepiej zilustruje go ponizszy

Przyktad 4.1.

p=p
=5 W=)
pq:’>pq:>—>pp (:>_>)
p=(p—qV(g—Dp)
p=(—q V(g—p)q (:(;VZ))
=pP—=qV(@—p,p—q
=@P—qVig—p),p—qVi—Dp (
={@—q9V(g—Dp)

(=V)

= ()

Taka konstrukcja regul okazuje sie jeszcze bardziej klopotliwa w przy-
padku zastosowan RS jako procedury rozstrzygalnej, co oméwimy dokladnie
w rozdziale 6. Z drugiej strony latwo zauwazy¢, ze sposob interpretacji po-
przednika jako koniunkcji, a nastepnika jako alternatywy elementéw pozwala
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uniknaé tych probleméw i wprowadzi¢ pojedyncze reguty, tak jak w przypad-
ku implikacji. Reguty takie o postaci:

0,0, = A
eAY, T= A

I'= A, 0,1

(A=) I'= A oV

(=V)
jako pierwszy wprowadzil Ketonen [82|. Latwo dowiesé:

Lemat 4.4 W dowolnym systemie RS z kontrakcjg i ostabianiem requty
Gentzena i Ketonena sq réwnowazne.

DowoD: Aby dowies¢ wyprowadzalno$é wariantu Ketonena wystarczy do
przestanki dwukrotnie zastosowaé wariant Gentzena, a nastepnie kontrakcje.
Aby dowies¢ wyprowadzalno$é wariantu Gentzena wystarczy do przestanki
zastosowaé ostabianie by uzyskaé¢ brakujaca formule poboczng, a nastepnie
uzy¢ reguty Ketonena. M

Dowod powyzszego sekwentu z uzyciem wariantu Ketonena wyglada na-
stepujaco:

Przyktad 4.2.

7= q
Dg=5q W =)
PI=q 7

q=p—q
=
)

=>p—¢q—Dp (;v)
=pP—qVig—p

Wprowadzajac warianty Ketonena na miejsce regut Gentzena uzyskujemy
nie tylko uproszczenie w repertuarze regul (tylko jedna zamiast dwoch) i
prostsze dowody, ale takze wazna wtasnos$é zwana odwracalnodcia, ktorej
omoéwieniu poswiecimy nastepny podrozdziat.

4.2 Odwracalno$é regut

Rozroznienie pomiedzy regutami k-jednolitymi i k-niezaleznymi w przypadku
regul dwuprzestankowych, oraz wariantami Gentzena i Ketonena dla regul
jednoprzestankowych ma niebagatelne znaczenie. Po pierwsze, w rozdziale 2
wspominali$my, ze dwuprzestankowe reguty k-jednolite wraz z podwo6jnymi
regutami jednoprzestankowymi (tylko jedna formuta poboczna w przestance)
definiuja w zasadzie inne state logiczne (addytywne) niz dwuprzestankowe
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reguly k-niezalezne wraz z jednoprzestankowymi regutami Ketonena (mul-
tiplikatywne). Totez w LK V i A sa addytywne a — jest multiplikatywna.
Zauwazmy przy okazji, ze dla addytywnej wersji — oprécz k-jednolitej reguly
dwuprzestankowej musieliby$my uzyé tez dwoch regut jednoprzestankowych,
mianowicie:

o, '= A I'= A9
(=—1) | =SyiNpr— (=—2) | AN

Jak widaé¢ moglibySmy na podstawie tego rozréznienia wprowadzi¢ dwa
warianty LK: LK-M (multiplikatywny) i LK-A (addytywny). Oba charak-
teryzowalyby jednak KRZ, gdyz jak pokazalismy wyzej, przy uzyciu regut
strukturalnych sa one wzajemnie wyprowadzalne.

Uwaga 4.1: Nalezy pamietaé, ze reguly te definiuja rézne state logiczne
dopiero w systemach RS o zubozonym zestawie regut strukturalnych. W
ten sposéb mozna uzyskaé sekwentowe formalizacje bardzo wielu logik nie-
klasycznych stabszych od logiki klasycznej, zwanych zbiorczo logikami pod-
strukturalnymi, wtasnie ze wzgledu na to, ze ich formalizacje uzyskuje sie
na drodze zubozenia zestawu regul strukturalnych. Doktadniej o logikach
podstrukturalnych informowaliSmy w uwadze 2.3.

W tym miejscu bardziej interesujacy jest dla nas inny wariant — z reguta-
mi Ketonena i k-jednolitymi. Oznaczmy go jako LK-K. Zawiera nastepujace
reguty:

(AX) ¢=¢

(Cut) I'= A,%j K, I'= A

W=) 575s W) 5K
(=) s (=0) TR
(P=) 5SS A =P SR
=) o1k =) 55
=) GEER en ERa
SRS ) PERTE
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o, '= A ' Ap ¢, I'= A
) IS A o50 (==) =50 T=A

W stosunku do LK réznice sa nastepujace: (Cut) jest w wersji k-jednolitej,
regulty (= V)i (A =) sa w wersji Ketonena, a (—=-) w wersji k-jednolite;j.

(=

Wykazalismy wyzej, ze wszystkie reguly LK-K sa wyprowadzalne w LK
i odwrotnie, zatem LK-K jest rownowazny LK w sensie posiadania takiego
samego zbioru sekwentoéw dowiedlnych. Zatem LK-K tez jest adekwatng for-
malizacja KRZ. Dla regul LK-K (z wyjatkiem (W)) zachodzi jednak pewna
wazna wlasno$¢, ktéra nie zachodzi dla wielu regut LK. Okreslimy ja jako
odwracalnosé (lub inwersje) i zdefiniujemy w dwoch wersjach:

Definicja 4.2 (Odwracalnosé reguly) o W wersji semantycznej: je-
zeli wniosek jest tautologiczny, to przestanki tez sq tautologiczne (reguta
odwrotna jest niezawodna)

o W wersji syntaktycznej: przestanki sq dedukowalne z wniosku requty.

Oczywiscie w przypadku adekwatnosci rachunku wzgledem semantyki,
na gruncie ktorej definiujemy niezawodnosé regul, obie wtasnosci sg réwno-
wazne, co tatwo wykazac:

Lemat 4.5 Jezeli RS jest adekwatne wzgledem semantyki SEM, to reguta
(r) jest semantycznie odwracalna wtw jest syntaktycznie odwracalna.

DowoOD: Jezeli reguta (r) nie jest syntaktycznie odwracalna, to dla pewnej
przestanki Sp i wniosku S mamy Sy ¥ Sy. Z racji pelnosci So = S1, zatem
istnieje model spelniajacy So i falsyfikujacy S; co oznacza, ze (r) nie jest
semantycznie odwracalna. Jezeli (r) jest syntaktycznie odwracalna, to S F
S;, dla kazdej przestanki S;. Zatem, z racji przystosowania So = S;, wiec
gdy = Sz, to = S;, co oznacza, ze (r) jest semantycznie odwracalna. W

Ze wzgledu na podany wyzej lemat i adekwatnosé¢ LK i LK-K bedziemy w
dalszym ciggu moéwié po prostu o odwracalnosci. Oczywiscie znacznie tatwiej
wykazaé odwracalno$é danej reguty semantycznie niz syntaktycznie jednak
ponizej zrobimy to dla obu wersji niezaleznie. Na poczatek, korzystajac z
semantycznej interpretacji sekwentoéw z rozdzialu poprzedniego, pokazemy
czemu ostabianie, reguty k-niezalezne i Gentzenowskie reguty jednoprzestan-
kowe nie sg odwracalne.

Lemat 4.6 W LK wlasnosé odwracalnosci nie zachodzi dla nastepujgcych
regut: (Cut), (W =), (= W), (==), (A =), (= V)



4.2. ODWRACALNOSC REGUEL 69

DowoOD: Podamy dwa przypadki.

Przypadek (A =): Aby pokazacé, ze cho¢ = oA\, T = A [to = p, T = A,
wystarczy rozwazy¢ I falsyfikujacy ¢, I' = A i przyjaé, ze M ¥ 1, wtedy
MEPAYIME o Ap, T = A. Analogicznie dla ¢, T" = A.

Przypadek (—=): Podobnie, niech M E T = A ¢, czyli MET i M ¥
A, . Wystarczy przyjacé, ze jakis element II jest w 901 falszywy lub jakis
element ¥ prawdziwy aby 9 E ¢ — ¢, Il = A,3. Analogicznie dla
drugiej przestanki ¢, II = 3. N

Poniewaz odwracalnosé¢ zachodzi dla wszystkich regut pozostalych (wta-
czajac w to (Cut) w wersji k-jednolitej) wiec sformutujemy to jako specyficz-
na wtasnos¢ LK-K.

Lemat 4.7 (o odwracalnosci (semantycznej) regul w LK-K) W LK-
K dla kazdej requty oprocz ostabiania, jezeli wniosek jest tautologiczny, to
przestanki tez.

DowoOD: Podamy dla poréwnania dwa przypadki regul, ktore zastapity w
LK-K analizowane powyzej reguty Gentzena.

Przypadek (A =) w wersji Ketonena: Zalozmy, ze = o A, T = A, ale
K o, 0, T = A. Wtedy istnieje 9 falsyfikujacy ¢, ¥, T = A, ale falsyfikuje
on rowniez p A, ' = A gdyz I E @AY, skoro M E ¢ i M F 9. Sprzecznosé.

Przypadek (—=-) w wersji k-jednolitej: Zalozmy, ze E ¢ — ¢, T = A
ale £ I'= A, p lub £ ¢, T' = A. W pierwszym przypadku pewien 9 E T i
ME A, p. Wtedy jednak M E o — 1), a to powoduje, ze ME ¢ — ¢, ' = A
— sprzeczno$é. Analogicznie dla drugiej przestanki ¢, T'=A. N

Lemat 4.8 (o odwracalnosci (syntaktycznej) regul w LK-K) W LK-
K dla kazdej requty oprocz ostabiania, jezeli wniosek ma dowdd, to przestank:
tez

DowoOD: Pokazemy dowod dla (Cut) oraz obu regul z A:

Przypadek (Cut): Kazda z przestanek da sie wydedukowaé przez zasto-
sowanie (W) do wniosku. Oczywiscie dotyczy to tylko (Cut) w wersji k-
jednolite;j.

Przypadek (A =)
p=¢ Y=
oY= oA e A, I'= A

0,0, T=>ApANY oA, T = A
o T= A (Cut)

(=A)
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Przypadek (= A)

=
— T (W =)
W¢j¢(p$)

I'=ApAy =0
((:;P; L= A, oAy, p 80/\¢Z>90( )
F'=Ap, oAy e NP, I'= A p
'=Ap (Cut)

Analogicznie dla drugiej przestanki (I' = A,4) w (= A). Dla innych
regul w podobny sposéb. M

Zauwazmy, ze w LK-K tylko ostabianie jest nieodwracalne. Jezeli sie go
pozbedziemy wprowadzajac aksjomaty uogélnione postaci I';p = A, p, to
syntaktyczny dow6éd odwracalnosci wielu regut w takiej postaci w jakiej po-
dalismy go wyzej, tj. z uzyciem (W), stanie sie problematyczny. W szcze-
golnosci, jak pokazalismy, syntaktyczny dowodd odwracalnosci (Cut) bazowat
wylacznie na uzyciu (W). Jak pokazemy jednak w nastepnym podrozdzia-
le jest mozliwe uzyskanie wariantu RS z uogdlnionymi aksjomatami i bez
ostabiania oraz bez (Cut), ktory bedzie systemem w pelni odwracalnym.

Uwaga 4.2: Odnotujmy, ze syntaktyczny dowoéd odwracalnosci regut prze-
prowadzony przy uzyciu (Cut) sprowadza si¢ do wykazania, ze konwersy od-
wracalnych regut sg wyprowadzalne w LK-K. Warto poréwnaé to z dowodem
przedstawionym w podrozdziale 4.3, gdzie wrocimy do problemu odwracal-
nosci regut, ale w sytuacji braku reguty (Cut) jako pierwotnej.

Warto odnotowaé przy okazji dowodu poprzedniego lematu, dowiedlnosé
kilku sekwentow, ktore bedziemy dalej wykorzystywaé. Pojawiaja sie one
jako sekwenty wyprowadzalne z aksjomatow, a nie z przestanek.

Fakt 4.1 W LK dowiedlne sqg nastepujgce sekwenty:
o = -

[ ] ﬁﬂ@:}@

PAY =
PNy =1

o, =AY



4.3. ELIMINACJA REGUL STRUKTURALNYCH 71

e p=pVY
e Y=pVY
VY =@

=Y, 0=

), — P = —p
e =, p—Y
® Y= p—

Uwazny czytelnik, ktéry dowiodl wszystkie aksjomaty w lemacie 3.3 z
pewnoscia moégt odnotowaé dowiedlnosé tych sekwentow juz wtedy.

4.3 Eliminacja regul strukturalnych

Jak wida¢ w przypadku samego LK, ktory jest przyktadem c-systemu moz-
na przez modyfikacje regul otrzymacé wiele wariantéw, oprocz LK-K réwniez
M-wariant (multiplikatywny) lub A-wariant (addytywny). W kazdej wersji
mozna tez przyjaé ktoras z czterech form aksjomatéw, choé — ze wzgledu
na obecnos$¢ (W) — niezbedne sg tylko formy proste. Nie chodzi nam jed-
nak tylko o kombinatoryczne wytwarzanie coraz to nowych systeméw. Racja
wprowadzenia nowych wersji RS musi by¢ ich przydatnosé do petnienia pew-
nych funkcji. Np. jedne wersje lepiej sie nadaja do tego, zeby udowadnia¢ dla
nich pewne metalogiczne wyniki, inne jako praktyczne systemy poszukiwa-
nia dowodéw itd. Stad tez wyodrebnimy tylko takie warianty, ktére znajda
p6Zniej zastosowania.

Wszystkie wymienione wyzej wersje LK sg réwnowazne i stanowia od-
miany wariantu ogdlnego, czyli takiego, w ktérym mamy obecnosé zaréwno
regut strukturalnych jak i logicznych. W paragrafie 2.2.2 wspominalismy o
wariantach logicznym i strukturalnym RS. Wariant strukturalny scharakte-
ryzujemy w rozdziale 10, gdzie oméwimy pozostate typy RS. Teraz bardziej
interesujacy bedzie dla nas wariant logiczny, w ktérym udziat regut struktu-
ralnych jest wyeliminowany. W tym celu przejdziemy do innych alternatyw
RS jakimi sa m-systemy i z-systemy (sekwenty definiowane na multizbio-
rach/zbiorach). Zauwazmy, ze zmiana ciagéw na multizbiory automatycznie
prowadzi do eliminacji regul permutacji, a na zbiory dodatkowo eliminuje
kontrakcje. W tej ostatniej alternatywie, jezeli przyjmiemy aksjomaty uogol-
nione, to dodatkowo mozemy wyeliminowaé¢ (W), a poniewaz (Cut) tez jest
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eliminowalne, co wykazemy w rozdziale 5, wiec otrzymujemy wariant logiczny
bez regut strukturalnych. Dodatkowo, po przyjeciu wariantéw regut Ketone-
na mamy tez pelna semantyczng odwracalnos$é regul, co czyni taki system
bardzo przydatnym w praktyce. Wyprzedzajac rozwazania z rozdziatlu 6 na-
zwiemy ten system analitycznym RS (ARS). Oto jego reguly:

(UAX) Tp=p,A

I'= A p o, I'= A

(—=) o, 1= A (=) R
(=) TSR BN Tt
(V) [oRh (v=) BIZA I A
o) Ry o) PR RS

Definicje dowodu, dedukcji itp. bez zmian, jak dla LK.

Uwaga 4.3: W ARS brak jest regul strukturalnych (w tym (Cut)!), lecz
teraz ;itery I', A oznaczaja niekoniecznie zbiory. Jak pokazemy nizej, ten
sam zestaw regul, ale podany jako m-system, tez jest adekwatng formaliza-
cja KRZ. Ma to wazne konsekwencje, gdyz w wielu przypadkach multizbiory
sa wygodniejszym obiektem syntaktycznych operacji niz zbiory, a ponadto
m-systemy pozwalaja na formalizacje wielu logik nieklasycznych, np. pod-
strukturalnych (por. uwaga 4.1), dla ktoérych z-systemy sa niewystarczajace.
Tam gdzie w gre bedzie wchodzilo rozrdznienie obu alternatyw ARS bedzie-
my pisaé odpowiednio z-ARS lub m-ARS. Zauwazmy jednak, ze aby wykazaé
adekwatno$é m-ARS musimy udowodni¢ dopuszczalno$é kontrakcji, co zro-
bimy nizej.

Uwaga 4.4: Mozna skonstruowac rowniez wersje ARS, ktora jest c-systemem
(np. system w Gallier [48]). Jest to o tyle istotne, ze operowanie c-sekwentami
bywa wygodniejsze w przypadku zastosowan RS na potrzeby automatyczne;j
dedukcji, gdyz ciagi sa z punktu widzenia implementacji wygodniejszymi
strukturami danych do przetwarzania. W tym celu trzeba przeformutowé
reguly tak by wykluczyé potrzebe stosowania (P). Aby osiagnaé¢ taki efekt
nalezy zaréwno formuly poboczne jak i formute gtéwng umiesci¢ w schema-
cie w neutralny sposéb, a nie na skraju poprzednika czy nastepnika. Dla
przyktadu reguty dla — i A wygladaja nastepujaco:

I, = ¢, A o, '=> A%
(=) T TS A S =viN=ry>
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I, p, ¢, I'= A I'=s Ap, Y I's Ay, Y
A=) oAy T= A (=) TS A, oAG, S

Oczywiscie, kazdy z ciagéw parametréow w schemacie moze by¢ pusty. Przy
tak zdefiniowanych regutach, jezeli zadamy pewien porzadek stosowania re-
gul na formutach, np. od lewej do prawej, to mamy gwarancje, ze do kaz-
dej zlozonej formuly w pewnym momencie zostanie zastosowana regula, a
otrzymane formuly poboczne zostana wzigte pod uwage w nastepnej fazie
procedury szukania dowodu (por. podrozdzial 6.2).

Zauwazmy tez, ze dowolne alternatywy ARS moga wystepowaé z aksjo-
matem uogdlnionym z ¢ dowolnym (wersja lepsza dla praktycznych zasto-
sowan) lub atomowym (wersja wygodniejsza dla dowodéw dopuszczalnosci
rozmaitych regul, w tym (Cut)). W zaleznosci od potrzeb bedziemy wybie-
rali w dalszym ciaggu jedna z wersji. Ich réwnowaznos$¢ wynika z twierdzenia
4.1.

Ustalimy teraz szereg interesujacych wtasnosci ARS.
Twierdzenie 4.2 (Adekwatnos$¢) Faps ' = A wiw =T = A.

DowOD: Przystosowanie wynika z lematu 3.6. Co do pelnosci, to nie mo-
zemy odwotaé sie do lematu 3.3., gdyz w jego dowodzie wykorzystywaliSmy
(Cut), ktore nie nalezy do zestawu regul pierwotnych ARS. Wprawdzie w
rozdziale 5 dowiedziemy twierdzenie o dopuszczalnosci (Cut) w ARS i w ten
sposob posrednio uzyskamy dowdd twierdzenia o pelnosci, to jednak juz tu-
taj wykazemy ten rezultat bezpos$rednio w prosty sposob przez odwotanie sie
do semantycznej odwracalnosci wszystkich regut ARS (lemat 4.7). W tym
celu udowodnimy lemat, ktéry dodatkowo ustala nam gérne ograniczenia dla
wielkosci dowodow w ARS.

Lemat 4.9 (Pelnos¢ ARS) Jezeli =T = A i w D' = A jest n wystgpien
statych logicznych, to b T' = A i istnieje dowdd D dla T' = A taki, ze || D]
< 2"

DowOD: Przez indukcje po n.

Baza: n = 0 oznacza, ze I' = A jest sekwentem atomowym, a skoro jest
tautologia, to jest aksjomatem z dowodem o wielkosci 0.

Zalozenie indukcyjne mowi, ze lemat zachodzi dla dowolnego IV = A’ o
ilosci stalych < n. Pokazujemy, ze zajdzie rowniez dla sekwentu zawieraja-
cego n stalych. Musimy rozwazy¢ przypadki wszystkich formul ztozonych w
I' = A. Rozwazymy przypadek koniunkcji.
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© A w poprzedniku. Zatem I' = A := o A, IV = A. Z odwracalnosci
mamy, ze = ¢,1¥, " = A, a poniewaz sekwent ten ma n — 1 stalych wiec
podpada pod zalozenie indukcyjne, zatem - ¢, ¢, TV = Ai ||D|| < 271
Dodajac do D, ¢ A, TV = A jako kolejny sekwent uzyskany przez (A =)
otrzymujemy dow6d D’ tegoz sekwentu taki, ze | D/|| < 271 +1 < 27

© A w nastepniku. Zatem I' = A :=T = A/, o A 9. Z odwracalnosci
mamy, ze zarowno =T = A’ ¢ jak i =T = A’ 1. a poniewaz kazdy z tych
sekwentow ma n — 1 statych, wiec podpada pod zalozenie indukcyjne i ma
dowdd || D|| < 2"~1. Do obu dowodéw dodajemy I' = A, A 9 uzyskany
przez (= A) i otrzymujemy dowod D’ tegoz sekwentu taki, ze [|D'| < 27,
gdyz dla dowolnych i,5 < 2" i+j+1<2". A

Dla dalszych zastosowan przydatne jest udowodnienie nastepujacego le-
matu

Lemat 4.10 (Dopuszczalno$é ostabiania) Jezelit-aps IV = A’ tob ags
= A, dlal” CT, A’ C A, ponadto dtugosé dowodu nie jest wicksza.

DowoD indukeyjny po dlugosci dowodu IV = A/,

Baza: Dowod IV = A’ ma dtugosé 0, zatem jest to aksjomat. Wiec I' = A
tez jest aksjomatem o dowodzie dtugosci 0.

Zalozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu
I = A’ o dlugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie rowniez, gdy dowod ma
dhugosé n.

Musimy rozwazy¢ przypadki zastosowania wszystkich regul do uzyskania
IV = A’. Rozwazmy przypadek (A =).

Mamy zatem dowod D dlugosci n zakonczony sekwentem o A ¢, T =
A =T = A" (I =T"U {p A ¢}). Przestanka ¢, ¢, I = A’ ma dowod
dhugosci n — 1 zatem podpada pod zalozenie indukeyjne, czyli ¢, , T 11 =
A, gdzie I =T — I, ma dowdd tej samej dtugosci, tj. n — 1. Przez (A =)
otrzymujemy o A, I II = A :=T = A; dowoéd ma dlugos¢ n. N

Uwaga 4.5: Mozna przeprowadzi¢ dowod dopuszczalnosci (W) w ARS w
inny, bardziej bezposredni sposéb przez odwotanie sie do pewnej wlasnosci
regul ARS, zwanej niezaleznoscia kontekstowa (por. podrozdzial 4.5), a przez
Avrona 7] ‘czystoscia’ regul, a sprowadzajacej sie do tego, ze zadna regula nie
wprowadza warunkéw ograniczajacych na ksztalt parametréw. Wobec tego,
jesli mamy dowod I' = A, to zawsze mozna go przerobi¢ na dowdd (tej samej
dtugosci) dla ¢, T' = A lub I' = A, ¢ przez dopisanie ¢ do kazdego sekwentu
w dowodzie w poprzedniku lub nastepniku. Niestety w RS dla innych logik,
np. modalnych wiele regut nie posiada tej wlasnosci.
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Dla dowiedzenia dopuszczalnosci kontrakcji w m-ARS potrzebujemy do-
wodu syntaktycznej odwracalnosci regut logicznych. Oczywiscie nie mozemy
skorzystaé¢ z lematu 4.8 o odwracalnosci regut dla LK-K, gdyz tamten byt
dowiedziony przy uzyciu (Cut), a w ARS jej nie posiadamy. Na szczescie
mozna dowiesé¢ tego samego rezultatu bez uzycia (Cut) dla wariantu z ak-
sjomatami, w ktorych formuta po obu stronach = jest atomowa. Dowdd
podany nizej jest w istocie dowodem dopuszczalnosci konwersu kazdej re-
guly pierwotnej ARS, w przeciwieristwie do dowodu lematu 4.8, w ktérym
wykazaliSmy ich wyprowadzalnosé ale przy uzyciu (Cut) (por. uwaga 4.2).
Dowdd dopuszczalnosci jest o wiele bardziej skomplikowany, ale przy oka-
zji mozemy tez wykazaé, ze dowody przestanek sa nie dluzsze od dowodoéow
wnioskow. Dla odréznienia od lematu 4.8 ponizszy wynik okreslimy nazwa
lematu o inwersji. Dla obu lematéw (o inwersji i dopuszczalnosci kontrakeji)
rowniez przeprowadzimy dowod indukcyjny po dtugosci dowodu.

Lemat 4.11 (o inwersji regul ARS) Dla kazdej regquly, jezeli wniosek ma
dowdd (dtugosci m), to przestanki tez majg dowody (dtugosci < n).

DowoOD: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu sekwentu-
wniosku. Wymaga on rozpatrzenia kazdej reguty z osobna. Rozwazmy obie
reguty dla A.

Baza: Dowdd wniosku ma dlugosé 0, zatem jest to aksjomat. Niech to
bedzie np. ¢ A Y, I" = A, gdzie pewne x € 'NA. x # ¢ A, gdyz jest
formuta atomows, ale wtedy @, 1, T = A tez jest aksjomatem. Podobnie gdy
I' = A, p Ay ma dowod dtugosci 0, wtedy zaréwno I' = A, p jak i ' = A, ¢
sa dowiedlne, jako aksjomaty (analogicznie postepujemy w dowodzie bazy dla
innych przypadkow regut).

Zaltozenie indukcyjne mowi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu
wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez gdy dowdd ma
dtugosé n.

Rozwazmy przypadek (A =). Mamy zatem dowod D dlugosci n zakon-
czony sekwentem S := ¢ A, ' = A. Nalezy rozwazy¢ 2 podprzypadki:

a. ¢ A1 jest formuta zasadnicza S
b. ¢ A4 nie jest formula zasadnicza S

Jezeli ostatnia reguta to (A =) z ¢ A ¢ jako formula zasadnicza, to po
obcieciu ostatniego sekwentu z D mamy dowod ¢, ¢, I' = A (dlugosci n—1).

Rozwazmy przypadek (A =), podprzypadek b. Jezeli ¢ At nie jest formu-
ta zasadnicza S, to jest formuta parametryczna. Przyktadowo, jezeli ostatnio
zastosowana regula byta 2-przestankowa, to D koiiczy sie nastepujaco:
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o NP, T = A/ o NP, T = A"
oA, T'= A

Poniewaz dowody obu przestanek maja dtugosé < n, to podpadaja pod zalo-
zenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentow ¢, 9, IV = A'ip, ¢, T =
A”. Ale wtedy za pomoca tej samej reguly 2-przestankowej, ktora koriczyla
D wydedukujemy z nich sekwent o, 9, ' = A.

Podobnie gdy I' = A, ¢ A ¢ ma dowdd dtugosci n oraz dla przypadkdw
innych regut. M

Na koniec dowiedziemy (dla m-ARS)

Lemat 4.12 (Dopuszczalnosé kontrakcji) Jezeli Fars ¢, 0, = A, to
Fars o, I = A, oraz jezeli Fars T = A, p, 0, to Faps T = A, p, ponadto
dtugo$é dowodu nie jest wieksza.

DowoOD: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po dtugosci dowodu ¢, o, I' =
A (dlaT' = A, ¢, ¢ analogicznie)

Baza: ¢, o, I' = A ma dowdd dtugosci 0, zatem jest aksjomatem i bez
wzgledu na to czy ¥ € (I'U{p})NA jest identyczne z ¢ czy nie, to p,I' = A
tez jest aksjomatem.

Zalozenie indukcyjne mowi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu
wniosku o dtugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réwniez gdy dowodd ma
dtugos¢ n. Nalezy rozwazyé¢ 2 podprzypadki:

a.  nie jest formuty zasadnicza

b. ¢ jest formula zasadnicza

Jezeli @ nie jest formuty zasadnicza w dowodzonym sekwencie, to ¢, p,I' =
A zostal wydedukowany z ¢, p, IV = A’ przez regule jednoprzestankowa lub
dodatkowo z @, o, I = A" przez regute dwuprzestankowa. W kazdym przy-
padku przestanki podpadaja pod zalozenia indukcyjne, zatem o, IV = A’ (i
o, I = A”) maja dowody dlugosci mniejszej od n skad przez zastosowanie
tej samej reguty jedno (lub dwu) przestankowej dostajemy dowodd ¢, I' = A
o dlugoéci co najwyzej n.

Jezeli ¢ jest formula zasadniczg w dowodzonym sekwencie, to musimy
rozwazy¢ wszystkie przypadki formy ¢. Niech ¢ := ¢ A x. Wtedy rozwaza-
ny sekwent ma posta¢ ¥ A x,¥ A x,I' = A, a przestanka postaé i, x, ¥ A
X, ' = A i dowod dtugosci n — 1. Z lematu poprzedniego (o odwracalnosci)
U, x, Y, x, I = A tez ma dowod o dlugosci nie wiekszej od n — 1. Z za-
tozenia indukcyjnego zastosowanego dwukrotnie mamy dowdd o, x,I' = A
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o dlugosci nie wigkszej od n — 1. Zatem przez (A =) otrzymujemy dowod
Y Ax,I' = A o dlugosci nie wiekszej od n.
Analogicznie dla ¢ postaci -,y V x, ¥ — x. N

Uwaga 4.6: Odnotujmy, ze aby mozna bylo dowies¢, ze kontrakcja jest
dopuszczalna w jakim§ wariancie m-RS, to konieczne jest, aby wszystkie
dwuprzestankowe reguly byty w nim k-jednolite. W kazdym m-RS z regutami
k-niezaleznymi kontrakcja musi by¢ reguta pierwotna.

4.4 Rownowaznosé regut

Wielokrotnie juz udowadnialismy réwnowaznosé pewnych regut. Co wiecej, w
rozdziale 10 zaprezentujemy dalsze warianty RS, ktore tez beda wymagaty
wykazania ich adekwatnosci wzgledem KRK, co w przypadku syntaktycz-
nych dowodoéw réwnowaznos$ci wymaga wykazania wzajemnej wyprowadzal-
nosci regut. Mozna postawié¢ pytanie czy nie istnieja jakie$ ogdlne metody
szybkiego sprawdzania takich wtasnosci opartego na ogblnej strukturze regut.
Ponizej udowodnimy dwa lematy, ktore daja czesciowa pozytywng odpowiedz
na nasze pytanie, gdyz zestawiajg rownowazne schematy regut sekwentowych
i sekwentow. Pierwszy z nich ma charakter do$é¢ szczegdtowy, gdyz dotyczy
rownowaznikéw regutowych dla sekwentow postaci ¢ = ¥, ¢, = x oraz
@ = 1, x. Biorac pod uwage, ze wiekszos¢ rozwazanych przez nas regut nie
wykracza poza schemat: jedna formuta zasadnicza i jedna lub dwie pobocz-
ne, to wynik ten w praktyce jest wystarczajacy dla naszych potrzeb i bardzo
przydatny zaréwno w szybkim uzyskiwaniu twierdzen o rownowaznosci dla
roznych systemow RS, jak i w generowaniu nowych wariantéw o okreslonych
wtlasnosciach. Tym niemniej sformulujemy uogdlnienie tego szczegblowego
wyniku dla regul rownowaznych dowolnemu skoriczonemu sekwentowi. Dla
uproszczenia dowoddéw przyjmujemy, ze operujemy z-sekwentami, a reguty
wieloprzestankowe podajemy w wersji k-niezaleznej. Jednakze te same rezul-
taty zachodzg dla regut k-jednolitych oraz, przy nieznacznych modyfikacjach
(uzycie kontrakeji, ostabieri), dla regut zdefiniowanych na c- i m-sekwentach.

Lemat 4.13 Podane nizej w trzech grupach schematy sekwentow ¢ regut se-
kwentowych sq wzajemnie wyprowadzalne:

A

1. o=
2.9, T=A/p,T=A
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3 =A¢/T=A%
4. T=Ap; 0, T"=A /T T/ = A A

B

1. ¢, = x

2., =A /oy, I'=A

3. T=A¢ /Y, T=Ax

4. T=A4¢ /o, T'= A x

5. T=Ap; TV=A ¢ /T, TV=A A x

6. =0 g;x,I"= A/, T, T = A A

7. T=A¢; x,I"=A /o, [T = A A

8 T=A¢o; TV=A¢; x,I=% /T, IV TT= A A S
C

1op=1,x

2.T=A¢ /T =A9x

3 v, T=A)p,=Ax

4. x,T=A/p, =AY

5 0, T = A; x, V= A"/ o, I, T = A A

6. 0= A0 ¢; x,["=A /JT,T" = A A9

7. T=Ap;,T"=A /T, TV = A A x

8. T=A0A ;0,7 =>A; x,I=% /T, I"1I=A A S

Dowoébp: Dla A.

1. = 2.: Wystarczy zastosowaé¢ (Cut) do 1 i przestanki w 2, by dostaé
wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu ¢ = v przez 2 otrzymujemy ¢ = ¢, ktoére przez
(Cut) z przestanka w 3 daje wniosek.

3. = 4.: wyprowadzalnos¢ demonstruje ponizszy schemat dowodu:
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(3)@
Yo = U, IV = A/ (Cut)
= A p o, I = A’
I I = A A (Cut)

4. = 1..7Z ¢ = ¢ i = 1 przez 4 otrzymujemy 1.

Dla B.

1. = 2.: Wystarczy zastosowaé¢ (Cut) do 1 i przestanki 2 by dostaé
wniosek.

2. = 3.: Z aksjomatu xy = x przez 2 otrzymujemy ¢, = X, ktore
przez (Cut) z przestanka w 3 daje wniosek.

3. = 4.: analogicznie do poprzedniego, z 3 zastosowanym do ¢ = ¢.

4. = 5.: analogicznie do poprzedniego, z tym, ze 4 zamiast do aksjomatu
stosujemy do przestanki w 5 postaci I' = A’ ¢ by przez (Cut) na drugiej
przestance dostaé¢ wniosek.

5. = 6.: wyprowadzalnos¢ demonstruje ponizszy schemat dowodu:

5) = A p P =
’ U, = A, x X, ' = A/
O 0T = A, A

(Cut)

6. = 7.: wyprowadzalno$¢ demonstruje ponizszy schemat dowodu:

o= X, IV = A/
=A% U, 0, I = A/
o, I, TV = A, A’

(6.)
(Cut)

7. = 8.: wyprowadzalnos¢ demonstruje ponizszy schemat dowodu:

I = A4 X, [I=X
= A o, I 1T = A",
O,T, 1= A, A, Y

(7.)
(Cut)

8. = 1:Z =, Y =11yx = x przez 8 otrzymujemy 1.
Dowd6d C dualnie do czesci B. W

Zobaczmy na przyktadzie V jakie pozytki ptyna z powyzszego lematu.
Jedna z regut (= V) dla (addytywnej) alternatywy podpada pod schemat
A.3., zatem réwnowaznie mozna uzyc¢:
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Al. o=V

A2. oV T=A /o, T = A

lub

AL T=Ap,pve, V= A /T T = A A

Dla odmiany (V =) podpada pod schemat C.5. (z ¢ := ¥V ), co generuje
nastepujace rownowazniki:

ClyVvVyx=1v,x

C2T=A¢vVx /=AY x
C3.¢,I'=A/ypVyx,I'=Ax

Cad. x,T=A/9ypVvx, =AY
C6.T=AvVvyx;x,["=A" /T, TV = A A ¢
CT.T=AvVvx;x,["=A"/T,T"= A A x
C8.T=AyVx;v,I"=A; x,I=%X /T, I"II=A A%

Odwotujac sie do lematu 4.13 mozna np. wykaza¢ réwnowaznosé¢ poda-
nych w paragrafie 1.2.1 trzech wersji MP, czy wyprowadzalno$¢ odpowiednich
regut Gentzena (por. paragraf 2.2.1) z rownowaznosci charakteryzujacych ko-
niunkcje podanych w podrozdziale 2.4 (odpowiednio B.2. i B.5. w przypadku
koniunkeji multiplikatywnej, i A.1. z A.2. dla koniunkcji addytywnej.). Moz-
na tez z podanego lematu tatwo otrzymaé dowod, ze dwie rownowaznosciowe
charakterystyki spojnikéw podane w podrozdziale 2.4. sa sobie réwnowazne.

Podamy teraz uogélnienie wyniku z poprzedniego lematu.

Lemat 4.14 Dla dowolnego sekwentu postaci I' = A, gdzie I' = {¢1, ..., i}
a A = {1, v}, k > 0,n > 0, istnieje 28" — 1 réwnowaznych regut
podpadajgcych pod ogdlny schemat:

I, = Y1, 01, -, I; = X4, 05 1, i = Xiga, o, ¥y, Iy = Mg
F_i,Hl, oy T T4 1, ---7Hi+j = 20, ey Dy 2t 1, ...,ZiJrjA_j

gdzie T =T — {@1,., 0} a AT = A — {1,005}, dla 0 < i <k, 0<
Jj<n.

Dowo6d przebiega jak dla lematu poprzedniego. Wymaga jedynie roz-
wazenia konkretnych wartosci k i n. Wykazaliémy to dla Kk = n = 1 oraz
k=2n=11ik = 1,n = 2. Dla przypadkéw bazowych gdy £k = 1,n = 0
lub & = 0,n = 1, czyli sekwentéw postaci ¢ = i = 1, istnieje po jed-
nym odpowiedniku regutowym, odpowiednio: I' = A jp / T' = A, oraz
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¥, I'= A / T' = A. Generalnie, reguly tworzymy ujmujac dowolna ilosé¢ for-
mut z poprzednika lub nastepnika rozwazanego sekwentu i dla kazdej takiej
formuly tworzac sekwent-przestanke, gdzie element poprzednika (;) umiesz-
czamy w nastepniku a element nastepnika (v;) w poprzedniku sekwentu-
przestanki; pozostate formuty sekwentu wyjsciowego tworza zbiory I'~# i A=7
sekwentu-wniosku. Krancowy przypadek, to I'™% i A™", czyli oba zbiory sa
puste, reguta ma k-+n przestanek, po jednej dla kazdej formuty z wyjsciowego
sekwentu, a sekwent wniosek zawiera tylko sumy parametréw z przestanek.
Dla odmiany, jezeli uwzglednimy sytuacje, gdy zarazem I'"% i A=C, to nasz
schemat dotyczy réowniez przypadku reguly z zerowa iloscia przestanek, czyli
wyjéciowego sekwentu.

Dla lepszego zrozumienia sposobu generowania regut proponujemy czy-
telnikowi samodzielne wypisanie pietnastu schematéw regul, ktére mozna
wyprowadzié¢ z sekwentu @1, 2 = 11, Y9

4.5 Wtlasnosci regul

Pomimo wprowadzenia kilku wariantéw RS, ktore istotnie réznia sie co do
swych wlasnoéci, mozna zaobserwowaé¢ pewne cechy wspdlne, zwlaszcza je-
zeli chodzi o budowe regut. Poprzedni podrozdzial pokazywat jakie formy
moga potencjalnie przyjmowaé reguly w systemach RS. Latwo zauwazyé, ze
regulty w standardowych RS typu Gentzenowskiego (tj. dokladniej w pod-
typie typu pierwszego wyréznionego przez nas w paragrafie 2.2.2) podlegaja
w tym wzgledzie istotnym ograniczeniom w poréwnaniu do innych typow
RS, ktore oméwimy w rozdziale 10. Ponizej podamy liste kilkunastu waz-
nych cech, ktore posiada wiekszo$¢ regut w standardowych Gentzenowskich
systemach RS.

Przypomnijmy, ze typ 1 RS (w stylu Gentzena) charakteryzuje sie tym, ze
ilos¢ sekwentéw bazowych jest ograniczona do minimum natomiast rachunek
opiera sie na regutach. Ponadto, sekwenty aksjomatyczne maja charakter
strukturalny, a zawartos¢ logiczna (charakterystyka stalych) zawarta jest w
regutach. Dodatkowo, w ramach typu pierwszego, standardowe RS w stylu
Gentzena spelnia warunek progresywnosci:

Kazda reguta logiczna jest reguta wprowadzania statej do dowodu.

Innymi stowy sa to reguly podpadajace pod schemat (c) i (d) z paragrafu
2.2.1. Warunek progresywnosci mozemy uznaé¢ za wyrdznik standardowych
systemow RS w obrebie typu pierwszego. Inne RS nalezace do tego typu,
ktore nie spetniajg warunku progresywnosci, np. sekwentowe DN, nazwiemy
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niestandardowymi. Oméwimy je rowniez w rozdziale 10, obok systeméw re-
prezentujacych typ drugi (w stylu Hertza) i trzeci (mieszany; por. paragraf
2.2.2). Pozostale wlasnosci regul podzielimy na trzy grupy: ogoélne, logiczne
i strukturalne.

Do najwazniejszych wlasnosci ogélnych zaliczyé mozemy:

1. Rozdzielnosé: kazdy element reguly jest albo parametrem albo formuta
poboczna, albo zasadniczg.

2. Wtasnosé podformut: kazda formuta wystepujaca w przestankach wy-
stepuje tez we wniosku jako podformuta (niekoniecznie wlasciwa).

3. Odwracalnosé: przestanki s dedukowalne z wniosku.

Wtasnos¢ rozdzielnosci ma w zasadzie charakter definicyjny. Jak dotad duzo
uwagi po$wieciliSmy wlasnosci odwracalnosci regul. Jak wiemy, nie jest ona
uniwersalna, gdyz nie speliaja jej np. (W), (—=-) w LK. Wtlasnos¢ pod-
formul jest jeszcze wazniejsza i tatwo zauwazyé, ze spelniaja ja wszystkie
reguty oprocz (Cut). Obu wlasnosciom i ich konsekwencjom, w szczegolnosci
analitycznodci i zbieznosci, poswiecimy wiele uwagi w rozdziale 6.

Wtasnosci logiczne to cechy regul logicznych; najwazniejsze z nich to:
1. Kumulatywnosé: formuta zasadnicza jest zawsze zlozona.

2. Separowalnosé¢: schemat reguty logicznej dla danej stalej nie zawiera
innych statych.

3. Symetria staba: kazda stala ma reguly wprowadzania do nastepnika
lub poprzednika sekwentu (i zadnych innych).

4. Symetria mocna: kazda stata ma obie reguty wprowadzania (i zadnych
innych).

5. Eksplicytnosé staba: stata wystepuje tylko w sekwencie-wniosku.
6. Eksplicytnosé mocna: stata wystepuje tylko raz w sekwencie-wniosku.

7. Wylacznosé: formuly poboczne wystepuja tylko w sekwentach-przestankach.

Warto zauwazy¢, ze separowalno$é oznacza, iz reguta daje czysto struk-
turalne wyjadnienie znaczenia statej, bez odwotywania sie do znaczenia in-
nych statych logicznych. Ta, i inne wyzej podane, wlasnosci regut logicznych
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przyczynily sie do ufundowania antyrealistycznej teorii znaczenia statych lo-
gicznych, tzw. inferencjalizmu, w ktorej znaczenie stalej okresla sie poprzez
warunki jej uzycia?. Zauwazmy tez, ze wszystkie reguly logiczne nalezace do
LK, oraz do kazdego z wariantow RS opisanych w tym rozdziale, spetniaja
wszystkie podane wyzej warunki. Nie jest to reguta w przypadku standardo-
wych RS dla wielu logik nieklasycznych (a nawet dla KRK, jak zobaczymy
w rozdziale 9).

Wtlasnosci strukturalne dotycza parametrow (ale we wszystkich regutach
a nie jedynie strukturalnych):

1. Kongruencja: kazdy parametr we wniosku ma dokltadnie jednego bez-
posredniego przodka w (kazdej) przestance.

2. Niezalezno$é kontekstowa: poprawnosé danej reguty nie jest zaktdcona
przez zmiany dokonane na parametrach, w szczegdlnodci:

(a) dodanie dalszych parametrow do sekwentow-przestanek i sekwentu-
wniosku;

(b) skasowanie tych samych parametréw w przestankach i wniosku;

(c) zamiane danego parametru na inny w przestankach i wniosku.

Kongruencja z dodatkiem w nawiasie jest kongruencjg mocna, ktéra za-
chodzi dla regut k-jednolitych, ale niekoniecznie dla regul k-niezaleznych.
Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie reguty kazdego wariantu spetniaja catkowicie
niezalezno$¢ kontekstowa, ale juz w RS z int-sekwentami jest ona ograniczona
tylko do poprzednikéow. Jak przekonamy sie w rozdziale 9 w regutach kwan-
tyfikatorowych (konkretnie (= V) i (3 =)) z tej wlasnosci tylko kasowanie

parametrow jest mozliwe3.

Wymienione wyzej wtasnosci regut maja wage nie tylko dla pewnej fi-
lozofii znaczenia statych logicznych. Jak pokazemy w nastepnym rozdziale,
wystepowanie tych wlasnosci regul, pozwala na przeprowadzenie pewnego
typu dowoddéw eliminacji ciecia, ktore polegaja na globalnych przeksztatce-
niach fragmentéw dowodu, mozliwych dzieki wtasnosciom regut.

2 Literatura poswiecona tym zagadnieniom jest ogromna, z wazniejszych prac wymienié
mozna m.in.: Dummett [35], Prawitz [113|, Hacking [60], Sundholm [132]. Przystepne
podsumowanie tych propozycji w polskiej literaturze znalez¢ mozna np. w Maciaszek [97].

3 Podobnie wyglada sytuacja w RS dla wielu logik nieklasycznych.
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4.6 Klasyczny RS na int-sekwentach

W rozdziale 2 wprowadziliSmy okreslenie “intuicjonistyczne sekwenty” (int-
sekwenty) na takie sekwenty, w ktorych w nastepniku wystepuje co najwyzej
jedna formuta. Jak wyjasniliSmy w rozdziale 3 okreslenie to zwigzane jest z
faktem, ze w taki sposdéb Gentzen zbudowat sekwentowa formalizacje INT —
tzw. rachunek LJ (por. uwaga 3.2). Pelna symetria regul w omawianych do-
tad formalizacjach RS dla KRZ wynikajaca z braku takiego ograniczenia na
nastepnikach daje wiele korzysci, ale biorgc pod uwage interpretacje symbolu
= jako relacji konsekwencji mozemy czasem potrzebowaé takich wariantow
RS, ktore bezposrednio odpowiadaja pojmowaniu tej relacji w bardziej tra-
dycyjny sposob. Ponizej oméwimy krotko trzy sposoby budowania RS-KRZ
na bazie RS-INT.

Jedna z mozliwosci to dotaczenie do RS-INT dodatkowych sekwentow
aksjomatycznych postaci: -—p = ¢. Latwo zauwazy¢, ze w LJ nie dowiedzie
sie sekwentow tej postaci, gdyz wymagaloby to pojawienia sie¢ dwoch formut
w nastepniku sekwentu. W taki sposob formalizuje KRZ np. Grandy [56].
W jego systemie wymaga sie zresztg dodatkowo by nastepniki byty niepuste,
co stwarza pewien dodatkowy problem z regutami dla negacji. Mozna go
rozwiazaé wprowadzajac zamiast regul Gentzena nastepujace reguly:

I=9 o, =% o'y
=) o= (=-) = -

Regula z prawej jest tu w istocie staba forma dowodu nie wprost. Mozna
ja sprowadzi¢ do jednoprzestankowej postaci, gdy zamiast dowolnej formuty
1 uzyjemy stalej falsum 1. Wtedy prawa przestanka staje sie zbedna jako
aksjomatyczna.

Uzycie aksjomatycznego sekwentu ——p = ¢ ma pewien mankament.
Regula ciecia nie jest eliminowalna, chociaz mozna ja sprowadzi¢ do takich
uzyé, w ktérych co najmniej jedna z przestanek jest aksjomatem tego ty-
pu?. Zilustrujemy to dowodami prawa wylaczonego $rodka (LEM) i prawa
Peirce’a:

4 Wynika to z pewnego uogélnienia twierdzenia o eliminacji (Cut) (twierdzenie 9.5.),
ktore omoéwimy w paragrafie 9.8.1.
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p=0p
A2 =
(= ) p,~(pV-p) =
(= V) ~(pV —p) = -p
(= =) ~(pV-p)=pV-p
© )ﬂ(zovﬂp)ﬁ(pvﬂp):>
(= ) -(pV —p) =
= —=(pV p) —=(pV—p)=pV-p (Cut)
=pV-p
(=) s
SN =r=a p=p
N T T R Y
(= ) (p—q) —p,—p=
(p—q) —=p=-p -—p =P (Cut)

(p—q)—p=p
=((p—q —p) —p

(=-)

Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku lewa galtaz jest poprawnym dowo-
dem w RS-INT i pokazuje nam generalng strategie dowodzenia dla dowolne;j
tezy KRZ jej podwdjnej negacji w RS-INT.

Inne rozwiazanie proponuje Curry [27], ktory w pierwszej kolejnosci uzy-
skuje formalizacje KRZ bez negacji na Gentzenowskim LJ dotgczajac regute
Peirce’a postaci:

(Pe =) Lo—v=¢ SOF—:);@’O: £
Reguta ta umozliwia prosty dowdd prawa Peirce’a; pozostawiamy to czytel-
nikowi.

Curry rozwaza rézne sposoby poszerzenia takiego rachunku o sama nega-
cje, o sam 1 jako pierwotng stala, lub o obie state. W pierwszym przypadku
dodajemy zwyczajne dwie reguty dla — (dopuszczajace pusty nastepnik). W
drugim mamy dodatkowa regute:

I'= 1
(=1) I'=s ¢

W przypadku gdy zaré6wno — jak i 1 sg traktowane jako pierwotne state
oprocz (Pe =) i (= L) mamy lekko zmodyfikowane reguly dla negacji:

I's¢p LTIy

I'p= 1
TS ( o T= ¢

(:> _‘) I'= )

- =)
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Uwaga 4.7: Reguly te mozna zdefiniowaé¢ na zwyktych sekwentach z wie-
loma formutami w nastepniku doktadajac w schematach kontekst A. Otrzy-
mamy w ten sposob jeszcze jeden wariant LK z 1 i — jako stalymi pierwot-
nymi, w ktorym (= =) jest dwuprzestankowa. Oczywiscie w tym przypadku
(Pe =) staje sie regula zbedna.

W tym ostatnim przypadku dowiedlne sa dwa sekwenty —¢p = ¢ — L i
w — L = =, ktore tacznie pozwalaja zdefiniowaé¢ = w terminach L i —.
Ponizej dowod jednego z nich:

1 =1

—— =)
= ,L=1
Y= ¥ (- =)

P = L (=)
=9 — 1

Pomimo, ze reguta (Pe =) nie posiada wielu z wtasnosci rozwazanych
przez nas w poprzednim podrozdziale, to Curry udowadnia, ze w takim sys-
temie (Cut) tez jest eliminowalne.

Negri, von Plato [101]| rozwazaja wersje m-ARS dla INT, z dodana regula
atomowego prawa wylaczonego srodka (LEM):

_ P, I'= 7/1 —¥, I'= ’¢
(LEM-at) .

gdzie ¢ jest formuly atomows.

Dla systemu tego zachodzg udowodnione wyzej dla ARS twierdzenia do-
tyczace dopuszczalnosci regul strukturalnych, wlaczajac w to (Cut). Mimo
to z praktycznego punktu widzenia reguta (LEM-at) wydaje sie rownie nie-
wygodna jak (Cut), gdyz wlasnos¢ podformul nie zachodzi dla tej reguly
rowniez. W systemie tym mozna tez udowodnié, ze ogolna reguta (LEM),
w ktorej porzucone jest ograniczenie ¢ do atomoéw jest tez dopuszczalna.
Jednak z punktu widzenia strategii poszukiwania dowodu wazniejsze jest ra-
czej, ze zastosowania (LEM-at) mozna w dowodach zawezi¢ do tych atomow,
ktore wystepujg w nastepniku dowodzonego sekwentu. W ten sposéb system
wbrew pozorom okazuje sie przydatny rowniez w praktyce poszukiwania do-
wodow?®.

Dla ilustracji podamy dowod twierdzenia Peirce’a (tatwe dowody prawa
wylaczonego srodka czy podwojnej negacji pozostawiamy czytelnikowi).

® Wynik ten jest analogiczny do tego, ktory zachodzi dla tablicowego systemu KE, gdzie
zastosowania zblizonej reguly PB (principle of bivalence) mozna ograniczyé do podformut
dowodzonej formuty.
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P=04q

PP =4 (?jl)
p=p—q p,p=Dp (_>:>)
= - =
p,(p—4q)—p (p ; :>p,(p—>Q)—>p P (LEM-at)
— —
P=Q) PP

=((p—q) —p —p

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze na potrzeby rozwazan teoriodowodowych
systemy RS bardzo czesto formutowane sa bez negacji, a za to z L jako
pierwotna stata. Tak jest choéby w przypadku rozwazanych przez Negri i
von Plato [101] form ARS. Jednak jest ona zazwyczaj wprowadzana nie za
pomoca reguty Curry’ego (= L), ale za pomoca aksjomatu:

(L) L,T=A
W RS z L tatwo dowie$é obu regut dla negacji, ktora definiujemy nastepu-

jaco: = := ¢ — L. Z kolei w RS, w ktorym L zdefiniujemy: L := =(¢p — )
tatwo dowodzimy (). Pokazuja to ponizsze schematy:

= A L, T'=A

p— L. I'=A (==)

o, I'=A
o, I'=A, L
F'=Ap— 1

(= W)
(=-)

o, I'= A p
I'=Ap—0p
“(p—p),I'=A

(=—)
- =)



Rozdzial 5

Dowody twierdzenia o
eliminacji ciecia

Najwazniejszym wynikiem strukturalnej teorii dowodu opartej na sekwento-
wych formalizacjach logiki jest twierdzenie o eliminacji ciecia, ktore przez sa-
mego Gentzena okreslane bylo jako twierdzenie zasadnicze (Hauptsatz) jego
teorii!. Przekonanie o fundamentalnym charakterze tego twierdzenia nadal
sie utrzymuje mimo rozmaitych zastrzezen wysuwanych zwlaszcza z punktu
widzenia badan nad automatyczna dedukcja i ztozonoscia dowodow?.
Wspolczesnie czesciej dowodzi sie twierdzenia o dopuszczalnosci (Cut) w
systemach takich jak ARS. Dlatego na poczatku wyjasnimy réznice miedzy
dowodami eliminowalnosci a dopuszczalnosei (Cut) oraz nieformalnie omo-
wimy typowa lokalng strategie konstruowania dowoddéw nie zawierajacych
zastosowan (Cut), ktora w podrozdziale 5.2 zademonstrujemy doktadnie na
przyktadzie oryginalnego dowodu Gentzena. W podrozdziale 5.3 przedsta-
wimy trzy dowody dopuszczalnosci (Cut) w ARS pochodzace od Dragalina,
Smullyana i Schiittego. Wszystkie realizuja strategie lokalna, ale sa prost-
sze od dowodu Gentzena i zostaly uszeregowane wg. stopnia podobieristwa
do tego dowodu. Nastepnie (5.4) oméwimy dowody Curry’ego i Bussa, kto-
re bazujg na globalnych przeksztalceniach dowodu. Dodatkowo Buss takze
dowodzi eliminowalnosci (Cut) z dowodu, ale wykorzystuje ogdlna strategie
organizacji dowodu pochodzacg od Taita, ktora istotnie rozni sie od podejscia
Gentzena, a ponadto pozwala dokonaé¢ oszacowania wielko$ci otrzymanego
dowodu. Na koniec (5.5) dokonamy poréwnania prezentowanych dowodow.

! Zwane tez jest krocej jako twierdzenie o eliminacji, np. Curry [26], lub jako twierdzenie
o normalnej formie (dowodu), np. Kleene [83].
2 Por. zwtlaszcza D’Agostino [1], Buss [20], Fitting [43], Indrzejczak [74].

88
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5.1 Uwagi wprowadzajace

Dlaczego nalezy eliminowaé¢ (Cut)? Z jednej strony regula ta zdaje sie by¢
niezwykle wazna. Przy interpretacji sekwentow jako twierdzen o relacji konse-
kwencji ciecie wyraza jedna z najwazniejszych i niekwestionowanych wlasno-
$ci takich relacji, czyli przechodnio$é. Ponadto szczegdlne przypadki (Cut)
reprezentuja w kontekscie RS wiele waznych regutl np.

e Modus Ponens: = p;p =1 / =

e Sylogizm Hipotetyczny: x = ;0 = / x = ¢

Nie odwotujac sie do zadnych konkretnych schematéw regut mozna za-
uwazy¢, ze (Cut) po prostu wyraza przechodnio$é¢ =, czy tez relacji konse-
kwencji wyrazanej przez =, jezeli przyjmiemy interpretacje 4 (por. podroz-
dzial 2.3). Stosujac dla odmiany interpretacje 2. i czytajac, zgodnie z nia,
reguly od wniosku do przestanek, zauwazy¢ mozna, ze (Cut) wyraza zasade
dwuwarto$ciowosci, tzn, ze dowolna formuta moze by¢ dodana do sekwentu
jako prawdziwa (w poprzedniku) lub falszywa (w nastepniku). Taka inter-
pretacja jest m.in. podstawa systemu KE Mondadoriego i D’Agostino [1]. Z
punktu widzenia techniki dowodzenia, zastosowanie (Cut) w dowodzie od-
powiada zastosowaniom wczesniej dowiedzionych wynikow (lematow) w celu
szybszego uzyskania wyniku. Jest to charakterystyczne dla tzw. syntetycz-
nych dowodéw tez, w przeciwienstwie do dowodoéw analitycznych, ktére od-
wolujg sie jedynie do tego co mozna wydedukowaé z pierwotnych zaltozen lub
przestanek dowodu. W formacie RS takie analityczne dowody nie korzysta-
ja z (Cut). Wigcej na temat dowoddéw analitycznych powiemy w nastepnym
rozdziale?.

Niezaleznie od wielkiej wagi reguty (Cut) mozliwosé jej eliminacji z re-
pertuaru pierwotnych regut systemu przynosi tyle korzysci, ze waznos$é same-
go twierdzenia nie budzi zadnych watpliwosci. Wybrane konsekwencje tego
twierdzenia oméwimy pozniej, natomiast w tym rozdziale skupimy sie na
samej technice jego dowodzenia.

3 Biorac pod uwage, ze (Cut) wystepuje tez w formalizacjach wielu logik nieklasycz-
nych, ktore nie sg charakteryzowalne przez dwuwartosciowe matryce, lepsze jest odczytanie
nastepujace: dowolna formula moze by¢ uznana lub odrzucona. Mozna w tym kontekscie
rozwazy¢ zwiazek (Cut) z tzw. teza Suszki [138].

4 Powyzsze uwagi nie wyczerpuja listy mozliwych interpretacji (Cut); wiecej na ten
temat, np. o korespondencji miedzy uzyciem (Cut) w RS a dowodéw nie wprost w DN,
znajdzie czytelnik w Indrzejczak [74].
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Ponizej zaprezentujemy szesé¢ roznych dowodow, kolejno: Gentzena |50,
Dragalina [32|, Smullyana [131], Schiitte’go [123]|, Curry’ego [27]| i Bussa-
Taita [20]. Podstawa rozréznienia bedzie strategia transformacji dowodu;
lokalna w przypadku czterech pierwszych i globalna w pozostalych dwoch.
Dowdod Gentzena zostanie omowiony bardzo detalicznie, w pozostaltych przy-
padkach koncentrowaé sie bedziemy na elementach dowodu istotnie réznych.

5.1.1 Eliminacja czy dopuszczalnosé

W literaturze przedmiotu twierdzenie o eliminacji ciecia wystepuje czesto ja-
ko twierdzenie o dopuszczalnosci ciecia. R6znica polega na tym, ze w pierw-
szym przypadku (Cut) wystepuje jako reguta pierwotna systemu (wtedy wy-
kazujemy jego eliminacje z dowodow), a w drugim nie (wtedy wykazujemy,
ze (Cut) jest reguta dopuszczalna). W zasadzie mozna powiedzieé, ze roznica
nie jest istotna, gdyz dopuszczalnosé jest konwersem eliminowalnosci, w tym
sensie, ze jezeli RS oznacza dowolny system z (Cut) jako regula pierwotna, a
RS’ ten sam system bez reguly ciecia, to (Cut) jest eliminowalne w RS wtw
(Cut) jest dopuszczalne w RS’. Mimo to zachodza dwie dos¢ istotne réznice
pomiedzy dowodami twierdzen o eliminacji i dopuszczalnosci:

1. w obu przypadkach inaczej formutuje sie samo twierdzenie;

2. dowod twierdzenie o dopuszczalno$ci ma prostszg strukture ogdlna.

Typowe sformutowania obu twierdzen wygladaja nastepujaco:
Twierdzenie o eliminacji: Jezeli Frg S, to Frgr S

Twierdzenie o dopuszczalnosci: Jezeli Fre T' = A, p i Frgr o, I = X to
Fre I, = A, by

Warto podkresli¢, ze drugie sformutowanie w pewien sposob ukonkretnia
w jakim sensie (Cut) jest reguta wtorna. Pierwsze sformutowanie zachodzi
rowniez wtedy gdy (Cut) jest reguta dowiedlna w RS’. Zauwazmy jednak,
ze ani w LK’ ani w innych, pokrewnych mu, standardowych systemach RS’
nie mozna wykazaé, ze (Cut) jest regula dowiedlng®. Zatem nie jest mozliwe
zastapienie dowolnego uzycia (Cut) w jednolity sposob przez sekwencje za-
stosowan innych regul w dowodzie. To ze (Cut) nie jest reguta dowiedlna, a
jedynie dopuszczalng prowadzi do znacznej komplikacji dowodu twierdzenia

® Dowiedlnosé ciecia mozna jednak wykazaé¢ w innych systemach sekwentowych, ktore
oméwimy w rozdziale 10.
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o eliminacji i wymaga rozwazenia wielu konkretnych przypadkéw zastosowa-
nia (Cut).

Druga roznica bierze sie stad, ze przy dowodzeniu eliminowalnosci (Cut)
z dowodu musimy sie liczy¢ z tym, ze w dowodach przestanek tez zastosowano
ciecie, gdyz jest ono reguly pierwotna, natomiast w dowodzie dopuszczalno-
Sci, z zalozenia dowody przestanek go nie zawieraja. Istnieja dwie strategie
radzenia sobie z wieloscia zastosowan (Cut) w przypadku dowodu elimino-
walnsci:

1. Indukeja po ilosci wystapien (Cut) w dowodzie — rozwiazanie Gentzena
(lemat 5.3).

2. Indukcja (zstepujaca) po dtugosci cut-formut — zastosowana m.in. przez
Taita [140] i Bussa [20] (lemat 5.5).

W pierwszym przypadku eliminujemy wystapienia (Cut) po kolei idac od
gory. W drugim najpierw eliminujemy tzw. maksymalne zastosowania (Cut),
tzn. z najdtuzszymi cut-formutami. Druga strategia ma te przewage nad
pierwszg, ze pozwala przy okazji oszacowaé wielkos¢ uzyskanego dowodu, w
ktorym (Cut) nie wystepuje. Dowody dopuszczalnosci (Cut) nie wymagaja
takiej nadrzednej indukcji.

Mimo tych réznic wiekszos¢ z omawianych dowodéw oparta jest na po-
dobnej idei, ktéra nieformalnie tu zarysujemy zanim przedstawimy szczegd-
towe rozwiazania.

5.1.2 Ogolna strategia dowodu

Zalozmy, ze mamy dowod D sekwentu S, w ktorym zastosowano (Cut). Sta-
ramy sie zmodyfikowaé¢ D tak by wszystkie zastosowania (Cut) zostaly za-
stapione przez kombinacje innych regut. Robimy to poprzez:

1. bezposrednia eliminacje danego zastosowania (Cut);

2. przez wykonanie odpowiednich krokéw redukcyjnych, ktére zamieniaja
dane wystapienie (Cut) na inne, w zdefiniowanym sensie “prostsze”.

Kroki redukcyjne wprawdzie nie eliminuja zastosowari (Cut), ale ich sys-
tematyczne wykonywanie w efekcie koricowym pozwala calkiem pozby¢ sie
(Cut) z dowodu, poprzez sprowadzenie do tych przypadkow, ktore podpadaja
pod 1.
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Na poczatek rozwazmy, ktore szczegdlne zastosowania (Cut) sa elimino-
walne catkowicie z dowodu. Dadzg sie tu wyrdzni¢ dwa przypadki.

a) Jezeli przynajmiej jedna przestanka (Cut) jest aksjomatyczna, to elimina-

cja tego zastosowania jest trywialna gdyz fragment dowodu:

= o, ['= A
(Cut) o, I'= A

zamieniamy po prostu na dowdd ¢, ' = A. Analogicznie, gdy aksjomatem
jest prawa przestanka (Cut).

Powyzsza sytuacja da si¢ uogo6lni¢ na dowolne zastosowanie (Cut), w kto-
rym jedna z przestanek zawiera pewna formute zaré6wno w poprzedniku jak i
w nastepniku (jest aksjomatem uogélnionym). Zachodza tu dwie mozliwosci:

(i) cut-formuta wystepuje po obu stronach (jest formula aksjomatyczna);

(ii) cut-formuta nie wystepuje po obu stronach (nie jest formuta aksjoma-
tyczna).

Pierwszy przypadek jest $cisle analogiczny do zilustrowanego wyzej tyle tyl-
ko, ze do drugiej przestanki nalezy dotgczyé¢ brakujace formuly z drugiej
przez ostabianie (i ew. permutacje w LK). W przypadku (ii) mamy:

P, = A, 0 e, lI=X
(Cut) = T = A,

Zatem wniosek jest tez aksjomatem uogoélnionym o, ', II = A, 3, ktory
badz zaczyna dowod (np. w ARS) badz daje si¢ wydedukowaé przez osta-
bianie z aksjomatu ¥ = 1. Analogicznie, gdy aksjomatem uogdlnionym jest
prawa przestanka (Cut).

b) Jezeli w przynajmniej jednej przestance cut-formuta jest uzyskana
przez oslabianie sytuacja jest podobna. Fragment dowodu:

I'= A
==W) ——=—
((Cut§ = A p, I =X

T I= A, Y

zZamieniamy na:
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gdzie (W)(P) oznacza wielokrotne zastosowanie ostabiania i permutacji po
obu stronach. Analogicznie, gdy przez ostabianie uzyskana jest cut-formuta
w prawej przestance. Podsumujmy powyzsze jako:

Fakt 5.1 (Cut), ktorego jedna z przestanek jest aksjomatem (uogdlnionym)
lub zawiera cut-formute uzyskang przez zastosowanie ostabiania jest catko-
wicte eliminowalny.

Niestety w pozostatych wypadkach (Cut) nie daje sie wyeliminowaé tak
prosto i zazwyczaj wymaga zastepowania jednych zastosowan (Cut) przez
inne, w pewnym sensie prostsze. Generalnie sprowadza sie do wykonywania
w systematyczny sposéb dwoch typow krokéw redukcyjnych:

1. zastepujemy ztozone cut-formuty przez prostsze (ich podformuly);
2. przesuwamy “do gory” zastosowania (Cut) w dowodzie .

Zilustrujmy te dwa rodzaje redukcji:

Przyklad 5.1. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (Cut) z cut-formuta ¢V.
Fragment dowodu o postaci:

= A o, lI=% v, =3
GITS R vy vy V)
T I=A,S (Cut)

zostaje zastapiony przez nastepujacy, w ktorym (Cut) jest zastosowane na
podformule ¢ poprzedniej cut-formuty, co wiecej jedna z gatezi dowodu staje
sie zbedna:

'=Ap p, =%
Nil= A%

(Cut)

Zauwazmy, ze w analizowanym wyzej fragmencie dowodu cut-formuta Vi w
obu przestankach (Cut) pojawila si¢ po raz pierwszy w wyniku zastosowania
odpowiednich regut dla V.

Przyklad 5.2. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (Cut) na ¢. Fragment
dowodu o postaci:

o, = X9
= Ap o, =% 9YVy
L= A9 Vy

(=V)

(Cut)
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zostaje zastapiony przez:

'=Ap p, =3y
Il= A XY
III= A% 9YVy

(Cut)
(= V)

Tym razem cut-formuta nie ulegta zmianie, ale zmniejszyl sie rozmiar tego
fragmentu dowodu, ktory konczyt sie zastosowaniem ciecia. Rozwazane za-
stosowanie (Cut) zostalo “podciagniete” do gory poprzez permutacje (Cut) i
(= V).

Systematyczne przesuwanie zastosowania (Cut) w gore musi prowadzié
do uzyskania takich dowod6éw, w ktérych cut-formuta pojawia sie w obu prze-
stankach (Cut) po raz pierwszy. Jezeli ktores z tych pojawien to aksjomat
lub zastosowanie oslabiania, to wyzej pokazaliémy, ze mozna sie go pozbyé
catkowicie (fakt 5.1). Jezeli za$ oba pojawienia sie cut-formuty zawdziecza-
my zastosowaniu odpowiedniej reguty logicznej, to mozna wymienié¢ je na
zastosowania (Cut) na prostszych formutach (jak w przyktadzie 5.1). W ten
spos6b mozna wykazaé, ze w wyniku szeregu transformacji wykonanych na
D poprzez naprzemienne przesuwanie (Cut) w gore lub redukowanie rozmia-
ru cut-formuly osiggniemy cel jakim jest dowod D’ tegoz samego sekwentu
S ale bez zastosowari (Cut). Formalnie poprawne ujecie tego procesu re-
dukcji wymaga zastosowania co najmniej podwéjnej indukcji: po rozmiarze
cut-formuly i po rozmiarze dowodow przestanek danego zastosowania (Cut).
Wstepnie przyjmijmy, ze rozmiar dowodu kazdej przestanki utozsamimy z
wysokoscig lub dlugoscia dowodu, zdefiniowana w paragrafie 3.1.2. Co do
rozmiaru cut-formuty to w zasadzie nie ma réznicy czy utozsamimy go z
jej dtugoscia czy ztozonoscia wzglednie czy przeprowadzamy tzw. indukcje
strukturalna (por. dodatek).

5.2 Dowod Gentzena

Zaczniemy od przedstawienia oryginalnego dowodu Gentzena; ktérego dobra
ekspozycje mozna tez znalezé w Kleene [83] oraz w Takeuti [143|. Ponizsza
prezentacja rézni sie od tamtych tym, ze zamiast pewnych ogdlnych sche-
matéw grupujacych podobne transformacje wielu regut podajemy bardziej
konkretne schematy przeksztalcen w kontekscie wybranych regul pozosta-
wiajac podobne transformacje w kontekscie innych regut do przeprowadze-
nia czytelnikowi. Taki sposéb podejscia jest bardziej detaliczny i przez to



5.2. DOWOD GENTZENA 95

moze bardziej nuzacy w czytaniu, ale naszym zdaniem pozwala nie tylko do-
wod Gentzena lepiej przesledzi¢, ale i lepiej zrozumieé a, co najwazniejsze,
nauczy¢ sie samodzielnie takie dowody przeprowadzaé.

5.2.1 Kroki wstepne

Dowdd twierdzenia o eliminacji cigcia bedzie przeprowadzony dla oryginalnej
wersji LK, jednak sam Gentzen wprowadzil dwie zmiany w stosunku do
ogblnej idei dowodu zarysowanej we wstepie. Po pierwsze, ze wzgledu na
obecnosé kontrakeji w systemie zastapit (Cut) przez jego uogélniona wersje
— regute (Mix), okreslana takze jako (Multicut):

I'= Alp]  Ipl= X
T 1= A, 5

gdzie IT[¢] oznacza, ze ¢ przynajmniej raz wystepuje w II, a II, oznacza, ze
z II usunieto wszystkie wystapienia . W tych schematach krokéw redukcyj-
nych, w ktérych pewne wystapienia formuty eliminowanej beda zaznaczone
explicite, zapis IL, oznacza¢ bedzie, ze ze zbioru parametréw II usunigto
ewentualne wystapienia ¢.

Oto przyklad zastosowania (Mix):

. rAt,q=p,qVr,—s,t -s,q— 1,78 5= q,1
(M’LJ?) ’ rAt,q,q —r=p,qVrt,q,t
Dlaczego (Cut) zostaje wymienione na (Mix)? Zrédtem ktopotow, jak wspo-
mnieliSmy, jest kontrakcja, gdyz w jej przypadku nie pracuje redukcja po
rozmiarze dowodu przestanki. Rozwazmy nastepujace zastosowanie (Cut):

o, p, I = X
cupy LA pl=T (=)
(Cut) T 1= A%

Po zastosowaniu redukcji po dtugosci dowodu prawej przestanki otrzymuje-
my:

'=sAe ppll=3

'=Ap o, 0= A%
I,T,1=AA,Y ) (Cut)
[I,= A, %

(Cut)




96 ROZDZIAL 5. DOWODY TWIERDZENIA O ELIMINACJI CIECIA

Fakt, ze jedno wystapienie (Cut) zostalo zastapione przez dwa sam w sobie
nie jest klopotliwy%. Zauwazmy jednak, ze chociaz pierwsze od gory zasto-
sowanie (Cut) ma mniejsza wysokos¢, to drugie ma taka sama jak (Cut) w
dowodzie wyjsciowym, co oznacza, ze nie udalo nam sie dokonaé¢ redukcji.
Oczywiscie po zastapieniu (Cut) przez (Mix) problem znika gdyz dokonuje-
my nastepujacej transformacji:

I'=Ap p, 0,1l =%

(Miz) 1= A,Y

w ktorej wysokos¢ dowodu prawej przestanki (Mix) ulegta zmniejszeniu.
Teraz musimy pokazaé, ze system z (Mix) (roboczo nazwijmy go LK)
jest rownowazny systemowi z (Cut).

Lemat 5.1 l_LK S wtw l_LKMm. S.

DowoDb: Wystarczy pokazaé, ze (Cut) jest wyprowadzalne w LKz, a (Mix)
w LK. Dowolne zastosowanie (Cut) postaci:

= Ap o, =%
L= A%

(Cut)

zastepujemy przez:
F'=Ap p, =%
[, = Ag, X
Ml= A3

(W)(P)

Odwrotnie, dowolne zastosowanie (Mix) postaci:

I'= Aly] Mp] = X

T, = A, % (Miz)
zastepujemy przez:
I'= Aly] Mp] = X
(©),(P) C), (P)
I'= Ag o o, I, =X Cut
T, = A, S (Cut)

5 Przynajmniej jezeli chodzi o procedure samego eliminowania ciecia, gdyz ma z pew-
noscia negatywny wplyw na wzrastanie zlozonosci transformowanego dowodu.
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Niestety zamiana (Cut) na (Mix) zmusza nas do rezygnacji z tak prostej
i naturalnej miary wielkosci dowodéw przestanek jaka jest ich dlugosé lub

wysoko$¢. Aby zrozumie¢ dlaczego przeanalizujmy nastepujace zastosowanie
(Mix):

0, =%
POAY Y =N
=AY YAV, o ANY =X
I'=X%

(A=)
(P =)(N=)

Po przeprowadzeniu standardowej transformacji otrzymujemy:

CRVEEDY
=AY pAY, Y =X
P, =%
F'=s Ay e ANY, =%
II'y=X%

I'=3%

(A=)

(A=)

(O)(P)

Jak tatwo zauwazy¢ wysoko$¢ dowodu prawej przestanki drugiego zasto-
sowania (Mix) nawet wzrosla, zatem nie otrzymaliSmy oczekiwanej redukc;ji.
Z drugiej strony cut-formutla (a raczej mix-formuta; w dalszym ciagu bedzie-
my uzywaé raczej pierwszej nazwy nawet przy zastosowaniu (Mix)) wyste-
puje nad kazdym zastosowaniem (Mix) tylko raz z prawej strony, podczas
gdy w wyjsciowym schemacie wystepowata w dwoch sekwentach.

Problemy tego typu doprowadzity Gentzena do wprowadzenia innej mia-
ry rozmiaru dowodéw przestanek (Mix) niz wysokosé ich dowodu. Zamiast
tego rozwazal ilo§é sekwentéw zawierajacych mix-formute i wystepujacych
jeden nad drugim w jednej gatezi nad sekwentem przestanks danego zasto-
sowania (Mix). Oczywiscie takich galezi, ktore koncza sie przestanka (Mix)
moze by¢ wiele i moga roznié¢ sie iloscig sekwentéow, w ktérych wystepuje
mix-formuta. Wybieramy wartos$é najwyzsza, a nie sume ilosci wystapien na
wszystkich galeziach i okreslamy ja jako glebokosé lewej (prawej) przestanki
(w skrocie L-rank i R-rank). Natomiast suma takich miar dla obu przestanek
danego zastosowania (Mix) to glebokosé¢ (rank) (Mix). Precyzyjna definicja
wyglada tak:

Definicja 5.1 (Glebokosé (Mix)) Niech ¢ bedzie miz-formutq, a B do-
wolng gatezig, ktora koriczy sie lewq (prawq) przestankq (Miz). Rank(B) to
ilos¢ weztow w tej gatezi, w ktorych wystepuje ¢ w nastepniku (w poprzedni-
ku) i ktore sq nad wnioskiem (Mix).
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o L-rank(yp) to maksymalna wartosé rank(B), gdzie B to dowolna z gatezi
zawierajgeych lewq przestankq (Mix).

e R-rank(p) definiujemy analogicznie, ale dla prawej przestanki (Mix) i
z @ w poprzedniku.

o Rank(y)=L-rank(y)+R-rank(p).

o Glebokosé danego zastosowania (Miz) to rank jego miz-formuty.

Odnotujmy, ze minimalna gleboko$é danego zastosowania (Mix) wynosi 2;
jest tak wtedy, gdy w obu przestankach mix-formula pojawita sie po raz
pierwszy jako formuta zasadnicza tego sekwentu.

5.2.2 Dowoéd

Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 5.1 (Hauptsatz) Kazdy dowdéd w LKy, z uzyciem (Miz)
mozna przeksztatcié w dowdd bez uzycia tej requty.

Doktadnie rzecz ujmujac klasyczna wersja dowodu tego twierdzenia, przed-
stawiona przez Gentzena [50|, zawiera potrojna indukcje: po ilosci wystapien
ciecia w dowodzie, po dlugosci cut-formutly i po glebokosci (Mix).

Poniewaz caly dowdd jest potréjng indukcja, wiec warto przeanalizowaé
jego ogdlna strukture, aby ilosé detali nie przestonita nam jego sensu. Nad-
rzedna indukcja przebiega po ilosci wystapien (Mix) w dowodzie. Oczywiscie
w bazie udowadniamy nietrywialny przypadek, ze (Mix) jest eliminowalny z
kazdego dowodu, w ktérym wystepuje jeden raz jako ostatnia reguta. Nastep-
nie wykazujemy, ze (Mix) jest eliminowalny z dowodu, w ktorym wystepuje
n > 1, przy zalozeniu, ze jest eliminowalny z kazdego dowodu o mniejszej ilo-
sci wystapien (Mix). Cala reszta dowodu przebiega w obrebie dowodu bazy
tej pierwszej indukcji. Z tego wzgledu, i poniewaz dowdd kroku indukcyjnego
jest — jak zobaczymy — dos¢ trywialny, eliminacja ciecia jest w literaturze cze-
sto prezentowana jako indukcja podwdjna zastosowana do kazdego dowodu,
w ktorym (Mix) wystepuje tylko raz.

Nadrzedna indukcja przebiega tutaj po dlugosci cut-formuty — w bazie
wykazujemy, ze jesli jest to zmienna, to z dowodu mozna wyeliminowaé to
(jedyne) wystapienie (Mix). W kroku indukcyjnym zaktadamy, ze (Mix) jest
eliminowalne w kazdym przypadku, gdy dhugosé cut-formuly jest mniejsza
od n > 11 wykazujemy, ze dowod z (Mix) na cut-formule o dlugosci n mozna
zastapi¢ przez dowod, w ktorym kazdy (Mix) jest na cut-formule krotszej (a
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zatem eliminowalny na mocy zatozenia indukcyjnego). Zaréwno dowod bazy
jak i kroku indukcyjnego indukcji po dtugosci cut-formuly wymaga prze-
prowadzenia kolejnej indukcji — po glebokosci (Mix). W bazie tej indukcji
dowodzimy, ze ilekro¢ glebokosé wynosi 2 (w obu przestankach cut-formuta
pojawila sie po raz pierwszy), to mozna albo ten (Mix) catkowicie wyeli-
minowaé (tak dowodzimy dla bazy indukcji po dlugosci cut-formuly), albo
ten dowod zastapi¢ przez dowody z cut-formutami o mniejszej dtugosci (a te
sa eliminowalne z zalozenia indukcyjnego indukeji po dtugosci cut-formuty).
Dowéd kroku indukcyjnego indukcji po glebokosci sprowadza sie do wyka-
zania, ze (Mix), w ktorym (lewy lub prawy) rank > 1, mozna zastapi¢ przez
(Mix) o miniejszej glebokosci, ktory — z zatozenia indukcyjnego indukeji po
glebokosci — jest redukowalny. Oto schemat dowodu:

I. Indukcja po ilosci (Mix).

1.1. Baza: W dowodzie zawierajacym jedno zastosowanie (Mix), jest on eli-
minowalny.
I1. Indukcja po dlugosci cut-formuty.

2.1. Baza: (Mix) na formule atomowej jest eliminowalny.
III. Indukcja po glebokosci cut-formuty.

3.1. Baza: (Mix) na cut-formule dlugosci 0 i rank=2 jest
eliminowalny.

3.2. Krok indukcyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci 0 ma
rank > 2, to mozna go zastapi¢ przez (Mix) o mniejszej glebokosci.

Whiosek z 3.1., 3.2: (Mix) o dowolnej glebokosci na cut-formule o
dtugosci 0 mozna wyeliminowag.

2.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci k& < n jest
eliminowalny, to jest tez eliminowalny na cut-formule o dtugosci

III. Indukcja po glebokosci cut-formuty.

4.1. Baza: (Mix) na cut-formule o dtugosci n i o rank=2 jest
zastepowalny przez (Mix) na cut-formutach o dtugosci k£ < n.
4.2. Krok indukecyjny: Jezeli (Mix) na cut-formule o dtugosci n ma
rank > 2, to mozna go zastapi¢ przez (Mix) o mniejszej glebokosci.

Wnhiosek z 4.1., 4.2: (Mix) o dowolnej glebokosci na cut-formule o
dlugosci n mozna zastapi¢ przez zastosowania (Mix) na cut-formutach
o dhugosci mniejsze;j.
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Wnhiosek z 2.1., 2.2: (Mix) na cut-formule o dowolnej dtugosci jest
eliminowalny z dowodu, w ktérym wystepuje raz.

1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Mix) jest eliminowalny w dowodzie, w ktérym
wystepuje k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie, w ktorym wystepuje
n razy.

Wnhiosek z 1.1., 1.2: (Mix) jest eliminowalne w kazdym dowodzie.

Na poczatek udowodnijmy krok indukcyjny 1.2, aby pokazaé, ze dla do-
wodu twierdzenia o eliminacji, wystarczy dowiedzenie bazy indukcji I (czyli
krok 1.1 w powyzszym schemacie). Sformutujemy je jako osobne lematy:

Lemat 5.2 Dowdd, w ktérym (Mizx) wystepuje tylko raz jako jego ostatnia
reguta mozna przeksztatcié w dowdd nie zawierajgcy zZadnego zastosowania
(Miz).

Lemat 5.3 Jezeli (Miz) jest eliminowalny w dowodzie, w ktérym wystepuje
k < n razy, to jest eliminowalny w dowodzie, w ktdrym wystepuje n razy.

Dowobp: W dowolnym dowodzie z wieloma zastosowaniami (Mix) (n > 2)
wybieramy takie, nad ktérym nie wystepuje inne zastosowanie tej reguly
(moze byé¢ ich kilka). Poddowod, ktory koriczy sie tym zastosowaniem (Mix)
spelnia warunki lematu 5.2, zatem mozna go w rozwazanym dowodzie wy-
mienié¢ na taki poddowdd, ktory juz zadnego zastosowania (Mix) nie posiada.
Tlo$¢ zastosowanl (Mix) w nowym dowodzie wynosi n — 1 zatem podpada pod
zalozenia indukcyjne kroku 1.2. W

Zatem mozemy skupi¢ sie na dowodzie Lematu 5.2. W schemacie indukcja
po glebokosci (Mix) wystepuje dwukrotnie (punkty 3.1 1 3.2 a potem 4.1 i
4.2) jednak rozdzielanie ich w ten sposob jest niecelowe. Dlatego omoéwimy
indukcje III (tj. po glebokosci (Mix)) tacznie, ale wskazujac jaka role odgrywa
dla obu przestanek indukcji II (po dtugosci cut-formuty).

DowOD LEMATU 5.2: Baza indukcji IIT (punkt 3.1, 4.1): Glebokosé (Mix)=2.

Punkt 3.1. W tej czesci dowodu, ktéra przebiega na potrzeby dowodu
bazy indukgcji I (punkt 2.1) przyjmujemy, ze cut-formuta jest zmienna. Do-
wod punktu 3.1 jest trywialny, gdyz przy gltebokosci 2 eliminowana zmienna
mogta byé wprowadzona albo przez ostabianie albo w sekwencie aksjoma-
tycznym, a oba przypadki (Mix) sg eliminowalne zgodnie z faktem 5.1.

Punkt 4.1. Rozwazajac formuty nieatomowe, w przypadku gdy jedna z
przestanek jest aksjomatem, lub otrzymana przez (W), (Mix) jest elimino-
walny catkowicie, analogicznie jak w punkcie 3.1 przez odwotanie do faktu
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5.1. Kontrakcja i permutacja nie wchodza w gre skoro gltebokosé (Mix)=
2, gdyz wtedy L-rank lub R-rank > 1. Zostajg zatem przypadki, w kto-
rych cut-formuta jest otrzymana przez regute logiczng w obu przestankach.
Wykazujemy w kazdym przypadku, ze (Mix) na formule o dlugosci n jest
zastepowalny przez zastosowania (Mix) na formutach krotszych.

1. Przypadek, gdy cut-formuta := ¢ A 9. Fragment dowodu o postaci:

= A = Ay p, =X
(:>/\()M' ) = ANy e AT =% (n=)
“ T Il= A,Y

zostaje zastapiony przez:

I'= A0 o, =%
I, = Ap, X2
I'N'iI=AX%

(W)(P)

Zauwazmy, ze zgodnie z zalozeniem ¢ A 1 nie wystepuje ani w A ani w II.
Analogicznie dla (A =) na .

2.1 3. Analogicznie dla V i —.
4. Przypadek gdy cut-formuta := ¢ — 1. Fragment dowodu o postaci:

o, ['= Ay =3¢ v, A==
T=Ap—1 p = ILA= 3 E
ILA= AYE

(—==)

(=-)

zostaje zastapiony przez:

o, I'= Ay Y, A=E

H:>Z,(p QO,F,A¢:>A¢,E

H,F¢,A¢7<p = EgoaAdnE
T,ILA= A%, =2

(W)(P)

gdzie Ay, oznacza A bez wystapien ¢ i ¢.

Zauwazmy, ze w wyniku otrzymanej transformacji mamy dwa wystapie-
nia (Mix), a przeciez dowodzimy faktycznie lematu, zgodnie z ktérym elimi-
nowalne jest (Mix), ktére ma jedno wystapienie jako ostatnia reguta w do-
wodzie. Oba zastosowania (Mix) sa na cut-formule o mniejszej dtugosci. To,
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ktore wystepuje wyzej jest zatem eliminowalne, gdyz spelnia zalozenie induk-
cyjne indukeji IT (po dtugosci — punkt 2.2.). Zatem dowod ¢, I', Ay = Ay, 2
mozemy zastapi¢ dowodem bez (Mix), a wtedy drugie wystapienie (Mix) sta-
je sie jedynym i tez podpada pod zatozenie indukcyjne indukcji II, a zatem
tez jest eliminowalne.

Krok indukeyjny indukeji IIT (po gtebokosei (Mix) — punkt 3.2 1 4.2).

Przeprowadzenie tej czesci dowodu wymaga znacznie wiecej pracy i roz-
wazenia wielu przypadkow.

Punkt. 3.2. Krok indukcyjny po gtebokosci (Mix). Zalozenie indukcyjne:
Przyjmijmy, ze (Mix) o glebokosci < n jest eliminowalny. Dowodzimy, ze
kazdy (Mix) o glebokosci = n mozna zastapi¢ zastosowaniami (Mix) na tej
samej formule (dlugosé nie ulega zmianie) o mniejszej gtebokosci. Dowod ma
dwie czesci:

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1 i rozwazamy roézne przypadki, ktore doprowa-
dzily do dedukcji prawej przestanki (Mix).

B. Zakladamy, ze L-rank> 1 i rozwazamy rézne przypadki, ktére doprowa-
dzity do dedukcji lewej przestanki (Mix).

W kazdej czesdci nalezy rozwazyé sytuacje gdy cut-formuta jest:

1. parametryczna;
2. przestankowa (zastosowanej reguly);

3. zasadnicza.

Przy czym dla dowodu bazy indukcji II (punkt 3.2) znaczenie maja tylko
przypadki 2 i 3, gdyz tylko wtedy cut-formuta moze by¢ zmienng. Natomiast
dla dowodu kroku indukcyjnego tej indukcji (punkt 4.2) wazne sa wszystkie
przypadki. Rozwazajac poszczegélne sytuacje trzeba dodatkowo wziaé¢ pod
uwage wszystkie mozliwe reguty strukturalne i logiczne. Ponizej dowiedziemy
czedcl A, zostawiajac dowdd czesci B, jako symetryczny do A, czytelnikowi.
W dowodzie czesci A. rozwazymy wszystkie przypadki roznigce sie istotnie
od siebie pozostawiajac czytelnikowi przerobienie pozostatych, podobnych
przeksztalcen.

A. Zaktadamy, ze R-rank> 1
Al. Przypadki gdy cut-formuta jest parametrem.
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A11l. Gdy prawa przestanka jest otrzymana przez regute dziatajaca tylko
na nastepniku:

A111. Jednoprzestankowe reguty:

A1111. Przypadek (= V). Fragment dowodu o postaci:

II by
(iny D= Al gl > 5 9 vx
I, = Ap, 2,0V
zostaje zastapiony przez:
I'=A 11 b

[, = Ap, X,

(jv)RH@:AwEWVX

A1112-A1114. Analogicznie dla (= W), (= C), (= P).
A112. Dwuprzestankowe reguly — tylko (= A). Fragment dowodu o po-
staci:

] = X, 9 O] = %, x
I'= Aly] O] = X, A x
[V, = Ag, X, 9 A x

(=A)

zostaje zastapiony przez:

= Alp] Hpl=%¢y T=Ap Iyl =% x
[0, = A, S, ¢ [0, = A, S, X A
[0, = Ay, 5,0 A x (=)

gdzie oba zastosowania (Mix) maja mniejsza glebokosé, sa zatem elimino-
walne z zalozenia indukcyjnego.

A12. Przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka jest
otrzymana przez regute dziatajaca tylko na poprzedniku.

A121. Jednoprzestankowe reguty.

A1211. Przypadek (A =). Fragment dowodu o postaci:

Y, p] = X
I'= Alp] Y AxIp] = X
T, Ax, I, = Ay, %

(A=)
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zostaje zastapiony przez:
I'=s A Iy = X
[p] ¥ Ty (Miz)
Loy, = Ay, 2
Loy Ax, Iy = Ay, X

(A=)(P =)

A1212-A1214. Analogicznie dla (W =), (C =), (P =).
A122. Dwuprzestankowe reguly — tylko (Vv
A112, czyli (= A).

=) dowdd analogicznie do

A13. Przypadki gdy cut-formuta jest parametrem a prawa przestanka jest

otrzymana przez regute dziatajaca na obu stronach sekwentu.

A131. Jednoprzestankowe reguty.
A1311. Przypadek (=—). Fragment dowodu o postaci:

Y, [p] = %, x (
= Alpl O] = 3,9 — x
(Mit) = 1, SR, 50— x

=—)

zostaje zastapiony przez:
I'=s A ] = 32, )
P el = Sy
F,¢,H¢ = sz?X
(=—=)(P =)
FaHgo = A<p,2,¢ — X

A1312-A1313. Analogicznie dla (- =), (= —).

A132. Dwuprzestankowe reguly — tylko (—=). Fragment dowodu o po-

staci:

(1]

M= 50 xAd=2

FéN] V=gl Alpl = 52
T,¢ — x,1,,Ap, = A 5.5 (Miz)

zostaje zastapiony przez:

- I=Alpl  Hp]=X,¢ ,
(Mix) —
I, = Ag, X9 X, T Ay = Ay, 2
@bHX,F,H@,F,A@iAw,E,A@,E P

Ly — x, g, Ay = Ay, X, 2
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gdzie oba zastosowania (Mix) maja mniejsza glebokosé, sa zatem elimino-
walne z zatozenia indukcyjnego.

A2. Przypadki gdy cut-formuta jest formuta przestankows reguty zasto-
sowanej do prawego sekwentu-przestanki.

A21. Jednoprzestankowe reguty.

A211. Przypadek (=—). Fragment dowodu o postaci:

@, o] = X,
I'= Alp]  Hfp] = X, — 1
F7H90:>A<p72790_>¢

(=—)

zostaje zastapiony przez:

I'=Alp] o] = 5,9
[, = Ag, X9

o, I I, = Ay, 2,7

[, = Ap, X0 — 9

W =)
(=—)

A212-A213. Analogicznie dla pozostalych regul jednoprzestankowych:
(m=)1(A=).

A22. Dwuprzestankowe reguty.

A221. Przypadek (—=). Fragment dowodu o postaci:

=X o, A=E=
I'= Aly] v — o, ILA= X2
Lo — o, I, Ay = Ay, X2

(—==)

Tym razem mamy dwie mozliwosci:
A221a. jezeli ¢ nie jest w IT (II, = II), to zostaje zastapiony przez:

I' = Aly] o, A =2

T A, = A, = W(Mm)
M=% ¢ o T A, = AL B E_};)

w—>%H,F,A¢ :>27Atp75
Faw_’SOanAgojAcp727E

(P)

A221b. jezeli ¢ jest w II, to zostaje zastapiony przez:
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I'= Aly] o, A=E

s
rimy D28 Tl = B T A= A, 2 W( i)
w T, = Ay, %, 1) T A=Az V=)

(—=)

1/} - ¢7F7H¢7F7Ag0 = A(,D:EvAlva'
F»@Z)_)Qpancvago :>A¢,E,E

(P)(C)

A222. Przypadek (V =) jest analogiczny.

A3 Przypadki gdy cut-formuta jest formutg zasadnicza reguty zastosowa-
nej do prawego sekwentu-przestanki (zauwazmy, ze wtedy cut-formuta musi
tez, z zalozenia o R-rank, wystepowac¢ w zbiorze parametrow).

A31. Gdy zastosowana reguta jest jednoprzestankowa.

A311. Przypadek (A =). Fragment dowodu o postaci:

o, AY] = X
= AlpAy] oA dpAy] =X
F7H<P/\¢ = Aw/\w,z

(A=)

zostaje zastapiony przez:

I'=Alpny] o IlpAyY] =2
Fa@anwAw = A(p/\¢72

(P =)
(A=)

QD7F7HLp/\’¢' = A(p/\l/ME
F:>A[SO/\¢] @Awarvﬂgﬂ\wiAg@/\sz}
F,F,H(p/\w = ASO/\w’ASO/\w’Z

P),(C
F,H¢A¢:>A@/\¢,E ( )( )

Zauwazmy, ze drugie zastosowanie (Mix) ma R-rank=1, gdyz cut-formuta
pojawia sie po raz pierwszy w prawej przestance; wystapienia cut-formuty
powyzej sie nie licza gdyz tamten (Mix) podlega najpierw eliminacji z racji
podpadania pod zatozenie indukcyjne. Analogiczna uwaga dotyczy kazdego
najnizej wystepujacego zastosowania (Mix) w przeksztalceniach uzyskanych
dla kolejnego przypadku.

A312. Analogicznie dla pozostalych regut jednoprzestankowych, czyli dla
(= =).

A32. Reguly dwuprzestankowe.

A321. Przypadek (—=-). Mamy fragment dowodu o postaci:
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=X v, A==

I= Alp — o] oo lMAisyz 7
— (Mix)
F, H¢—>¢’ Atp—>¢ = A@_@, Z, =

Zauwazmy, ze nie wiemy czy jakies wystapienia ¢ — 1) sa w obu zbiorach
parametrow II i A zatem musimy rozwazy¢ trzy przypadki:

A321a ¢ — 1 jest zarowno w II jak i w A. Dowod wyjsciowy zostaje
zastapiony przez:

I'= Alp — ¢] U, Alp — Y] = E )
AT A — (Mix)
= Alp — Oy — ] = 5, VMoo = Rpoyr =
(Miz) [ — 7] [p — 7] » — (P =)
Ty = Apy, 5,0 P, DAy = Dpsy, E (o)
L= Alp — 9] o=, DIy, DA Ly = Ay Ly B, A Ly, E (Miz)
1T
DD Mgy, Ty Ay = By, Doy T, Doy B
(P)(C)

DIl g, Ay = Dy, 3, E

A321b ¢ — ¥ jest w II ale nie w A. Dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony
przez:

F=Alp—y]  He—-9|=%¢
gy = Apy, X, ¢ P, A==
F:>A[g0—>¢] @varanap—nvajAap—n[uXLE
F, F,Htpﬂw, A= A<p~>1p» Agpi,ip, E, =
= P)(C)
F7H¢H¢,A = A@vaza:

(==)

A321c ¢ — ) jest w A ale nie w II. Dowdd wyjsciowy zostaje zastapiony
przez:

I'=Alp =]  ¢,Ap—9]=E

— (Mix)
F,T[),Aw_nl, = AQO—"ZH:‘ (P é)
1= 2,90 ¢,F,A<p_y¢, = A(p_>¢,E _>:>)
I'= A[QD — 1/1] @ — w,H,F,AgOHz/, = E, ALPH@[,, = (M’La:)

IV IL T, A<p_>¢ = Azp—mjn >, A<p_>¢, =
I, 11, ASO—WZJ = ASO—”/}’ DI

(P)(C)

A322. Analogiczny dowod dla (V =) choé bez rozwazania podprzypad-
kow.

B. Analogicznie jak w czesci A. Dowodzimy redukcji glebokosci (Mix)
przy zalozeniu, ze L-rank>1. N
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Odnotujmy, ze przystosowanie oryginalnego dowodu Gentzena do LK
jako m-systemu nie nastrecza zadnych trudnosci, gdyz reguty (P) nie odgry-
waja w nim zadnej istotnej roli.

5.3 Dowody oparte na lokalnych przeksztalceniach

Ponizej zaprezentujemy trzy dowody dopuszczalnosci (Cut), ktore tez sa
oparte na lokalnych przeksztatceniach analizowanego dowodu i w tym sensie
przypominaja dowdd Gentzena. Natomiast podstawowe rdznice z dowodem
Gentzena sa nastepujace:

1. sa to dowody dopuszczalnosci (Cut) — pokazuja nie jak eliminowaé
(Cut) z dowodu ale, ze jego dotaczenie nie wzmacnia systemu;

2. indukcja po dwoch parametrach (nie po trzech);

3. dla ARS z aksjomatami atomowymi (za wyjatkiem dowodu Smullyana,
ktory nie naktada ograniczen na aksjomaty);

4. bezposrednio dla (Cut), a nie dla (Mix);

5. indukcja nie po gtebokosci, ale po dtugosci/wysokosci dowodu przesta-
nek (Cut).

Punkt 2 jest, jak wyzej odnotowaliSmy (por.paragraf 5.1.1) konsekwencja
punktu 1. Nadrzedna indukcja po ilosci zastosowan (Cut) staje si¢ zbedna,
gdyz nie rozwazamy dowodéw systemu, w ktéorym (Cut) jest regula pier-
wotna — obie przestanki analizowanego zastosowania (Cut) sa z zalozenia
pozbawione uzycia tej reguty. Punkty 4 i 5 sg konsekwencja 3, czyli przyje-
cia systemu ARS, w szczegdlnosci udowodnionej dla m-ARS dopuszczalnosci
kontrakcji. Dodatkowo zaktadamy dla wszystkich dowodéw omawianych w
tym podrozdziale (oprocz dowodu Smullyana), ze aksjomaty maja postaé
o, ' = A, gdzie p € ZZ (p. 3). Oczywiscie nie ostabia to systemu, gdyz
twierdzenie 4.1 zachodzi dla ARS, a przez dopuszczalnos¢ (W) T = A,
dla dowolnego I' N A # @. Zatozenie to jedynie upraszcza dowod. Poniewaz
w ARS nie mamy pierwotnych regul strukturalnych, wiec pojecie dtugosci i
wysokosci dowodu sie pokrywaja.

Uwaga 5.1: Przypomnijmy, ze dlugosé zastosowania (Cut) okreslamy jako
sume dlugosci dowodéw obu przestanek. Poniewaz generalnie dtugo$é dowo-
du sekwentu jest okreslana nie jako suma dlugosci dowodoéw przestanek ale
jako maksymalna dlugos¢ gatezi tego dowodu + 1 (por. definicje w rozdziale
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3) niesie to pewne konsekwencje, na ktore trzeba uwazaé¢ podczas krokow
redukcyjnych. Otéz w ogodlnosci dlugosé (Cut) nie jest monotoniczna, tzn.
jezeli w dowodzie mamy dwa zastosowania (Cut) — nazwijmy je cutl i cut2
(gdzie cut2 jest nizej w dowodzie) — to dlugosé cut2 nie musi byé¢ wieksza
niz dlugoéé cutl. Np. niech dlugosé cutl = k+ j, a dtugoéé dowodu tej prze-
stanki cut2, nad ktora znajduje sice cutl wynosi m a drugiej n. Wprawdzie
m >k im > j ale moze by¢ tak, ze m+n < k+ j.

5.3.1 Dowdd Dragalina

Ponizej zaprezentujemy dowdd, ktéry zostal zaprezentowany w zarysie przez
Dragalina [32| dla logicznej wersji m-systemu RS dla INT. Detaliczng prezen-
tacje tego dowodu zawiera Dyckhoff [37], a jego zastosowanie do m-ARS dla
KRZ znalez¢ mozna np. w Schwichtenberg, Troelstra [145], czy Negri, von
Plato [101]. Popularnosé¢ tego dowodu wynika stad, ze zachowujac zasad-
nicze idee dowodu Gentzena prowadzi jednak do duzego uproszczenia catej
jego struktury i mniejszej ilosci detali z powodu braku regut strukturalnych.
Wykazujemy dla m-ARS z aksjomatami atomowymi, ze jezeli F ' = A ¢ i
Fo,Ill=3 toFTII=A3.

Dowd6d rozbity jest na 3 czesci:

1. co najmniej jedna przestanka aksjomatyczna;
2. cut-formuta nie jest zasadnicza w co najmniej jednej przestance;

3. cut-formuta jest zasadnicza w obu przestankach.

DowoOD: W kazdym przypadku rozwazamy podprzypadki zastosowania réz-
nych regul do rozwazanej przestanki (Cut). W pierwszej czesci pokazujemy,
ze (Cut) jest calkowicie eliminowalne. Wynika to z faktu 5.1.

W punkcie 2 wykazujemy, ze mozna zredukowaé¢ dtugo$é dowodu jednej
przestanki (Cut). Nie ma potrzeby detalicznie rozwaza¢ wszystkich przypad-
kow, gdyz zasadniczo pokrywaja sie one z transformacjami oméwionymi dla
dowodu Gentzena w punktach Al oraz (zostawionym czytelnikowi) B1. Cal-
kowicie odpada rozwazanie przypadkéw zgrupowanych w punkcie A2 i A3
(oraz B2 i B3), gdyz zachodza one dla systemu z (pierwotna) kontrakcja i z
(Mix) zamiast (Cut), co uzasadnimy ponizej (uwaga 5.2).

Przyjmujemy, przykladowo, ze cut-formuta nie jest zasadnicza w lewej
przestance (Cut) zatem przy niezmienionej przestance prawej pokazujemy, ze
dhugo$é dowodu lewej przestanki mozna zmniejszy¢. Rozwazamy wszystkie
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osiem przypadkéw zastosowania regut logicznych do uzyskania lewej prze-
stanki. Dla przyktadu pokazemy (—=):

I'= A ¢,x P, I'= A, x
o— 1, I'=Ax X, I =%
o — Y, 0 II=AY

(—=)

(Cut)

zostaje zastapiony przez:

'=Ap,x X, I =% v, = A x X, Il =%
l= A o, DIl =AY
o=, [I= A%

(Cut)

gdzie oba zastosowania (Cut) maja mniejsza dtugosé, sa zatem eliminowalne
z zatozenia indukcyjnego.

Jak widaé¢ kroki przeprowadzane w punkcie 2 odpowiadaja transforma-
cjom z punktu Bl w dowodzie Gentzena, ktéry pozostawilismy czytelnikowi.
Analogiczne transformacje przeprowadzamy jezeli zalozymy, ze cut-formuta
jest parametryczna w prawej przestance. Znéw rozwazamy osiem przypadkéw
zastosowania regul logicznych, tym razem do prawej przestanki. Pokrywaja
sie one z punktem Al w dowodzie Gentzena tylko sa prostsze gdyz nie wy-
magaja uwzgledniania zastosowan regut strukturalnych.

W punkcie 3. dowodzimy, ze mozna zredukowaé¢ dtugosé cut-formuty. Po-
niewaz zmienne nie moga by¢ formutami zasadniczymi, wiec w konsekwencji
prowadzi to do caltkowitej eliminacji (Cut). Dowdéd w tym punkcie nie roz-
ni sie od dowodu punktu 4.1 w dowodzie Gentzena, cho¢ tu dla odmiany
transformacje dla cut-formut o postaci koniunkcji i alternatywy sg bardziej
skomplikowane dla wariantéw Ketonena. Dla przykitadu podamy przypadek
koniunkcji:

F'=Ap I'=s A o, 0, 1I=%

(iAhijK¢A¢A¢ ooy M)
Y T =AY
zostaje zastapiony przez:
r=A =%
=8¢ e ll= (Cut)

I'=s A U, 0l =AY
I II=AAX
M ) ) ) C
[LII= A% (©)

(Cut)
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Jak wida¢ w poréwnaniu do stosownej transformacji dla regul Gentze-
na zmuszeni jestesmy zastosowaé¢ (Cut) dwukrotnie. Co wiecej, wysokosé
drugiego zastosowania (Cut) moze by¢ wieksza, ale oba zastosowania sa na
mniejszych cut-formutach. Zatem cel redukcji jest w tym punkcie osiggniety.
Niezbedne jest tez uzycie kontrakcji, ale — jak dowiedliSmy w podrozdziale
4.3 — jest ona dopuszczalna w m-ARS. N

Uwaga 5.2: Zauwazmy, ze przypadki rozwazane przez nas w dowodzie Gent-
zena w punkcie A2 i B2 (cut-formuta jako formuta przestankowa) podpadaja
(jako szczegodlne przypadki) pod transformacje przeprowadzane w dowodzie
Dragalina w punkcie drugim, gdyz z dwoch wystapieri cut-formuty w pra-
wej przestance (Cut) tylko jedna jest eliminowana po przesunieciu danego
zastosowania (Cut) do gory; druga nadal moze by¢ wykorzystana ponizej
jako formuta poboczna zastosowania odpowiedniej reguty. Z kolei przypadki
podpadajace w dowodzie Gentzena pod punkt A3 i B3 (cut-formuta jako for-
muta zasadnicza) nie znajduja zastosowania, gdyz (Cut) wycina tylko jedno
wystapienie cut-formuly, a nie wszystkie jak (Mix).

Uwaga 5.3: Podzial dowodu na trzy czesci istotnie wyczerpuje wszystkie
przypadki opierajac sie na dwustopniowej klasyfikacji. Pierwsze kryterium
dotyczy dtugosci dowodu; dychotomicznie oddzielamy dwa przypadki: 1.
przynajmniej jeden z dowodoéw przestanek (Cut) ma dtugosé 0 (czesé 1) 2.
zaden nie ma (tzn. oba maja dtugosé¢ wieksza — czesé 2 i 3). Drugie kryterium
dotyczy charakteru cut-formuty: 2.1. przynajmniej jedna jest parametrycz-
na (czes¢ 2) 2.2. zadna nie jest (tj. obie sa zasadnicze — czes¢ 3). Taki sam
podzial zastosowany jest eksplicite w dowodzie Smullyana [131] omawianym
w nastepnym paragrafie. Prezentacja dowodu w Negri, von Plato [101] za-
wiera dodatkowy podziat czesci drugiej na dwa przypadki: (a) cut-formuta
nie jest zasadnicza w lewej (ewentualnie prawej) przestance; (b) cut-formuta
jest zasadnicza tylko w lewej (ewentualnie prawej) przestance. Nie zmienia to
jednak niczego w samym dowodzie, a tylko w jego zewnetrznej organizacji.

Zauwazmy jednak, ze mozna punkty (a) i (b) (wyrdznione w wersji do-
wodu z Negri, von Plato [101]) potraktowaé, obok czesci pierwszej, jako
kompletny podzial dowodu dopuszczalnosci (Cut) w ARS. Przeprowadza-
my wtedy indukcje tylko po dlugosci dowodu jednej z przestanek (Cut) (np.
lewej) oraz korzystamy z tego, ze wszystkie reguly sa odwracalne (lemat
4.11). Ot6z, analizujac przypadek (b) nie musimy rozwazaé czy cut-formuta
w prawej przestance jest zasadnicza czy nie, gdyz mozemy odwotaé sie do
lematu o inwersji (tzn. lemat 4.11). I tak, w przyktadzie analizowanym wyzej
dowo6d przestanki ¢ A ¢, I = ¥ mozemy zastgpi¢ dowodem ¢, ¥, II = X,
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na mocy lematu o inwersji. Reszta przeksztatcenn bez zmian. W ten sposéb
mozna dowod Dragalina jeszcze bardziej uproscié sprowadzajac krok 3 do
2. W dowodzie Schiittego, omawianym dalej, lemat o inwersji regut bedzie
podstawowym $rodkiem dowodzenia dopuszczalnosci (Cut), ale organizacja
dowodu jest inna.

5.3.2 Dow6d Smullyana

Smullyan [131] podaje elegancki wariant dowodu dopuszczalnosci ciecia dla
systemu tablicowego. Ponizej przedstawimy go w wersji dostosowanej do z-
systemu ARS z addytywnym (Cut) (tj. w wersji k-jednolitej). Organizacja
dowodu jest w zasadzie taka sama jak dowodu Dragalina (por. uwaga 5.3),
ale uzycie z-systemu i innej wersji (Cut) wprowadza pewne réznice, dlatego
warto go przytoczyé¢. Aksjomaty nie musza by¢ atomowe, nie korzysta sie tez
z odwracalnosci regut czy dopuszczalnosci kontrakeji (gdyz to z-system!), ale
dowod w istotny sposob opiera sie na lemacie o dopuszczalnosci (W).

Wprowadzimy, za Smullyanem, nastepujace oznaczenia i terminologie:

T =¥ A oznacza, ze T’ = A ma dowod o dlugosci k, w ktorym ostatnia
zastosowana reguta byta na formule ¢ € TUA, tzn. ¢ jest formula zasadnicza
wl = A

Zauwazmy, ze F I' =, A wtw k = 0 (aksjomat) lub k£ > 0 i istnieje ¢
takie, ze - T’ :>f A. Oczywiscie - I' = A oznacza, ze Jk takie, ze - I' = A.

¢ jest k-eliminowalne wtw jest cut-formula takiego zastosowania (Cut),
w ktorym suma dlugosci dowodéw obu przestanek wynosi k.

© jest eliminowalne wtw ¢ jest k-eliminowalne dla dowolnego k.

W dowodzie korzystamy tez z twierdzenia o dopuszczalnosci (W) z zacho-
waniem dlugosci dowodu (lemat 4.10). Za jego pomoca wstepnie dowodzimy
nastepujacego faktu:

Lemat 5.4 Dla dowolnego i,j < k,
1. jezeli T =% A, =, to F T, 0 = A, -
2. jezeli =T, —p =, A, to T, —p =i A ¢
3. jezelit-T :>wa A, oA, toET =i Ao, oA orazb T = A, oA\
4. jeseli- T, o ANy =™ A to T 0,00, 0 Ah =4 A

5. jezeliF T =YY A oV ap, to FT = Ao, 0,0V 1)
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6. jezeli= T, oV =YY A to T, 0, Vb =; A oraz b T4, oVib =5 A
7. jezeli =T ifﬂw Ao —, tobET, 0= A, —

8. jezeli =T p — ¢ =27V A to - T,h, 0 — ¢ =i A oraz - T, —

DowoOD: Zauwazmy, ze lemat ten jest ostabiong wersja lematu o inwersji, nie-
zbedna dla udowodnienia wyniku zasadniczego. Dowdd jest trywialny. Roz-
wazmy przypadek 3. Jezeli - I :>wa A, o AN, to w dowodzie bezposrednio
poprzedzaja go sekwenty I' = A ¢ oraz I' = A, 1, ktérych dowody sa krot-
sze od k. Przez dopuszczalnosé (W) otrzymujemy dowody I' = A, p, 0 A ¢
oraz I' = A Y, A z ta samg dtugoscia. Dla innych przypadkéw analo-
gicznie. W

Aby dowies¢ twierdzenia, ktére mowi, ze kazde ¢ jest eliminowalne Smul-
lyan dowodzi twierdzenia pomocniczego:

Twierdzenie 5.2 Dla dowolnych n, k, dowolne ¢ dtugoscin jest k-eliminowalne,
jezeli spetnione sq warunki:

c1) dowolne 1 dtugosci mniejszej od n jest eliminowalne
c2) dowolne b dtugosci n jest k'-eliminowalne, dla k' < k

Z twierdzenia tego wynika twierdzenie o eliminacji (Cut), ktére w wersji
Smullyana brzmi:

Twierdzenie 5.3 (O eliminacji) Kazde ¢ jest eliminowalne.

Aby uzasadnié, ze twierdzenie o eliminacji wynika z twierdzenia pomocni-
czego 5.2, zatdzmy nie wprost, ze pewne @ nie jest eliminowalne. Wybierzmy
najmniejsze takie nieeliminowalne ¢ i niech dtugosé ¢ = n. Oznacza to, ze
wszystkie formuly o mniejszej od n dlugosci sa eliminowalne (warunek cl).
Skoro ¢ nie jest eliminowalne, to istnieje najmniejsze k takie, ze ¢ nie jest
k-eliminowalne, czyli jest k’-eliminowalne dla kazdego k' < k (warunek c2).
Ale oba warunki implikuja, ze ¢ jest k-eliminowalne; sprzecznosé. M

PrzejdZzmy zatem do dowodu twierdzenia pomocniczego gdyz daje ono
warunki wystarczajace dopuszczalnosci (Cut).

DowOD: Zalézmy, ze spetnione sa podane wyzej warunki cl i c¢2. Dowodzimy,
ze ¢ dhugosci n jest k-eliminowalne, tzn. przy zalozeniu, ze (1) F ' =51 A, @
1(2)F o, T =2 A, gdzie k = k1 + k2 dowodzimy, ze F T' = A
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Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: Al k1 = 0 lub k2 = 0, albo A2
k1>11k2>1.

Rozwazmy Al i przyjmijmy, ze k1 = 0, zatem I' = A, ¢ jest aksjomatem
i istnieje v takie, ze » € TNAU{p}. ¥ = ¢ lub nie, jezeli to drugie, to 1) €
TUAIFT = A Jezeliyy =, toT = A := ¢, I = A, ale z zalozenia (2)
taki sekwent jest dowiedlny, gdyz ¢, IV = A := ¢, 0,1V = A = o,T' = A.
Dla k2 = 0 dowo6d analogiczny.

A2: Zatoimy, ze k1 > 11 k2 > 1, wtedy (1) = T =% Ap i (2)
F o, T =% A, dla pewnych 1, x.

Zauwazmy, ze zachodzi alternatywa: B1 ¢ # 1 lub ¢ # x, albo B2 ¢ = ¢
1p=x.
Rozwazmy B1 i zal6zmy ¢ # 1. Musimy rozwazy¢ przypadki .

B1l. ¢» = x V § i nalezy do A czyli (1’) wyglada nastepujaco + T :>?§1/6

A’ x V0, . Przez lemat 5.4. T =; A/, x,d,x V4, dlai < k1. Z zalozenia
(2)) F @, T =pa A',x V3, zatem przez dopuszczalnosé (W) F ¢, T =po
A x,0,x V. Zatem mamy F T' =; A, x,0,p1F o, = A, x,0, gdzie
i + k2 < k, wiec przez warunek c2 ¢ jest ¢ + k2-eliminowalne, czyli - I" =
A, x,0, skad przez (= V) mamy - I" = A.

. . s . AS
B12. ¢ = x A4 inalezy do A czyli (1’) wyglada nastepujaco - I' =

A’ x A6, p. Przez lemat 54 mamy (i) F T’ =; A’ x,x A d,¢ oraz (ii) F
I' =; A6, xNd,p dlai,j < kl. Z zalozenia (2) F ¢, T' =5 A x A9,
zatem przez dopuszczalnosé (W) mamy (iii) F ¢, T' =42 A/ x, x A 0 oraz
(iv) B o, T =pa A6, x AS. Zatem z (1) 1 (iil) mamy F T' =; A, x,p i
F o, I = Ay, gdzie i + k2 < k, wiec przez warunek c2 ¢ jest i + k2-
eliminowalne, czyli mamy (v) - I' = A, x. Podobnie z (ii) i (iv) przez c2
otrzymujemy, ze ¢ jest i + k2-eliminowalne gdyz j + k2 < k, czyli (vi)
FT'= A, x. Z (v)i(vi) przez (= A) i fakt, ze x Ad € A mamy FT' = A.

Dowdd dla pozostalych przypadkoéw oraz przy zalozeniu, ze ¢ # x ana-
logiczny.

Zalozmy teraz B2 ¢ = ¢ i ¢ = x, zatem (') F T =7, Api (2))
Fo,T ij A. Ponownie musimy rozwazy¢ roézne przypadki dla ¢.

B21. ¢ = x Ad: wtedy, przez lemat 5.4, mamy (i) - T’ =; A’ x, x Ad oraz
(i) F T =; A0, x N6 dlai,j < kl. Z zalozenia (2’), przez dopuszczalnosé
(W), mamy (iii) - ¢, I' =2 A, x oraz (iv) F o, I =42 A, 6. Z (i) i (iii) przez
c2mamy (v) I =110 A, xaz(ii) i (iv) przez c2 mamy (vi) F T' =40 A,
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gdyz i+ k2 < kij+ k2 <k, wiec ¢ jest odpowiednio i + k2-eliminowalne i
j+k2-eliminowalne. Ponadto z (2’) i lematu 5.4 mamy (vii) - ¢, x, 0, =7,
A, a z (1), przez dopuszczalnosé (W), mamy (viii) - T, x,d, =%, A, ¢, co
znow przez ¢2 daje (ix) F T',x, 0 =k14k2-1 A. Teraz korzystamy z warunku
c2, najpierw z (v) i (ix) dostajemy (x) = I',0 = A, gdyz x jest eliminowalne
jako krotsze od ¢. Nastepnie z (vi) i (x) w analogiczny sposdb otrzymujemy

FT = A.

Pozostate przypadki dowodzimy analogicznie. M

5.3.3 Dowdd metoda Schiittego

Jest to oryginalna forma dowodu w istotny sposéb odbiegajaca od dowodu
Dragalina czy Smullyana, ktore sa blizsze dowodowi Gentzena.

Pierwotne dowdd ten byt przeprowadzony dla systemu, ktory wlasciwie
wogole nie jest systemem sekwentowym sensu stricto. Schiitte [123] symu-
lowal jednak na formulach wlasnosci sekwentéw z pomoca definicji pozy-
tywnych i negatywnych wystapienn podformut. Nie bedziemy tu dokltadniej
omawiaé jego systemu — dla nas istotne jest, ze mozna jego strategie dowodu
dopuszczalnosei (Cut) przeniesé na standardowe z-ARS lub m-ARS. W tym
wypadku zaprezentujemy dowdd dla z-ARS. Réznice z dowodem Gentzena
sg takie same jak w poprzednich dwoch przypadkach. Ponadto, dowod po-
nizszy w istotny sposéb bazuje na lemacie o inwersji regut i dopuszczalnosci
(W). Ponownie dowodzimy, ze jezeli F I' = A p ik ¢, Il = X, to rowniez
FDII= AL

Uwaga 5.4: W literaturze przedmiotu czesto moéwi sie o dowodzie metoda
Schiittego-Taita. Mimo pewnych podobienistw uwazamy, ze nie nalezy ich jed-
nak utozsamiac¢. Po pierwsze, oba dowody sa przeprowadzone dla innego typu
systemow. W przypadku Taita [140] jest to RS z sekwentami jednostronnymi
opartymi na interpretacji trzeciej z podrozdziatu 2.3 (tzn. sa to skonczone
zbiory formut lub alternatywy — Tait rozwazal zreszta zbiory nieskoniczone),
ponadto formutly sprowadzone sg do negacyjnej postaci normalnej, tzn. z ne-
gacjami tylko przed atomami. Po drugie, u Taita mamy dowéd eliminacji,
a nie dopuszczalnosci, co rzutuje na jego strukture ogolng. Odbiega ona od
Gentzenowskiej, gdyz indukcja nadrzedna jest przeprowadzona nie po ilosci
wystapieni (Cut), ale po dtugosci cut-formutl. Podrzedne indukcje sa przepro-
wadzone w zasadzie tak samo jak w dowodzie Dragalina. Wprawdzie mamy
tam tez do czynienia z wykorzystaniem odwracalnosci regut (por. prezenta-
cja dowodu w Schwichtenberg [124]), ale w zasadzie jest to zbedne. Ogdlna
strategia dowodu Taita bedzie oméwiona w paragrafie 5.4.2.
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Dowdd Schiittego jest zorganizowany inaczej niz dowod Dragalina i Smul-
lyana omawiane wyzej; nadrzedne kryterium to dtugos$é¢ cut-formuty. Zatem
przeprowadzamy indukcje po dlugosci ¢, a w jej obrebie dodatkowo indukcje
po dtugosci dowodu jednej z przestanek (Cut). Jednak w przeciwienstwie do
dowodu Gentzena, ta druga indukcja jest przeprowadzona tylko w obrebie ba-
zy indukcji nadrzednej i dotyczy jedynie dtugosci jednej przestanki’. Dowod
kroku indukcyjnego indukcji po dtugosci ¢ przeprowadzamy odwolujac sie
do lematu o inwersji regut ARS, co pozwala zrezygnowaé z ponownej induk-
cji po dtugosci dowodu, a w szczegdlnosci z osobnego rozwazania przypadku
gdy w obu przestankach cut-formuta zostala wprowadzona po raz pierwszy
przez regute logiczna (punkt 4.1 w dowodzie Gentzena, czes¢ 3 w dowodzie
Dragalina). Ponizszy schemat pozwala na lepsze poréwnanie ze struktura
dowodu Gentzena:

I. Indukcja po dlugosci cut-formuty.

1.1. Baza: (Cut) na cut-formule o dtugosci 0 jest dopuszczalny.
II. Indukcja po dlugosci dowodu (lewej) przestanki (Cut).

2.1. Baza: (Cut) z lewa przestanka o dowodzie dtugosci 0 jest
dopuszczalny.

2.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) z lewa przestanka o dowodzie
dlugosci < n jest dopuszczalny, to w dowodzie dtugosci n tez jest
dopuszczalny.

Whiosek z 2.1., 2.2: (Cut) na cut-formule o dlugosci 0 jest
dopuszczalny bez wzgledu na dtugosé dowodu lewej przestanki.

1.2. Krok indukeyjny: Jezeli (Cut) na cut-formule o dlugosci < n jest
dopuszczalny, to dla cut-formuty o dlugosci n tez jest dopuszczalny.

Whiosek z 1.1., 1.2: (Cut) na dowolnej formule jest dopuszczalny.

DowoOD: Punkt. 1.1. Zaktadamy, ze ¢ jest zmienna i (punkt 2.1) zaktadamy,
ze dowod lewej przestanki (Cut) I' = A, ¢ jest dlugosci 0, tzn. jest aksjoma-
tem. Eliminowalno$é¢ (Cut) wynika z faktu 5.1. Przypomnijmy, Ze mamy do
rozwazenia dwa przypadki:

a) TNA#2 (p¢l) wtedy I', II = A, X tez jest aksjomatem.

" Indukcje po dtugosci drugiej przestanki musielibysmy przeprowadzaé tylko w przy-
padku, gdy ktéras z regul jest nieodwracalna. Wtedy trzeba dodatkowo analizowaé¢ w jaki
spos6b dana formuta zostala wprowadzona do dowodu.



5.3. DOWODY LOKALNE 117

b) TNA = & (tzn. ¢ jest formuly zasadnicza i I' = I, ) poniewaz
prawa przestanka ¢, II = ¥ ma dowod, wiec, przez dopuszczalnosé (W),
I, 0,11 = A, Y tez ma dowod.

Punkt 1.1, 2.2, zalozenie indukcyjne: (Cut) na zmiennej ¢ z lewa przestan-
ka o dowodzie dlugosci < n jest dopuszczalny. Dowodzimy, ze (Cut) na
zmiennej ¢ z lewa przestanka o dowodzie dtugosci n tez jest dopuszczal-
ny. Dow6d przez rozwazenie wszystkich przypadkéow, ktére doprowadzity do
dedukcji I' = A, . Poniewaz ¢ jest zmienna, wiec w gre wchodza tylko
takie przeksztalcenia gdzie byla formuty parametryczna. Przeksztalcenia sa
analogiczne do rozwazanych w punkcie B1l. dowodu Gentzena ale poniewaz
dowod czesci B pozostawiliSmy czytelnikowi wiec ponizej zademonstrujemy
dwa przypadki. Przedstawimy je tym razem nie w postaci przeksztatcanych
figur dowodowych, ale w bardziej konwencjonalnej postaci, podobnie jak w
dowodzie Smullyana.

Przypadek (= —).T'= A, ¢ :=T = A, ¢, p i wydedukowana z 1), T" =
A’ . Sekwent-przestanka ma dowod dlugosci n — 1 zatem podpada pod
zalozenie indukcyjne, tzn. jezeli H ¥, T = A'jp ik ¢, I = 3 (tj. prawa
przestanka), to rowniez dowiedlne jest ¢, T, 11 = A’ 3, skad przez (= —)
mamy I, 1T = A/, -, X =TI = A, 3.

Przypadek (= A). T'= A, p:=T = A, ) A x, ¢ i wydedukowana z " =
A, p oraz T' = A/, x, . Oba sekwenty-przestanki majg dowody dtugosci
< n zatem podpadaja pod zalozenie indukcyjne, tzn., ze (w polaczeniu z
prawa przestanka) dowiedlne jest zarowno T',1I = A/ X ¢, jak i T',1I =
A" %y, skad przez (= A) mamy I, IT = A" A x, X :=T, 11 = A, X.

Pozostate przypadki analogicznie.

Dowiedlismy (przez indukcje po dlugosci dowodu lewej przestanki), ze
dla dowolnej zmiennej ¢ jezeli F I' = Ajp i F ¢, II = X, to rowniez F
I= A

Punkt 1.2. zatozenie indukcyjne: (Cut) na ¢ o dtugosci < n jest dopuszczalny.
Dowodzimy, ze (Cut) na ¢ o dtugosci n tez jest dopuszczalny. Dowdd przez
rozwazenie wszystkich przypadkow .

Przypadek ¢ := —1p. Obie przestanki (Cut) maja posta¢ I' = A, =) i
=), Il = 3. Z lematu o inwersji dow6d maja tez ich przestanki, tj. - ¢, ' =
A ik 1l = X4, zatem z zalozenia indukcyjnego (gdyz ¢ ma dtugosé n — 1)
dowiedlne jest I', Il = A, X.

Przypadek ¢ := 1) A x. Obie przestanki (Cut) maja posta¢ I' = A, Ax i
PYAY, IT = 3. Z lematu o inwersji dowdd maja tez ich przestanki, tj. (i) F T =
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A, (i) FT = Ay i (il) F 9, x, II = X, zatem z zalozenia indukcyjnego
(gdyz v 1 x maja dlugosé < n), (i) i (iii) dowiedlne jest x, ', IT = A, 3, skad,
przez (ii) i zalozenie indukcyjne, mamy dowod T',IT = A X,

Pozostate przypadki analogicznie. W

Dowiedlismy w ten sposob (przez indukcje po dtugosci cut-formuty), ze
dla dowolnej ¢, jezeli FT' = A p ik ¢, I1 = X, to réwniez + ', 1T = A, 3.
Wskazane jest dla lepszego zrozumienia tej strategii dowodowej przeprowa-
dzenie dowodu dopuszczalnosci (Cut) symetrycznie, tzn. dokonujac w P. 2.1,
2.2 indukeji po dtugosci dowodu prawej przestanki (Cut).

5.4 Dowody oparte na globalnych transformacjach
dowodu

Chociaz najbardziej rozpowszechnione sposoby dowodzenia eliminacji lub
dopuszczalnosci (Cut) oparte sa na stosowaniu lokalnych przeksztaltcen, to
wlasnoéci regut omawiane w podrozdziale 4.5 pozwalaja na wykonywanie
bardziej globalnych transformacji na calych fragmentach dowodéw. Co wie-
cej, taki sposéb prowadzenia dowodu pozwala na jego znaczng ekonomizacje.
Przedstawimy ponizej dwa takie dowody. Starszy, pochodzacy od Curry’ego
[27], stal sie pdzniej podstawa bardzo ogdlnych strategii dowodu elimina-
cji ciecia wypracowanych dla tzw. display logic (por Belnap [12]), ktore jest
uogolniona wersja RS. Drugi dowod pochodzi od Bussa [20], ale ogolna struk-
tura zapozyczona jest od Taita [140].

5.4.1 Dowédd Curry’ego

Dowod Curry’ego przeprowadzony jest dla dowolnej wersji LK, ktorej reguty
spelniaja sprecyzowane wezesniej warunki. Dla naszych potrzeb (tj. oryginal-
ne LK Gentzena dla KRZ) nie musimy go podawaé¢ w tak ogolnej postaci jak
u Curry’ego co prowadzi do wielu uproszczen. Réznice z dowodem Gentzena
sa nastepujace:

1. pokazuje nie jak eliminowaé¢ (Cut) z dowodu ale, ze jego dolaczenie nie
wzmacnia systemu;

2. bezposrednio dla (Cut) a nie dla (Mix);
3. indukcja po dwoch parametrach (nie po trzech);

4. indukcja nie po glebokosci, ale po dtugosci dowodu przestanki (Cut);
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5. dowdd rozbity na trzy niezalezne etapy;

6. dowdd dwodch etapéw oparty jest na globalnych przeksztatceniach do-
wodu.

Jak wida¢ w punktach 1-4 dowod Curry’ego zbiezny jest z dowodem Dra-
galina, choé¢ poprowadzony jest dla LK z kontrakcja jako regula pierwotna.
Na tym jednak koricza sie podobienistwa zaréwno z dowodem Gentzena, jak i
Dragalina. Odno$nie punktu 5, konstrukcja trzech etapéw zapewnia odsepa-
rowanie od siebie indukcji po dtugosci cut-formuty od indukcji po dlugosci
jednej z przestanek zastosowania (Cut). Curry trafnie odnotowal, ze w do-
wodzie indukcji po gltebokosci u Gentzena rozwazamy tylko dowod jednej
przestanki, a dowdd drugiej ma charakter stalego parametru, totez zamiast
zagniezdzaé¢ jedna indukcje w drugiej potraktowat ich dowody oddzielnie.
Podobnie jest w omawianym wyzej dowodzie Schiittego, ale tam analiza jed-
nej przestanki jest wystarczajgca dzieki wykorzystaniu odwracalnosci regut.
Omoéwimy doktadnie oba te punkty.

Niech gp(l) oznacza, ze cut-formuta ¢ wystepuje po raz pierwszy w se-
kwencie.

Dowdod Curry’ego jest podzielony na trzy etapy:
Etap 1:

Zatozenia:
Ell FT = A,p

E12 jezeliF oM I = =, toF I = A, %

Dowodzimy, ze F I', II = A, ¥ przez indukcje po dtugosci dowodu prawe;j
przestanki (Cut).

Etap 2:
Zalozenia:
E21 Fp, Il = X%

E22 jezeli FT = A, oM to F I 1T = A, %

Dowodzimy, ze - I', 1T = A X przez indukcje po dlugosci dowodu lewej
przestanki (Cut).
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Etap 3:

Zalozenia:

E31 (Cut) jest dopuszczalne dla kazdej podformuty ¢
E32 FT = A, o)

E33 oW =%

Dowodzimy - I', II = A, ¥ przez indukcje po dtugosci cut-formuty.

Przedstawimy ponizej, w postaci dowodu w systemie dedukcji naturalnej,
w jaki sposob tacznie trzy etapy prowadza do udowodnienia dopuszczalnosci
(Cut). Podobnie prezentowany jest, wzorowany na Currym, dow6d dopusz-
czalnosci (Cut) dla systemu display logic u Belnapa [12], choé¢ nasza rekon-
strukcja istotnie odbiega od tam podanej. Sam Curry formuluje swoj dowodd
stownie, ale, jak podkresla Belnap, kazda proza jedynie zaciera strukture te-
go dowodu. Ponizsza dedukcja jest elementem dowodu przez mocng indukcje
po dlugoéci cut-formuty, konkretnie daje dowdd kroku indukcyjnego postaci:

Jezeli (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny, to na ¢
tez jest dopuszczalny.

I. Indukeja (mocna) po dlugosci cut-formuty

—_

. (Cut) na podformutach cut-formuly ¢ jest dopuszczalny (E31) [zal ind.]|
T = A p (E11)
e, I =% (E21)
3.1. F oM 1T = ¥ (E33)
3.1.1. FT = A, M) (E32)
312. - II=AY 1.,31,31.1., Etap 3
3.2 jezeli FT = A, oM to T, I = A,Y 3.1.1.- 3.1.2.
33.FI, 1= A,Y 3., 3.2, Etap 2
JjezeliF @MW M=% toFT,II= A, Y 3.1.-3.3.
DI =AY 2,4, Etap 1

W N

QU

Odnosnie dowodéw poszezegdlnych etapéw, to dowdd etapu 3 wyglada
doktadnie tak samo jak dowdd kroku indukcyjnego po dtugosci formuty przy
zalozonej glebokosci 2 w dowodzie Gentzena (punkt 4.1 i punkt 3 u Dragali-
na). Etapy 11 2 sa dowodzone niezaleznie i kazdy z nich moze by¢ udowod-
niony tak jak u Gentzena (punkty A i B), za pomoca lokalnych transformacji
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redukujacych dlugosé dowodu jednej z przestanek. Jednak u Curry’ego wy-
stepuje inny dowdd polegajacy na globalnych przeksztatceniach dowodu od-
powiedniej przestanki. Dowdd ten odwotuje sie do ustalonych w podrozdziale
4.5. wlasnosci regut LK. Ponizej przeprowadzimy dowdd etapu 1.

DowoOD: Niech D bedzie dowodem prawej przestanki (Cut), tj. ¢, I1 = X,
a Si,..., 9, enumeracja wystepujacych w nim sekwentéow zachowujaca po-
rzadek inferencji, tzn. sekwenty przestanki danego zastosowania reguty wy-
stepuja zawsze przed wnioskami; oczywiscie S, = ¢, Il = ¥. Zdefiniujmy
indukcyjnie Sy := @y, I = X dla k < n, postepujac od korzenia czyli Sy,:

1. &, =00, =11,8,=%
2. Jezeli Sy jest przestanka dla S,, to:

(a) wszystkie parametry z ®,,, ktore sa w Sy znajduja sie w

(b) jezeli zasadnicza formula zastosowania (C' =) lub (W =) jest w
®,,,, to w pierwszym przypadku oba wystapienia tej formuly tez
sa w P, a w drugim @y, jest pozbawione tej formuty.

Oczywiscie @y, jest zdefiniowane dla kazdego k i jest multizbiorem (moz-
liwe, ze pustym) wystapien . Niech Dy bedzie ciagiem tych sekwentow z D,
w ktorych ®; jest puste, a Do tych, w ktorych jest niepuste. Zauwazmy, ze
wszystkie przestanki dla elementéw D;, tez do niego naleza, z definicji Py
(warunek 2).

Dla kazdego Sy, zdefiniujmy S), := (T'),II;, = (A), ¥, nastepujaco:

e (I') to n powtorzen ciagu I' wstawionych do poprzednika Sy zamiast n
wystapien .

e (A) to n powtorzen ciagu A dotaczonych do nastepnika Sy

Zauwazmy, ze jezeli Sy nalezy do Dy, to S, = S, oraz, ze S}, jest wnio-
skiem naszego zastosowania (Cut), tzn. S}, =TIl = A, X.

Wykazujemy przez indukcje po k, ze jezeli zachodzi zalozenie E12, to
kazde S; jest dowiedlne, zatem w szczegolnosci S;,, czyli wniosek etapu 1.
Mamy 5 przypadkéw do rozwazenia:

1. Sk nalezy do Dy, zatem S) := S, i jest dowiedlne.

2. Sy jest aksjomatem i nalezy do Do, zatem — skoro ®j nie jest puste —
ma posta¢ ¢ = . Wtedy S ;=T = A, ¢, ale to jest lewa przestanka (Cut),
ktora jest dowiedlna z zatozenia.
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3. Sk nalezy do Dy i jest wyprowadzona z S; (i S; w przypadku regut
dwuprzestankowych) za pomoca takiej instancji reguty, w ktorej wszystkie
elementy ®j sa parametrami. Z zalozenia indukcyjnego S! (i ew. SJ’) jest
dowiedlne. Poniewaz wszystkie regulty spetniaja warunek niezaleznosci kon-
tekstowej (por. podrozdziat 4.5), wigc Sy, jest dedukowalne z S} (i ew. S7) za
pomoca tej samej reguly.

4. S, nalezy do Do, formuta zasadnicza jest w ®f, i Sj, jest wyprowadzona
z S; za pomoca (C' =) lub (W =). Z zalozenia indukcyjnego S! jest dowie-
dlne. W przypadku zastosowania (C' =) S; rozni si¢ od S; tylko tym, ze
zawiera o jedno wystapienie I' (i ewentualnie A jesli jest niepuste) mniej, za-
tem jest dedukowalne z S; przez wielokrotne zastosowanie (C'). W przypadku
zastosowania (W =), &, w Si, zawiera o jedno wiecej ¢ niz ®;, zatem S,
bedzie dedukowalne z S] przez wielokrotne zastosowanie (W) do uzyskania
I’ w poprzedniku i ewentualnie A (jesli jest niepusta) w nastepniku.

5. Sk nalezy do Dy, formuta zasadnicza jest w @ i Sy jest wyprowadzona
z S; (i ewentualnie S;) za pomoca reguly logicznej. Niech S}/ oznacza Sy, w
ktorym wszystkie parametry z @y, (czyli inne wystapienia ¢ wydedukowane
wezesniej — jesli takie sa) zostaly zastapione przez wystapienia I' i tylez
wystapiefi A dodano w nast¢pniku. Wtedy S} jest dedukowalne z S] w taki
sposob jak w przypadku 3. Ponadto w S}’ ¢ wystepuje po raz pierwszy, zatem

i podpada pod zalozenie E12 a zatem S, jest z niego dedukowalne. M

Dowdd etapu 2 jest dualny; pozostawiamy go czytelnikowi. Jak widaé
Curry [27] w dowodzie obu etapéw dokonuje globalnego przeksztalcenia ca-
tego dowodu przestanki (Cut) i opiera si¢ w nim na ustalonych wczesniej
wlasnosciach regut, w tym wypadku na ich kontekstowej niezaleznosci. Cur-
ry zauwaza tez, ze dowod etapdéw 1 i 2 mozna przeprowadzi¢ przez odwotanie
sie do odwracalnosci regut.

5.4.2 Dowd6d metoda Taita-Bussa

Inny dowdd eliminacji (Cut) oparty na globalnych przeksztatceniach dowodu
podaje Buss [20]. Jego dowod co do ogolnej strategii oparty jest na dowo-
dzie Taita [140], ktory nie wykorzystuje indukcji po ilosci zastosowan (Cut)
(jak w dowodzie Gentzena), ale opiera sie jedynie na indukcji po diugosci
cut-formuty. Jest to eleganckie rozwiazanie, ktore pozwala przy okazji podaé
oszacowanie wielkosci zbudowanego w wyniku dokonanych transformacji no-
wego dowodu. W przeciwienistwie do Taita w swoim dowodzie Buss nie uzywa
jednak lokalnych przeksztalcen, ale stosuje globalne transformacje.

Buss uzywa systemu LK-K z atomowymi aksjomatami i addytywnym
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(Cut). Pierwsze ograniczenie jest istotne dla zachowania poprawnosci do-
konywanych transformacji. Drugie nie jest wazne totez zaprezentujemy tu
jego dowod eliminacji, ale dostosowany do multiplikatywnej wersji (Cut),
dla tatwiejszego poréwnania z poprzednimi dowodami (za wyjatkiem dowo-
du Smullyana, ktory tez dotyczy addytywnej wersji).

Jak wyzej wspomnieliémy, charakterystyczne dla ogélnej struktury dowo-
du jest tez to ze, w przeciwienstwie do dowodu Gentzena, nie eliminujemy
po kolei najwyzszych wystapien (Cut), ale eliminujemy kolejno maksymalne
(co do dlugosci cut-formuty) zastosowania (Cut).

Podstawa dowodu jest ponizszy:

Lemat 5.5 Jezeli D jest dowodem zakoriczonym (Cut), w ktérym cut-formuta
© ma dtugosé n, a kazda inna cut-formuta ma diugosé mniejszq, to mozna
go zamieni¢ na dowdd D', w ktérym kazda cut-formuta ma diugosé mniejszq
odn.

DowoOD: Niech D; oznacza dowod lewej przestanki ostatniego (Cut), a D,
prawej. Jezeli ktorys z nich nie zawiera zastosowania logicznych regul, to ma-
my do czynienia z uogdlnionym aksjomatem i zgodnie z faktem 5.1. to zasto-
sowanie (Cut) jest eliminowalne. Zatem przy rozwazaniu dalszych przypad-
kow zaktadamy, ze ||D;|| i ||D,|| sa wigksze od 0. Dowod wymaga rozwazenia
wszystkich przypadkow ¢.

¢ jest zmienng. W tym przypadku przeksztatcamy D; na D] w nastepuja-
cy sposob: Kazdy sekwent A = © w D; zamieniamy na I',II, A = A, ¥, 0,
gdzie ©, oznacza wyrzucenie z © wszystkich wystapieni ¢. W szczegélnosci
kazdy lis¢ ¢ = 1 w D; stal sie w D] sekwentem postaci I', IT, ) = A, 3, ¢ gdy
¥ jest rozne od ¢ lub I' 11, ¢ = A, X, gdy ¢ = . Dzieki kontekstowej nieza-
leznosci regut (por. podrozdzial 4.5), ani dodanie nowych parametrow ani eli-
minacja parametru ¢ nie wplywa na poprawnos¢ zastosowanych regut zatem
D; jest drzewem dowodowym, ktore koriczy sie sekwentem I', IL T = A, ¥, A.
Nastepnie tworzymy z D) dowod D’ dla I', IT = A, ¥ w nastepujacy sposob:
(a) Sekwent konicowy otrzymujemy z sekwentu koncowego Dj przez kontrak-
cje i permutacje. (b) Dla kazdego liscia postaci I', II, ¢ = A, 3,9 dodajemy
u gory dowdd z ¢ = 1) za pomoca (W) i (P). (c) Dla kazdego liscia po-
staci I',IT, o = A, 3 dodajemy u gory dowod prawej przestanki (Cut), czyli
¢, I1 = ¥ z dotaczona dedukeja I', I, ¢ = A, ¥ za pomoca (W) i (P).

Uwaga 5.5: Dowdd tego przypadku pokazuje alternatywny (i prostszy) —
do dowodu Schiittego — sposoéb eliminacji atomowych (Cut). Zauwazmy, ze
przeprowadzona transformacja nie wprowadza innych (Cut) na miejsce eli-
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minowanego natomiast w D z zalozenia nie ma powyzej innych zastosowan
(Cut), gdyz n = 0 (atom jako cut-formuta).

Przypadek ¢ := —. W tym przypadku przeksztatcamy oba dowody D;
i D, na dowody Dj i D, sekwentow ¢, I' = A i Il = X, ¢ odpowiednio. Na
obu mozna wykonaé¢ (Cut) na 1. Zatem w rezultacie otrzymujemy dowo6d
D' dla Il = A,Y, w ktorym zadna cut-formula nie ma dlugosci wiekszej
od n — 1. Szczegdly transformacji sg nastepujace: kazdy sekwent A = ©
w D; zastepujemy przez ¢,A = O, a w D, przez A, = ©,1. Ponownie
dzieki kontekstowej niezaleznosci regut ani dodanie nowych parametréw
ani eliminacja parametru ¢ nie wpltywa na poprawnosé¢ zastosowanych regut.
W szczegolnoscei zaden lisé nie ma postaci ¢ = ¢, z racji ograniczenia do
atomow, zatem nie mozemy otrzymac lisci postaci ¥, = lub = @,9. ¢
musiato by¢ zatem wprowadzone przez (W), a wtedy po prostu zostanie wy-
kasowane, lub wprowadzone reguta dla —=. W tym drugim wypadku fragment
_$A=>0 zostanie zastgpiony przez VA= Oy
A= 0O, P, A= 0,
ktory jest poprawny dzieki kontrakeji; analogicznie w D,.. Zatem D; i D}, to
drzewa dowodowe, ktore zaczynaja sie od lisci postaci ¢, x = x lub x = x, ¢
z x atomowym. Wystarczy dopisaé¢ nad kazdym lisSciem tej postaci aksjomat
X = X, aby otrzyma¢ dowod D’ dla I, I = A, X.

dowodu D; postaci

Przypadek ¢ := ¢ A x. W tym przypadku na bazie D, konstruujemy
D) dla ¢, x,1T = X, w ktorym kazdy sekwent A = O zastepujemy przez
Y, x, Ay = ©. Znoéw, wszystkie inferencje zachowujg poprawnos¢ dzigki kon-
tekstowej niezaleznodci. W szczegdlnodci, jezeli ¢ byto otrzymane w D, przez
(A =), to po przeksztalceniu na D). musimy doda¢ dwa zastosowania kontr-
akcji, aby mie¢ poprawne przejscie od ¥, x, ¥, x, A, = © do ¥, x, A, = O.
By otrzymaé¢ dowdd v, x,II = 3 nad kazdym lisciem postaci 9, x,v = v
dodajemy aksjomat v = 7 i dwa zastosowania (W =).

W przypadku D; konstruujemy w analogiczny sposéb dwa dowody: D;p
dlal’ = A9 i D;( dlaI' = A, x. W pierwszej transformacji kazdy sekwent
A = O zastepujemy przez A = O,,1, a w drugiej przez A = O, x Tym
razem jesli ¢ w D; bylo wprowadzone przez (= A), to po transformacji na
Dy, otrzymujemy:

A= Oy, A= 0O, x, ¢
A= 0,9

z ktorego mozna wyrzuci¢ cala prawa przestanke i prowadzacy do niej do-
wod gdyz wniosek jest wyprowadzalny z lewej przez (= C). Analogicznie
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postepujemy w D;(, ponadto w liciach obu drzew dowodowych dodajemy
aksjomaty — tak jak w poprzednich przypadkach — otrzymujac dowody D:p i
D;,. Na koniec, budujemy z tych trzech dowodoéw nowy dowod D' w naste-
pujacy sposob.

/ Dy D,
D
X F:>A,1/} ¢7X7H:>Z (Cut)
I'= A, x x,[LII= A% (Cut)
I,T,1=A,A, Y © u
Nil= A%

Oba zastosowania (Cut) sa na cut-formutach o dtugosci mniejszej od n.
Analogicznie dla innych rodzajéw formut. MW

Uwaga 5.6: Warto zwroci¢ uwage, ze transformacja dowodu u Bussa prze-
biega inaczej niz u Curry’ego; mozna wskazaé przynajmniej dwie istotne
roznice:

1. U Curry’ego mamy do czynienia ze wstawianiem parametréw z dru-
giej przestanki, a tu tylko z zastepowaniem cut-formuly jej podformutami.
Bierze sie to stad, ze cel transformacji jest zasadniczo inny — u Curry’ego
jest to elimnacja (Cut), a u Bussa zmniejszenie dtugosci cut-formuty. Tylko
w przypadku formuly atomowej u Bussa wystepuje podobna transformacja.

2. U Curry’ego tylko te sekwenty sa zmieniane, w ktorych wystepuja po-
przedniki cut-formuty. U Bussa zasadniczo wszystkie sekwenty ulegaja zmia-
nie. Faktycznie w dowodzie Bussa w przypadku konstrukcji odpowiadajacej
dwuprzestankowym regutom wprowadzajacym cut-formute mamy do czynie-
nia z dodaniem % lub x nie do kazdego sekwentu, a tylko do tych gdzie
wykasowalismy poprzedniki ¢ — odpowiada to konstrukcji @ u Curry’ego.
Caly dowdd Bussa mozna w ten sposéb przerobié.

Kolejny krok to dowdd nastepujacego rezultatu:

Lemat 5.6 Kazdy dowdd D, w ktorym kazda cut-formuta ma diugo$é nie
wiekszq od n mozna przeksztatcié na dowdd D', w ktérym kazda cut-formuta
ma dtugo$¢é mniejszqg od n.

DowoOD: Po ilosci wystapien takich maksymalnych (Cut). Kazdy poddowod
D (idac od gory) koriczacy si¢ zastosowaniem (Cut) na cut-formule diugosci
n mozna — zgodnie z lematem 5.5 — zastapié¢ takiem dowodem, ktéry ma tylko
krotsze cut-formutly. Powtarzajac te operacje otrzymujemy w konicu dowodd
z cut-formutami tylko o mniejszej dtugosci. W
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Twierdzenie o eliminacji (Cut) wynika z obu lematéow. Po pierwsze sto-
sujac te konstrukcje kolejno na coraz mniejszych wartosciach n otrzymujemy
w koricu dowdd, w ktorym wszystkie cut-formuty sa atomowe. Ale dowod
tego przypadku, zanurzony dowodzie lematu 5.5, pokazywal, ze eliminacja
atomowych cut-formut prowadzi do konstrukcji dowodu nie zawierajacego
wogole (Cut).

5.5 Pordéwnanie

Sprobujmy na koniec dokonaé pewnego zestawienia podstawowych technik
dowodzenia eliminacji/dopuszczalnosei ciecia, czastkowych rezultatow i moz-
liwych sposobéw ich taczenia. Oméwimy kolejno:

1. sposoby redukeji ilosci zastosowan (Cut);

\V)

. przypadki catkowitej eliminacji (Cut);
3. redukowalnos¢ atomowych cut-formut;
4. redukowalnosé¢ ztozonych cut-formut;

5. ogoblng organizacje dowodu.

Pierwszy punkt dotyczy tylko dowodéw eliminowalnosci (Cut). Wyr6z-
nilismy tu dwie strategie: Gentzena i Taita. Poniewaz réznice w obu podej-
ciach omawialismy juz w kilku miejscach (5.1.1 i 5.4.2), wiec ograniczymy
sie tylko do krotkich uwag. W pierwszym przypadku indukcja po ilosci za-
stosowan (Cut) w dowodzie to dodatkowa nadrzedna rama, ktora staje sie
zbedna gdy przeprowadzamy dowdd dopuszczalnosci. W metodzie Taita mi-
mo, iz dowodzimy eliminowalnosci nie wprowadzamy tej dodatkowej indukeji
gdyz wykorzystana jest dtugosé cut-formuty jako podstawa nadrzednej in-
dukcji.

Roéwniez drugi punkt nie wymaga diugich rozwazan. Fakt 5.1 zestawia
wszystkie przypadki (Cut), ktore sa bezposrednio eliminowalne. Kazdy do-
wod wykorzystuje w jakiejs postaci ten rezultat.

Punkt 3 dotyczy problemu transformacji tych zastosowan (Cut), ktore
dziataja na formutach atomowych. Mozemy go ujaé¢ jako osobny:

Lemat 5.7 (redukcja atomowych (Cut)) (Cut) na formule atomowej jest
eliminowalny/dopuszczalny.
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W takiej postaci zreszta wystepuje w ekspozycji niektérych wersji dowo-
du dopuszczalnosci ciecia®. Nie eksponowalismy dotad tego wyniku w taki
sposob, ale mozna zauwazy¢, ze jest to istotny i samodzielny element przy-
najmniej dwoch prezentowanych dowodéw: Schiittego i Bussa. W pierwszym
przypadku dowdd przebiega przez indukcje po dlugosci dowodu przestanki
(Cut) z wykorzystaniem faktu 5.1 w bazie. W dowodzie Bussa jest oparty
na globalnej transformacji i nie wymaga dowodu indukcyjnego (por. uwaga
5.5).

W punkcie 4 chodzi nam o inny czastkowy wynik, ktéry odgrywa decy-
dujaca role w indukcji po dtugosci cut-formuty. Ujmijmy go jako:

Lemat 5.8 (zastepowalns$é nieatomowych (Cut)) (Cut) na formule zto-
zonej @ jest zastepowalny przez (Cut) na podformutach .

Wynik ten wystepuje w dwoch postaciach: jako zastepowalnosé (Cut)
na formulach zasadniczych obu przestanek (Cut) i bez tego ograniczenia.
Pierwsza postaé eksplicite wystepuje jako etap 3 dowodu Curry’ego, ale wy-
rozniana jest tez w dowodzie Gentzena (punkt 4.1), Dragalina (punkt 3) czy
Smullyana. W drugim wariancie nie wymaga sie by ztozona cut-formuta byta
zasadnicza, gdyz dowod odwoluje sie do lematu o inwersji regut (Schiitte)
lub bazuje na globalnych przeksztalceniach dowodéw obu przestanek (Buss).
W uwadze 5.3 wspominaliSmy, ze w przypadku odwotania sie¢ do lematu o
inwersji mozliwa jest jeszcze inna droga, gdy w dowodzie dzielimy przypadki
wedlug statusu jednej z cut-formul: parametryczna a zasadnicza. Przy takim
podejsciu lemat o inwersji wykorzystujemy nie do obu przestanek (jak w do-
wodzie Schiittego), ale tylko do jednej — w drugiej korzystamy z zalozenia,
ze cut-formuta jest zasadnicza. Podejscie takie jest posrednim rozwigzaniem
miedzy dowodzeniem zastepowalnosci (Cut) na formutach zasadniczych, kto-
re nie wymaga odwracalnosci regut, a podejsciem Schiittego. W podrozdziale
5.4.1 wspomnielisémy, ze Curry takie podejscie rozwazal jako alternatywny
spos6b dowodzenia etapu 11 2.

Co do ogblnej organizacji dowodu, ktoéra pozwala w ekonomiczny sposob
uwzgledni¢ wszystkie przypadki, to zauwazmy, ze oryginalny dowod Gentze-
na jest dosé redundatny w tym wzgledzie. W uwadze 5.3 i dalej wskazalismy,
ze:

8 Np. w dowodzie Bella i Machovera [11], ktory jest wersja dowodu Schiittego, ale
dostosowang do systemu tablicowego.
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e Dowody Dragalina i Smullyana dziela przypadki wedtug: 1. dlugosci
dowodu przestanek (1.1. co najmniej jedna 0; 1.2. obie > 0), 2. statu-
su cut-formuty (2.1. obie zasadnicze; 2.2. przynajmniej jedna parame-
tryczna — zastosowane do punktu 1.2). Mozliwy wariant tego rozwia-
zania to analiza tylko jednej przestanki (Cut).

e Dowdd Schiittego dzieli przypadki wedtug: 1. dtugosci cut-formuty (1.1.
zmienna; 1.2. ztozona), 2. dlugosci dowodu jednej przestanki (2.1. dtu-
gosé 0, a 2.2. > 0 — zastosowane do punktu 1.1)

e Dowdd Curry’ego w zasadzie dzieli przypadki tylko wedtug statusu
cut-formuty (2.1. obie zasadnicze — etap 3; 2.2. przynajmniej jedna
parametryczna — etap 11 2)

e Dowo6d Bussa dzieli przypadki tylko wedtug dtugosci cut-formuty.

Biorac pod uwage powyzsze ustalenia mozna zapytaé¢ czy istnieja jakies
state elementy kazdego dowodu eliminacji/dopuszczalnosci ciecia. W niekto-
rych pracach analizuje sie warunki wystarczajace zachodzenia tego rezul-
tatu, np. Ciabattoni i Terui [25] stwierdzaja, ze dla dowolnego RS na int-
sekwentach wystarczy, aby reguty byty:

1. reduktywne, tzn. pozwalaly na zastapienie (Cut) na formutach ztozo-
nych przez (Cut) na podformutach;

2. substytutywne, tzn. pozwalaly na zastapienie dowolnej formuty w da-
nej instancji reguty przez dowolny multizbiér formut bez utraty po-
prawnosci.

Powyzsze zestawienie i analiza réznych dowodéw pokazuja, ze nie sg to
jednak warunki konieczne, aby zachodzilo twierdzenie o eliminacji (Cut).
Zauwazmy, ze mozna np. zbudowaé¢ dowodd dopuszczalnosci (Cut), ktory nie
potrzebuje ani lematu 5.8, ani indukcji po dtugosci dowodu przestanki. Jedna
mozliwos¢ to dowdd wedtug strategii Schiittego, ale w ktorym lemat 5.7
dowiedziemy metoda Bussa, ktora nie wymaga takiej indukcji. Oczywiscie,
sam dowod Bussa tez jest przykladem dowodu eliminowalnosci (Cut) bez
wykorzystania obu rezultatéow czastkowych.



Rozdzial 6

Konsekwencje eliminacji ciecia

Postaramy sie obecnie wyjasnié¢ dlaczego eliminacja ciecia jest tak wazna.
Wykazanie ze RS bez tej reguly jest systemem réwnie silnym niesie zaréwno
dla KRZ jak i dla innych logik, dla ktérych to twierdzenie zachodzi, sze-
reg interesujacych konsekwencji. Do najwazniejszych naleza m.in. dowody:
niesprzecznodci, rozstrzygalnosci, konserwatywnosci, separowalnodci oraz in-
terpolacji. Sam Gentzen [34] w oparciu o swoj Hauptsatz podat:

e dowdd rozstrzygalnosci rachunku zdan w wersji klasycznej i intuicjoni-
stycznej;

e dowdd niesprzecznosci logiki klasycznej i intuicjonistycznej;

e dowod niesprzecznosci arytmetyki bez reguty indukcji.

W rozdziale tym skupimy si¢ tylko na wybranych konsekwencjach eli-
minacji ciecia. Zreszta blizsza analiza pokazuje, ze wigkszo$é wymienionych
przez nas konsekwencji eliminacji ciecia jest pochodna tzw. wtasnosci pod-
formut, ktora posiadaja wszystkie rozwazane przez nas reguty RS oprocz
(Cut). Wtasnos¢ ta powoduje, ze RS (bez (Cut)) jest systemem analitycz-
nym. Poniewaz okreSlenia te sg uzywane w roéznych znaczeniach, totez do-
ktadniej wyjasnimy ich sens w podrozdziale 6.1. W 6.2 zajmiemy sie proble-
mem dowodzenia roztrzygalnosci KRZ na gruncie RS oraz zwigzanym z tym
problemem strategii szukania dowodéw i przydatnej dla tego celu wtasnosci
zbieznosci. W ostatnim podrozdziale udowodnimy twierdzenie Machary, z
ktorego wynika wlasnoéé interpolacji dla KRZ.

129
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6.1 Analitycznosé

Jeden z waznych wynikéw Gentzena, ktory otrzymujemy natychmiast jako
wniosek z Hauptsatz to:

Twierdzenie 6.1 (Twierdzenie o niesprzecznosci LK i LJ:) Sekwent =
nie jest dowiedlny w LK (LJ).

DowOD jest natychmiastowy. (Cut) jest jedyna reguta, ktora powoduje, ze w
dowodzie moga “ubywac¢” formuty przy przechodzeniu od przestanek do wnio-
skow. Ale skoro wszystko da sie w LK (i w LJ, czyli RS dla intuicjonizmu)
dowies¢ bez uzycia (Cut), to niemozliwe jest otrzymanie dowodu sekwentu
=, ktéry wyraza sprzecznosé. W

Chwila zastanowienia wystarcza, zeby u$wiadomié sobie, ze odpowiada
za ten fakt tak zwana wlasno$é podformut, ktora krétko omoéwiliSmy w pod-
rozdziale 4.5. Warto poswiecié jej wiecej uwagi.

6.1.1 Wlasno$é podformut

Okreslenie wtasnosé podformut jest zazwyczaj uzywane w odniesieniu do sys-
temow tablicowych, w ktorych wnioski regut sktadaja sie z podformut prze-
stanek, wzglednie z podformut i ich negacji. W RS mamy niejako odwrotnosé
takiej charakterystyki; reguta posiada te wtasnos¢ wtedy, gdy w sekwentach-
przestankach wystepuja tylko podformuty formut z sekwentu-wniosku. Latwo
zauwazy¢, ze w rozwazanych dotad wariantach RS wszystkie reguly oprocz
(Cut) posiadaja te wlasnosé, wobec tego powiemy, ze caly system (tj. RS
bez (Cut)) posiada wtasnos¢ podformul. Na koniec przyjmijmy, ze dowod
sekwentu S posiada wtasnosé podformut wtedy, gdy wszystkie sekwenty w
nim wystepujace sktadaja sie tylko z podformut S'. Dowod taki jest kumu-
latywny w tym sensie, ze sekwent koncowy jest systematycznie budowany ze
sktadnikow sekwentow poprzedzajacych. Zadna formuta nie ulega skroceniu
ani nie znika z dowodu (moga jedynie zmniejsza¢ sie ilosci jej wystapien w
wyniku kontrakcji), co najwyzej staje sie sktadnikiem innej formuty. Dowo-
dy takie nie sg posrednie w tym sensie, ze nie dochodza do wyniku okrezng
droga z uzyciem wczesniej dowiedzionych wynikéw. Korzystaja one tylko z
elementow, ktore sg zawarte w konncowym rezultacie.

Jak wida¢ wtasnosé podformut mozna orzekaé¢ o regutach, o systemie
lub o dowodach. Zauwazmy, ze jezeli kazda regula systemu ma te wlasno$é

! Tak zreszta, tj. jako ceche tzw. cut-free dowodéw a nie regul czy systemu, definiuje
wlasnosé podformut Gentzen [50].
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to i system ja posiada, a jezeli system RS ma wtasnosé podformut, to i
kazdy dowod w tym systemie ja posiada. Zaleznos¢ odwrotna jednak nie
musi zachodzi¢ — wyjasnimy to ponizej.

Jedng z bezposrednich i waznych konsekwencji wlasnosci podformut jest
wlasnosé separacji?.

Definicja 6.1 (Separacja staltych) System RS ma wltasnosé separacji wtw
kazdy dowiedlny sekwent, w ktorym nie wystepuje stata x ma dowod, w ktorym
nie sq uzyte requly dla x.

Zaleznosé separacji od wtasnosci podformut podaje ponizszy:

Lemat 6.1 (O separacji) Jezeli RS ma wtasnos¢ podformul, to ma tez
wtasnosé separacyi.

DowoOD: Zalézmy, ze x nie wystepuje w sekwencie S, ale w jego dowodzie
zostala uzyta reguta wprowadzajaca . Lecz w systemie z wlasnoscig pod-
formut kazda wprowadzona przez regule logiczna formuta ztozona pozostaje
jako podformuta w sekwencie koricowym; sprzecznos¢. M

Inna wazna wlasno$¢ systemu, zwiazana z wtasnoscia podformut, to kon-
serwatywnos¢. Wlasnoéé ta, wraz z wlasnoscig eliminowalnosci, zostaty pier-
wotnie sformutowane przez S. Lesniewskiego [91] jako warunki, ktére musi
spelnia¢ poprawna definicja. W przypadku tej pierwszej nieformalnie moz-
na ja wystowi¢ nastepujaco: definicja nowego terminu jest konserwatywna
wtw nie zmienia wartosci logicznej zdan nie zawierajacych tego terminu. W
kontekscie rozwazan nad antyrealistycznymi teoriami znaczenia, w szczeg6l-
nosci nad definiowalnoscia stalych logicznych za pomocg regut, warunki te
zostaly przeformulowane w syntaktyczny sposob®. Regutly definiujace nowa
stala sa konserwatywne wtw pozwalaja tylko na dowodzenie “nowych” tez,
czyli zawierajacych nows stala. Sformulowanie to odnosi sie wprawdzie do
regul, ale wlasciwego sensu nabiera w kontekscie systemu, dlatego nie oma-
wiali$émy go w podrozdziale 4.5. Scista definicja w odniesieniu do systemu
wyglada nastepujaco:

Definicja 6.2 (Konserwatywnosé¢ systemu) Niech Lx oznacza jezyk L z
dotgczong statqg * a RSx oznacza system RS z dodanymi regutami dla *.
Powiemy, ze:

RSx konserwatywnie poszerza RS wtw dla kazdego sekwentu S w jezyku L:
jezeli ¥rs S, to Frex S.

2 Nalezy odrézmi¢ ja od wlasnosci separowalnosci dla regul.
3 Szczegotowe rozwazania na ten temat w Poggiolesi [108].
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Zaleznos¢ konserwatywnosci od wlasnosci podformul podaje ponizszy:

Lemat 6.2 (O konserwatywnych poszerzeniach) Jezeli RSx ma wta-
snos$é podformult, to jest konserwatywnym poszerzeniem RS.

DowOD: Zalézmy, ze RSx ma wlasno$é podformutl i rozwazmy dowolny S
nie zawierajacy . Jezeli Fprg, S, to reguly dla x nie mogty byé¢ uzyte w
dowodzie, gdyz wtedy, ze wzgledu na wtasnosé¢ podformut, x wystapitoby w
S. Zatem dowdd ten jest tez dowodem w RS. W

Jest mocno dyskutowana kwestig jakie warunki musza spetniaé¢ reguly
RS by uznaé je za rodzaj definicji stalej logicznej, ale tatwo zauwazy¢, ze
wlasno$é konserwatywnosci odgrywa tu wazna role. Jeden z najstarszych
i najbardziej znanych atakow na inferencjalizm (por. podrozdzial 4.5) po-
chodzacy od Priora [112] polegal na zaproponowaniu pary regul dla pewnej
statej (Prior nazwatl ja “tonk”), ktoéra prowadzita do trywializacji systemu.
Prior sformutowal je jako reguty wprowadzania i eliminacji dla systemu DN;
w wydaniu dla RS reguly Priora wygladaja nastepujaco:

F'=A¢ /T = A ¢tonk ¢
= Aptonky /T = A

Czytelnik tatwo moze sie przekonaé, ze nie sa one konserwatywne, gdyz
prowadza do dowodu sekwentu ¢ = 1, w ktérym ¢ i 1) moga by¢ dowolnymi
formutami, zatem réwniez nie zawierajacymi tonk (oczywiscie nie spelniaja
tez wlasnosci podformut).

W opini obroricow inferencjalizmu Prior pokazat jedynie, ze nie kazda pa-
ra regul nadaje sie na definicje stalej logicznej, co otworzyto trwajaca do dzi§
dyskusje na temat warunkéw, ktore poprawne reguly musza spetniaé. Wia-
snos¢ konserwatywnosci jest przez niektérych zwolennikéw inferencjalizmu,
np. Dummetta [35], podawana jako warunek konieczny?.

6.1.2 Wtlasno$é podformut a analitycznosé

Wtiasnosé podformul ma réwniez Scisty zwigzek z pojeciem analitycznosci,
ktore ma bardzo stary rodowdd. Jednak to ostatnie pojecie ma rézne zna-
czenia, ktore warto tu wymienic:

4 Por. Poggiolesi [108].
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1. Euklidesowe — dowdd przez réwnowaznoSciowe przeksztalcenia.

2. Kartezjanskie — rozwiazanie problemu sprowadzalne do rozwiazania
podproblemoéw.

3. Teoriodowodowe — dowod jest prowadzony od tytu (od twierdzenia do
aksjomatow).

4. Metodologiczne (w RS) — regula ciecia jest eliminowalna.

5. Metodologiczne (w RS, w systemach tablicowych) — wszystkie reguty
systemu maja wlasnos¢ podformut.

6. Metodologiczne (w systemach tablicowych) — wszystkie reguly sa re-
gutami eliminacji statych.

7. Metodologiczne (w RS, DN) — stosowalnosé¢ regul jest ograniczona do
wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru podformut dowodzonej formu-
ly) lub sekwentu.

Podane wyzej znaczenia nadawane terminowi “analityczny” sa ze soba
Scisle powiazane, ale z pewno$cia nie identyczne. Zauwazmy, ze w badaniach
nad systemami dowodzenia twierdzen w jednym ze znaczen tego terminu (6)
przeciwstawia sie systemy analityczne jako te, w ktorych reguty pozwalaja
tylko rozbija¢ formuty na ich czesci sktadowe, systemom syntetycznym, w
ktorych reguty przeciwnie, pozwalaja sktada¢ formuty z podformul. Z tego
punktu widzenia systemy tablicowe bylyby systemami analitycznymi, nato-
miast RS bez (Cut) bylby systemem syntetycznym. Jednak jezeli za pod-
stawe kwalifikacji systemow przyjaé¢ nie definicje regut i dowodu w RS, ale
sam fakt posiadania wlasnosci podformut (7), to RS bez (Cut) jest rowniez
systemem analitycznym. Jest to uzasadnione zar6wno odwracalnoscia regut
(1) jak i powszechna praktyka konstruowania dowodow w RS (3). Otoz, jak
juz wspominaliSmy w rozdziale 3, w praktyce dowdd najczesciej konstruuje
sie “od dotu” zaczynajac od sekwentu dowodzonego i systematycznie poszu-
kujac dla niego mozliwych przestanek. System RS, ktory posiada wlasnosé
podformut (analityczny w sensie 5) bedziemy okresla¢ jako $cisle analityczny.

Na marginesie warto zauwazy¢, ze czesto w pracach dotyczgcych sekwen-
towych formalizacji, utozsamia sie analitycznos¢ w tym sensie (5), z zacho-
dzeniem twierdzenia o eliminacji ciecia (4). Nie jest to uzasadnione, gdyz jest
wiele systemow dla logik nieklasycznych, w ktorych wprawdzie ciecie jest eli-
minowalne, ale nie sa one analityczne w tym znaczeniu. Jest tak dlatego,
ze nieusuwalne sa inne reguly tych systeméw, ktore wiasnosci podformut
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nie speliaja®. Moze to sugerowaé, ze eliminowalnos$é¢ (Cut) jest warunkiem
koniecznym, ale nie wystarczajacym analitycznosci (przynajmniej w sensie
5). Z drugiej strony, analityczno$¢ mozna rozumieé szerzej (7), tak ze ani
wlasnosé podformul ani nawet eliminacja ciecia nie jest wymagana (czyli nie
jest nawet warunkiem koniecznym). Wystarczy, ze wszystkie dowody kon-
struowane w systemie maja wlasno$¢ podformut. Generalnie, analitycznosé
w tym najstabszym znaczeniu (7) oznacza po prostu eliminacje indetermi-
nizmu w poszukiwaniu kolejnych krokéw konstrukeji dowodu. System $cisle
analityczny dobrze spetnia te role, ale nie jest niezbedny; wybory ograniczo-
ne do podformut tego sekwentu, ktérego dowod usitujemy skonstruowacé tez
gwarantuja ograniczenie przestrzeni poszukiwan. Zauwazmy, ze nawet (Cut)
mozna ograniczy¢ do takich zastosowan; nazwiemy je analitycznymi®.

Kazde zastosowanie reguty, w ktérym przestanki zawierajg tylko pod-
formuty dowodzonego sekwentu okresla¢ bedziemy jako analityczne zastoso-
wanie tej reguly, natomiast system, w ktorym kazda reguta jest stosowana
analitycznie (czyli kazdy dowod spelnia wlasnosé podformut) okreslimy jako
system analityczny. Oczywiscie kazdy system $cisle analityczny jest syste-
mem analitycznym, ale nie odwrotnie. Dowolny system analityczny, ale nie
Scisle analityczny, okresla¢ bedziemy jako system stabo analityczny. Przyj-
mijmy nastepujace definicje:

Definicja 6.3 1. System RS, w ktorym stosowalno$é requt w dowodzie
jest ograniczona do wyznaczonego zbioru formut (np. zbioru podformut
dowodzonego sekwentu lub jakiego$ dobrze zdefiniowanego ich nadzbio-
ru) jest (stabo) analityczny.

2. System RS, ktory posiada wtasno$é podformul bedziemy okreslac jako

Scisle analityczny.

6.2 Rozstrzygalnosé¢ KRZ

Rozwazania nad (silng) analitycznoscia RS bez (Cut) w naturalny sposob
prowadza do problematyki rozstrzygalnosci (por. podrozdziat 1.7). Przy oka-
zji udowadniania rozstrzygalnosci dla KRZ przy uzyciu RS pokazemy, ze z

® Dobrym przykladem moze by¢ tzw. Display Calculus Belnapa [12] — bardzo ogélna
forma RS, czy RS Mintsa [99] dla modalnej logiki S5

5 Mozna wprowadzié¢ jeszcze mocniejsze pojecie analitycznego ciecia, w ktérym cut-
formuta nalezy do zbioru podformul sekwentu-wniosku danego zastosowania (Cut); tak
np. definiuje sie analityczny (Cut) w Wansing [148]. Dla naszych potrzeb elastyczniejsze
pojecie, przy ktérym dopuszczalna jest kazda podformuta sekwentu koricowego dowodu,
jest jednak wygodniejsze.
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punktu widzenia automatyzacji procesu dowodzenia i jego efektywnosci nie
jest sprawa obojetng jakiej wersji RS uzyjemy. Dlatego najpierw zademon-
strujemy procedure dla LK bez (Cut), a potem pokazemy, jakie korzysci
mozna uzyskaé¢ przy zastapieniu LK przez inne wersje RS.

Niezaleznie od stosowanej wersji RS zasadniczy schemat pozostaje ten
sam. Dlatego zanim formalnie zdefiniujemy procedury rozstrzygalne dla KRZ
oparte na réznych wersjach RS i skupimy sie na szczegdtach, opiszmy krot-
ko jej istote. Zaczynamy od dowodzonego sekwentu i konstruujemy drzewo
dowodowe stosujac reguty w porzadku odwrotnym, od sekwentu-wniosku do
sekwentow-przestanek. Poniewaz na kazdym kroku ilos¢ wyboréw jest ograni-
czona (skoriczona ilo$é¢ formut zlozonych w sekwencie-wniosku), wiec mamy
tutaj do czynienia z ograniczonym niezdeterminowaniem procedury, ktory
tatwo przeksztalcié w algorytm deterministyczny, np. narzucajac porzadek
wyboru zawsze od lewej ku prawej. Zauwazmy, ze jezeli taki sposéb postepo-
wania chcemy zautomatyzowaé, to najlepsze okazuja sie c-systemy w typie
RS Galliera [48] (por. uwaga 4.4).

Pokazemy, ze w KRZ, przy spelnieniu pewnych warunkéw, taka proce-
dura daje zawsze drzewo skoriczone, ktore jest badz dowodem (kazda galaz
zakoriczona lisciem, ktory jest sekwentem aksjomatycznym) badz umozliwia
falsyfikacje sprawdzanego sekwentu (co najmniej jedna galtaz zakonczona se-
kwentem atomowym, ale nie aksjomatycznym).

Powyzej uzyliSmy okreslenia “drzewo dowodowe”, gdyz efekt stosowania
takiej procedury nie musi da¢ dowodu. Dla potrzeb stosowania RS jako proce-
dury rozstrzygalnej warto wprowadzi¢ formalnie pojecie drzewa dowodowego
sekwentu S, ktore utatwi precyzyjne ujecie etapdéw poszukiwania dowodu dla
sekwentu S oraz wykazywanie odpowiednich wtasnosci procedury. Definicja
ta zgodna jest z tym, ze w praktyce dowdd najczesciej konstruuje sie “od do-
h” zaczynajac od sekwentu dowodzonego i systematycznie poszukujac dla
niego mozliwych przestanek.

Definicja 6.4 (Drzewo dowodowe sekwentu S) 1. Kazde drzewo jedno-
elementowe, ktdrego wezet jest sekwentem S jest drzewem dowodowym
sekwentu S.

2. Jezeli S’ jest nieatomowym lisciem w drzewie dowodowym sekwentu S,
to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentu T powyzej sekwentu S’
jest drzewem dowodowym sekwentu S, pod warunkiem, ze T jest pod-
stawieniem przestanki, a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z requt
jednoprzestankowych.
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3. Jezeli S’ jest nieatomowym lisciem w drzewie dowodowym sekwentu S,
to drzewo uzyskane przez dopisanie sekwentow T i T’ powyzej sekwentu
S’ jest drzewem dowodowym sekwentu S, pod warunkiem, ze T jest pod-
stawieniem lewej przestanki, T’ jest podstawieniem prawej przestanksi,
a S’ jest podstawieniem wniosku jednej z requt dwuprzestankowych.

4. Nic wiecej nie jest drzewem dowodowym sekwentu S.

Warto porownaé te definicje z definicja dowodu (i dedukcji) sekwentu po-
danymi w podrozdziale 3.1. Przypomnijmy, ze drzewo, w ktorym niekoniecz-
nie kazdy 1is¢ jest sekwentem aksjomatycznym, ale ktoére spelnia pozostate
dwa warunki definicji dowodu, to dedukcja sekwentu S. X + S oznacza, ze
istnieje dedukcja S z X, gdzie X oznacza zbioér wszystkich lisci, ktoére nie sg
sekwentami aksjomatycznymi. W szczegélnosci, dedukcja z pustym X jest
dowodem S.

Zarowno definicja dowodu/dedukeji podane w podrozdziale 3.1, jak i defi-
nicja drzewa dowodowego sa indukcyjnymi definicjami szczegdlnego rodzaju
drzew, jednak budowanymi w rézny sposob. Definicja dowodu zaczyna sie od
lisci i pokazuje jak doj$é do korzenia, natomiast definicja drzewa dowodowego
zaczyna od korzenia i pokazuje jak doj$¢ do lidci. Definicja taka jest przy-
datniejsza jako podstawa dla stosowania indukcji wstepujacej po gateziach
konstruowanego drzewa. Zalezno$é miedzy dwoma ujeciami oddaje ponizszy:

Fakt 6.1 D jest dedukcjg S z X wtw D jest drzewem dowodowym sekwentu
S, w ktorym X jest podzbiorem zbioru lisci.

DowOD przez poréwnanie warunkéw indukeyjnych; w obu wypadkach przej-
Scia miedzy weztami reguluja te same reguty. M

Szczegdlnie wazne sg takie drzewa dowodowe, ktorych juz nie da sie po-
szerzy¢, nazwijmy je kompletnymi.

Definicja 6.5 (drzewo dowodowe kompletne) Jest to drzewo dowodo-
we, w ktorym kazdy lisé jest sekwentem atomowym.

Dla drzew dowodowych zachodzi wazny:

Lemat 6.3 Kazde drzewo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyé do drzewa
kompletnego.

DowOD: Rozwazmy pewne niekompletne drzewo D. Z racji niekompletno-
$ci musi mieé¢ ono przynajmniej jeden nieatomowy sekwent-lis¢. Wybieramy
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pierwszy od lewej nieatomowy sekwent-lis¢ S i stosujemy do niego logiczna
regute (po ewentualnych permutacjach) do wybranej nieatomowej formuty.
Powtarzamy te operacje tak dtugo az skrajna lewa galaZ otrzymana z S za-
koriczy sie sekwentem atomowym. Przechodzimy na prawo do nastepnego
nieatomowego sekwentu-liScia i powtarzamy powyzsza procedure. Wtasnosé
podformut zapewnia skonczonosé takiej procedury. W

Prosta konsekwencja powyzszego lematu jest:

Lemat 6.4 Kazde kompletne drzewo dowodowe sekwentu S jest dowodem S
albo dedukcjg S z niepustego zbioru nieaksjomatycznych atomowych sekwen-
tow X.

Zastanowmy sie teraz czy kazde kompletne drzewo dowodowe dla S, kto-
re nie jest dowodem tylko dedukcjg S z pewnej liczby atomowych sekwentdw
nieaksjomatycznych daje gwarancje, ze S jest niedowiedlne. Zalezy to od
rodzaju RS. Prosty przyktad pokazuje, ze w przypadku LK musimy na to

pytanie udzieli¢ odpowiedzi negatywnej. Poréwnajmy dwa drzewa dowodo-
=p—p . =

we . Do pierwszego mozna zastosowaé

Sp—pVp  =@—pVp
(=—) 1 otrzymaé¢ dowdd = (p — p) V p podczas, gdy drugie jest juz drze-
wem kompletnym, ale nie dowodem. W naszkicowanej w dowodzie lematu
6.3 procedurze nie jesteSmy zdeterminowani ani co do tego, ktéra formule
zlozona wybieramy w ramach rozwazanego sekwentu, aby zastosowaé do niej
regule, ani co do tego, ktora regule zastosujemy, jezeli sa dwie (tak jak w
rozwazanym przyktadzie). Co wiecej, w przypadku regul k-niezaleznych ten
indeterminizm wzrasta z powodu réznych mozliwosci rozpisania parametréw
w przestankach.

Zatem w LK nie kazde kompletne drzewo dowodowe rozstrzyga kwestie
dowiedlnodci. Jezeli w wyniku zastosowania powyzszego algorytmu otrzy-
mamy dowdd, to wiemy ze testowany sekwent jest dowiedlny. Jezeli jednak
otrzymamy dedukcje z niepustego zbioru sekwentéw atomowych, ale nie-
aksjomatycznych, to wcale nie przesadza to o niedowiedlnosci testowanego
sekwentu. Nie oznacza to, ze LK (bez (Cut)) nie umozliwia otrzymania pro-
cedury rozstrzygalnej dla KRZ, nie jest jednak w tym wzgledzie narzedziem
optymalnym. O tym, ze dany sekwent jest niedowiedlny mozemy przesadzi¢
dopiero wtedy, gdy skonstruujemy wszystkie mozliwe kompletne drzewa do-
wodowe i zadne z nich nie okaze si¢ dowodem tegoz sekwentu. Na szczescie
inne warianty RS zachowuja sie lepiej w tym wzgledzie.
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6.2.1 Zbieznosé

Aby lepiej wyjasni¢ o co chodzi wprowadzimy pojecie zbieznosci (ang. con-
fluency) systemu. Ma ono sens tylko na gruncie takich formalizacji, ktore
pozwalaja na definiowanie algorytméw poszukiwania dowodu. Dla RS moz-
na te wlasnos¢ zdefinowaé¢ nastepujaco:

Definicja 6.6 System RS jest zbiezny wtw jezeli sekwent jest dowiedlny, to
dowolne poszerzenie kazdego niekompletnego drzewa dowodowego z tym se-
kwentem jako korzeniem daje dowadd tego sekwentu.

Innymi stowy, bez wzgledu na to, w jakiej kolejnosci zastosujemy reguty,
prébujac konstrukeji dowodu od konica, to i tak w rezultacie otrzymamy do-
wod, o ile sprawdzany sekwent jest dowiedlny. Systemy zbiezne sa wygodne
z punktu widzenia automatycznego dowodzenia twierdzen, gdyz nie zmusza-
ja do uwzgledniania mozliwosci powrotu (backtracking) do wczesniejszych
etapow konstrukcji, jezeli dokonaliSmy po drodze “ztych” wyboréw, zatem
mniej obcigzajg pamieé¢ programu. Z punktu widzenia rezultatu w syste-
mach zbieznych nie ma ztych wyboréw, cho¢ takie a nie inne wybory moga
mie¢ niebanalny wplyw na rozmiary otrzymanego dowodu.

Latwo zauwazy¢, ze w procesie poszukiwania dowodu dla LK mozemy
byé zmuszeni do wielokrotnych powrotéw i zaczynania poszukiwan dowodu
od nowa nawet, gdy nie musimy uzywaé¢ (Cut). Przyczyna braku zbieznosci
LK jest wystepowanie kontrakcji, ostabiania, Gentzenowskich regut (= V)
i (A =) oraz k-niezaleznej reguty (—=-). Jak wyzej pokazalismy, w LK, w
rezultacie braku zbieznosci, mimo iz S jest dowiedlne, to mozna otrzymac
jego drzewo dowodowe, ktore nie jest dowodem S. Obie Gentzenowskie re-
guly (= V)i (A =) nie sg najgorsze, gdyz zostawiaja tylko dwie mozliwosci.
W przypadku kontrakcji i ostabiania mamy tyle mozliwosci ile formut w se-
kwencie, a w przypadku k-niezaleznej (—=-) tyle ile mozliwych rozktadow
formut parametrycznych we wniosku miedzy dwa sekwenty przestanki. Pro-
bleméw takich mozemy uniknaé, jezeli procedure oprzemy na ARS. Mozna
wtedy dowiesé:

Lemat 6.5 (zbieznosé¢ ARS) Jezeli S jest dowiedine w ARS, to kazde drze-
wo dowodowe sekwentu S mozna poszerzyé do dowodu S w ARS.

DowOD: Zaltézmy, ze mimo dowiedlnosci S otrzymaliSmy w wyniku proce-
dury naszkicowanej w dowodzie lematu 6.3 kompletne drzewo dowodowe,
ktore nie jest jego dowodem. Rozwazmy galaz, ktora zaczyna sie od nieak-
sjomatycznego atomowego liscia S’. Model, w ktorym wszystkie elementy
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poprzednika S’ sg prawdziwe, a wszystkie elementy nastepnika falszywe, fal-
syfikuje nie tylko ten sekwent, ale rowniez kazdy inny sekwent na tej gatezi,
gdyz wszystkie reguty ARS sg odwracalne. Zatem rowniez S bylby sfalsyfiko-
wany, co — z racji adekwatnosci ARS — przeczy zatozeniu o jego dowiedlnosci.
|

Uwaga 6.1: Analogiczny rezultat mozemy uzyskaé, gdy procedure szukania
dowodu oprzemy na LK-K, czyli wariancie LK z regutami Ketonena i k-
jednolitymi. Musimy wtedy jednak zrezygnowaé ze stosowania kontrakcji, a
(W) stosujemy dopiero w ostatniej fazie, do sekwentow, ktore sa juz wpraw-
dzie atomowymi aksjomatami uogélnionymi, ale nie sg aksjomatami w sensie
LK-K.

Zauwazmy — na podstawie podanego wyzej dowodu — ze jezeli zawezimy
nasze rozwazania do takich wersji RS, ktére uzywaja uogélnionych aksjoma-
tow, co automatycznie czyni (W) zbednym, to brak zbieznosci zwiazany jest
z wystepowaniem regut nieodwracalnych. Oddaje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.2 RS jest zbiezny witw wszystkie requly sq odwracalne.

DowOD: Zatozmy, ze RS jest zbiezne, ale pewna reguta r jest nieodwracalna.
Rozwazmy dowiedlny sekwent S, dla ktérego budujemy drzewo dowodowe,
w ktérym na pewnej gatezi uzyliémy r; niech to bedzie instancja Si/Ss tej
regutly i niech to bedzie pierwsze, idac od korzenia, uzycie reguty nieodwra-
calnej na tej gatezi. Poniewaz wszystkie reguty uzyte na galezi ponizej So sa
odwracalne, wiec F Sy, ale to znaczy, ze z racji zbieznosci, dowolne drzewo
dowodowe S—l mozna poszerzy¢ do dowodu Sy. Ale wtedy réwniez - Si,

gdyz kazda gaf@i, ktora prowadzi do S; w otrzymanym finalnie drzewie do-
wodowym zaczyna sie od aksjomatu. Zatem r tez jest odwracalna.

Z kolei zalézmy, ze wszystkie reguty sa odwracalne, ale RS jest niezbiez-
ny. Zatem dla pewnego F S; istnieje kompletne drzewo dowodowe, ktorego
przynajmiej jeden lisé, np. Sy nie jest aksjomatem. Ale skoro kazda reguta
jest odwracalna, to kazdy sekwent poprzedzajacy S1 na galgzi zaczynajace]
sie od S5 musi by¢ dowiedlny — sprzecznosé. W

Konsekwencja powyzszych jest:
Twierdzenie 6.3 (O rozstrzygalnosci dla KRZ:) Dla dowolnego S w skoni-
czony sposob mozna wykazac, ze jest dowredine lub dowodu nie posiada.

DowoOD: Jest to wzmocnienie lematu 6.4. Stosujemy do ARS podang w do-
wodzie lematu 6.3 procedure uzyskujac w skonczonej ilosci krokéw drzewo
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kompletne. Jednak tym razem drzewo, ktére nie jest dowodem, musi falsyfi-
kowaé¢ S z racji zachodzenia lematu 6.5. B

Uwaga 6.2: Oczywiscie przy pomocy LK tez mozna dowie$é rozstrzygalno-
sci KRZ, ale wymaga to uwzglednienia koniecznosci “backtrackingu” — po-
wracania do pewnych etapéw budowy drzewa i kolejnego rozwazania innych
mozliwych poszerzeri danego drzewa dowodowego. Tym niemniej uwzgled-
nianie takich wersji RS nie jest bez znaczenia, gdyz dla wielu roztrzygalnych
logik nieklasycznych, np. modalnych, nie istnieja zbiezne systemy RS.

6.2.2 Algorytmy

W dowodach dotychczasowych rezultatéw wykorzystywaliSmy nieformalnie
pewng procedure budowy drzew dowodowych. W ksiazce tej nie zamierzamy
sie zajmowaé¢ kwestiami automatyzacji dowodzenia ani, tym bardziej, im-
plementacji takich programéw, czy strategiami optymalizacji. Pomijamy tez
catkowicie kwestie efektywnosci zwiazane z obliczaniem przestrzeni poszu-
kiwania dowodu. Tym niemniej pewne elementarne uwagi moga okazaé sie
przydatne choé¢by w przypadku siegniecia do bardziej zaawansowane]j litera-
tury (np. Fitting [43], Gallier [48].)

Ponizej w pseudokodzie, ktéry w zasadzie wystarcza do rozwiniecia w do-
wolnym jezyku programowania, podamy zapis algorytmu, ktéry wykorzysta-
lismy w dowodach lematéw i twierdzen z poprzednich paragrafow. Sekwenty
aksjomatyczne bedziemy zaznaczaé jako zamkniete, aby nie rozwazaé ich
podczas nastepnego etapu.

Wejscie: sekwent S
Wyjscie: potwierdzenie albo zaprzeczenie dowiedlnosci S

0. Start Wpisz S jako korzen drzewa.
1. Select skrajny lewy niezamkniety 1is¢ S’
2. If S’ nie jest aksjomatyczny, then
2.1. If S’ jest atomowy, then
stop: ¥ S
else zastosuj regule do wybranej formuty goto 1.
else zamknij S’
3. If S’ jest skrajnym prawym liciem, then
stop: - S
else
3.1. przejdz do nastepnego liscia S”
3.2. 8" := 5 goto 2.
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Oto kilka cech podanego algorytmu szukania dowodu:

1. drzewo budowane wedtug strategii DEPTH-FIRST;
2. wczesne zastosowanie testu zamykania galezi;
3. ograniczony niedeterminizm;

4. brak strategii preferencji.

Co do pierwszej wtasnosci, to istnieja rézne typy algorytmoéw buduja-
cych lub przeszukujacych drzewa. Do najpopularniejszych strategii naleza
budujace (przeszukujace) wszerz (breadth-first) i w gtab (depth-first). Przy-
ktady algorytmoéw pierwszego typu dla ARS mozna znalezé np. w Gallier
[48], Buss [20], Kleene [84]; sa one bardziej przydatne dla nierozstrzygalnych
logik, totez rozwiazanie tego typu zastosujemy w rozdziale 9 do KRK.

Podany przez nas tutaj algorytm nalezy do drugiej grupy, gdyz po kaz-
dym zastosowaniu reguty wracamy do kroku 1, czyli caly czas rozbudowu-
jemy skrajng lewg galaz az do skutku i dopiero wtedy przechodzimy do na-
stepnej gatezi. Tym skutkiem moze by¢ sekwent atomowy nieaksjomatyczny;,
co skutkuje zakorniczeniem bez rozwijania innych galezi (to tez charaktery-
styczne dla strategii depth-first), albo aksjomatyczny, ktory nie musi byé
atomowy. To, ze na kazdym etapie w kroku 2 sprawdzamy czy sekwent jest
aksjomatyczny zanim podejmiemy dalsze dziatania, to druga cecha naszego
algorytmu. Alternatywnie moglibysmy rozwijaé kazda gataz az do atomowe-
go liscia i dopiero wtedy sprawdzaé czy jest to aksjomat.

Ograniczony niedeterminizm sprowadza sie do tego, ze w przypadku se-
kwentu nieatomowego wybieramy formute, do ktérej stosujemy regute. Za-
tem procedura nie jest w pelni deterministyczna, gdyz jaki§ wybér musi
byé¢ dokonany, ale jest to niedeterminizm ograniczony tylko do wyboru pew-
nej formuty w danym sekwencie. Mamy tu dwie mozliwosci, niedeterminizm
procedury moze byé wyeliminowany calkowicie przez narzucenie kolejnosci
rozwazania formut np. od lewej ku prawej’. Z drugiej strony, mozna wyko-
rzystaé niedeterminizm i przy okazji zastosowaé pewne strategie optymali-
zacji, np. stosowaé najpierw reguly, ktore nie rozgalteziaja, a dopiero potem
rozgalteziajace, aby ograniczy¢ wielko$¢ drzewa dowodowego. W ten sposob
wprowadzilibysmy do algorytmu pewne strategie preferencji.

" W tym przypadku lepsze jest uzywanie c-systemow (por. uwaga 4.4 o ARS Galliera).
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6.3 Twierdzenie o interpolacji

Jedno z bardziej interesujacych zastosowan twierdzenia o eliminacji ciecia to
dowdd twierdzenie o interpolacji Craiga, a raczej pewnego bardziej ogdlnego
twierdzenia, ktore implikuje twierdzenie Craiga®. W dowodzie zastosujemy
metode Maehary, ktora jest dosé ogélna, gdyz z jej pomoca wykazano inter-
polacje dla wielu logik nieklasycznych w formalizacji RS. Co wiecej, dowody
te sa konstruktywne gdyz, w przeciwienistwie do innych, semantycznych do-
wodow (np. oryginalny dowdd Craiga), pokazuja dla konkretnych przypad-
kéw, w jaki sposob skonstruowadé formute interpolacyjna. Prezentacje metody
Maehary i jej poszerzenie na inne logiki mozna znalezé m.in. w opracowaniach
Takeutiego [143] i Ono [104]. Przyktad innego konstruktywnego dowodu tego
twierdzenia mozna znalez¢ w Kleene [84].

Na potrzeby dowodu twierdzenia Maehary wprowadzimy do jezyka state
T i L oraz wzbogacimy LK o aksjomaty postaci = T i 1 =. Twierdzenie
o eliminacji ciecia nadal zachodzi dla takiej formy LK, gdyz jest to kon-
serwatywne poszerzenie LK. Zaktadamy tez dla uproszczenia, ze sekwenty
sktadaja sie z multizbiorow, L oznacza sume multizbiorow (por. dodatek),
ale ZZ(I") oznacza zbior atoméw wystepujacych w multizbiorze I', wliczajac
w to state T i L. Dla dowolnego sekwentu I' = A wprowadzimy pojecie jego
partycji.

Definicja 6.7 NiechI'1UI's =T, a A1UAy = A. Wiedy ((Fl, Al), (FQ, Ag))
jest partycjg I' = A.

Zauwazmy, ze w partycji dopuszczalne sa tez multizbiory puste, np.
(T, 2), (2, A) tez jest partycja I' = A.

Twierdzenie 6.4 Jezeli-T' = A, to dla dowolnej partycyi ((T'1, A1), (T2, Az))
istnieje takie @, ze:

1. "Fl :>A1,§0
2. l—(p,F2=>A2

3. ZZ(QO) - ZZ(Fl (] Al) N ZZ(FQ (] Ag)

8 Wlasciwie dowod tego twierdzenia wynika raczej z wlasnoéci podformul; np. mozna
tym sposobem udowodnié twierdzenie interpolacji dla modalnej logiki S5, ktéra nie posiada
RS formalizacji bez (Cut) ale zastosowania (Cut) sa tam ograniczone do analitycznych —
por. np. Ono [104].
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DowoOD: Przez indukeje po dtugosci k dowodu I' = A w LK bez (Cut).

Przypadek k = 0 zatem I' = A jest aksjomatem. Niech bedzie postaci
© = . Wtedy mamy do rozwazenia 4 partycje:

((9,9), (2,2)), (2, 2), (4, 2)), (¢, 2),(2,9), (2, ), (2, 2)).

W pierwszym przypadku interpolantem jest L , gdyz mamy F ¢ = ¢, L
iF 1l = Wdrugim T, gdyz - = T ik T,p = ¢. W trzecim jest to
Y, a w czwartym -, gdyz F= ¢, -¢ i F =, ¢ =. Dla aksjomatu postaci
= T mamy dwie partycje (&, T),(2,9)) i ((&,9),(2,T). W pierwszym
przypadku interpolantem jest 1, gdyz F= T, L i+ L =, w drugim T. Dla
aksjomatu postaci L = dualnie do poprzedniego przypadku.

W przypadku k > 0, rozwazamy kolejno ostatnia zastosowana w dowo-
dzie regute. Dla przyktadu dokltadnie przeanalizujemy obie reguty dla A.

(A=) wtedy I' = A:= ¢ A x, IV = A, a poprzedni sekwent ma postac
¥, I" = A lub x,I” = A; wezmy pierwszy z nich (dla drugiego dowdd jest
analogiczny). Nie musimy rozwazaé¢ wszystkich partycji ' = A, a nawet
nie jesteSmy w stanie tego zrobié¢, gdyz mamy tylko schemat sekwentu a nie
konkretny sekwent z okreslonymi formutami. Zatem musimy rozwazy¢ dwie
sytuacje: dowolna partycja, w ktorej ¥ A x € T'1 i taka, w ktorej ¢ A x € T'a.

Rozwazmy dowolna partycje taka, ze 1» Ax € I'y (inaczej I'y := ¢ Ax, )
i dla sekwentu przestanki rozwazmy odpowiadajaca jej partycje z ¥ € I'y
(inaczej I'1 := 4, I")). Poniewaz ¢, I” = A ma dowod dtugosci k — 1 wigc, z
zalozenia indukcyjnego istnieje ¢ takie, ze:

1. + Fll,l/J = Al,@
2. F ©, I's = AQ
3. ZZ(p) CZZ(THUu{Y}UA)NZZ(TyU Ay)

Wtedy z 1. mamy 9 A x,I'} = Ay, ¢, a skoro zachodzi 2., a ponad-
to ZZ(p) C ZZ[T, U{y A x}UA)NZZ(Ty U Ag), wiec ¢ jest rowniez
interpolantem dla ¥ A x, IV = A.

Rozwazmy teraz dowolna partycje taka, ze ¢ A x € I's (inaczej 'y :=
¥ A x,T%) 1 dla przestanki rozwazmy odpowiadajaca jej partycje z ¢ € T's
(inaczej Ty := 1, T%). Znow z zalozenia indukcyjnego istnieje ¢ takie, ze:

1. "Fl :>A1,g0
2. Fp, T = Ay
3. ZZ(p) CZZ(TWUA)NZZ(THU {¢} U Ag)
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Wtedy z 2. mamy ¥ A x,¢, I, = Ag, a skoro zachodzi 1., a ponadto
ZZ(p) CZZT1UA)NZZ(TLu{y Ax}UAs), wiec ¢ jest rowniez wtedy
interpolantem dla ¥ A x, IV = A.

(= A): wtedy T' = A :=T = A4 A x, a oba sekwenty-przestanki
majg posta¢ I' = A’ ¢ i I' = A/, x. Rozwazmy dowolna partycje taka, ze
A x € Ay (inaczej Ay := Al ¢ A x) 1 dla sekwentow przestanek rozwaz-
my odpowiadajace im partycje z ¢ € A1 1 x € Ay (inacze] Ay := A, i
Ay := A, x). Z zalozenia indukcyjnego dla obu przestanek mamy odpowied-
nio interpolanty 1, o takie, ze:

L FTy = ALY, o1

2. |—(p1,F2 = Ag

3. ZZ(QOl)gZZ(FluAIIU{LZ)})ﬂZZ(FQUAg)
4. T = AL X, 92

5. I_(pg,rg :>A2

6. ZZ(QOQ) - ZZ(Fl U All U {X}) N ZZ(FQ U Ag)

Wtedy z 1. i 4. wydedukujemy z pomoca (= V) i (= A) I'1 = AL, ¢ A
X, 01 V@2, az2. 15, wydedukujemy o1 V ¢a,T'2 = Ag przez (V =). Zatem
©1 V 2 jest poszukiwanym interpolantem dla T' = A’/ A x gdyz ZZ(p1 V
02) CZZT1UAU{Y Ax})NZZ(T2U Ag).

Rozwazmy teraz dowolna partycje taka, ze 1 A x € Ay (inaczej Ag :=
A, 1 Ax) 1 dla sekwentow przestanek rozwazmy odpowiadajace im partycje
7z € Ag i x € Ag (inaczej Ag := AL 9 1 Ag := Al x). Z zalozenia induk-
cyjnego dla obu przestanek mamy odpowiednio interpolanty 1,2 takie,
ze:

1. FTy = A0

2. k1, Te= ALY

3. ZZ(p1) CZZ(TUA )N ZZ(To LA U{9})
4. FT1 = Ay, 99

5. F 9, T9 = AL x

6. ZZ(LPQ) - ZZ(Fl (] Al) N ZZ(FQ UJ AIQ UJ {X})
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Wtedy z 1. i 4. wydedukujemy z pomoca (= A) I't1 = Ay, 01 A, a2
2.1 5. za pomoca (A =) i (= A) wydedukujemy @1 A g,y = AL 0 A x.
Zatem @1 A @9 jest poszukiwanym interpolantem dla T' = A’ ¢ A x, gdyz
ZZ(p1 Np2) CZZ(T1UAN)NZZ(T2UALU{Y A X))

Pozostate przypadki dowodzimy w podobny sposéb. B

Zauwazmy, ze w dowodzie nie musieliSmy rozwaza¢ przypadku, gdy I' =
A jest wydedukowane z pomoca (Cut). Do tego przypadku nie daloby sie
zastosowaé¢ metody dowodu przedstawionej wyzej, chyba, ze zastosowania
(Cut) mialyby charakter analityczny (por. paragraf 6.1.2 i przypis 6).

Z udowodnionego twierdzenia wynika oryginalne twierdzenie Craiga jako
szczegdlny przypadek. Zatozmy, ze = ¢ — ¢ 1 ZZ(p) N ZZ(Y) # O, z
adekwatnosci LK i lematu o inwersji mamy F ¢ = 1. Zatem, przy partycji
' := ¢, Ay := 1, Ty = A1 = & z twierdzenia 6.4. mamy interpolant x, taki,
zeFp=xiFx=v. N



Rozdzial 7

Metody semantyczne w RS

Wprawdzie RS jest traktowane gloéwnie jako narzedzie badan teoriodowodo-
wych jednak mozna z powodzeniem stosowaé je do prezentacji klasycznych
wynikéw metalogicznych zamiast rozpowszechnionego formalizmu aksjoma-
tycznego. Co wiecej, w wielu przypadkach ujecie tych rezultatéw na gruncie
RS sprzyja wiekszej prostocie i przejrzystosci dowodéw. Pokazemy obecnie
jak RS mozna przystosowaé do tego, aby semantycznie dowodzié¢ rozmaite
wazne metalogiczne wtlasnosci. Skoncentrujemy sie zwlaszcza na pokazaniu
jak mozna wykazaé twierdzenie o pelnosci dla RS za pomoca rozmaitych
technik. Dowody przedstawimy dla systemu ARS, czyli analitycznego wa-
riantu RS omoéwionego w rozdziale 4, ale odpowiednie fragmenty dowodow
tatwo zmienié tak, aby pasowaly do dowolnego innego wariantu RS. Zade-
monstrujemy w tym rozdziale trzy rodzaje dowodéw petnosci ARS:

e niekonstruktywny — oparty na technice Lindenbauma-Henkina, czyli
wykorzystujacy zbiory maksymalnie niesprzeczne;

e konstruktywny — oparty na konstrukcji zbioréw nasyconych Hintikki;

e posredni — wykorzystujacy zbiory niesprzeczne maksymalne relatywnie
do pewnego zbioru skoriczonego.

Poza ostatnim przypadkiem pozostale strategie byty krotko omoéwione w
rozdziale 1 w kontek$cie H-KRZ. Przeniesienie tych technik na grunt RS wy-
maga zazwyczaj pewnych uogblnien poje¢ i konstrukcji wykorzystywanych
dla systemow aksjomatycznych. W rezultacie otrzymujemy przejrzyste i ele-
ganckie warianty dowodéw klasycznych rezultatoéw. Zastosowanie klasycznej
techniki dowodu Lindenbauma-Henkina, ktora uogdlnimy dla potrzeb se-
kwentowej formalizacji w podrozdziale 7.1, wymaga uzycia (Cut). W prze-
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ciwienstwie do tego dowod metoda Hintikki. jest zarazem alternatywnym
(semantycznym) sposobem wykazania twierdzenia o eliminowalnosci (Cut),
gdyz dowodzimy petnosci ARS bez tej reguty. W kazdym przypadku omo-
wimy pewne warianty obu metod. W podrozdziale 7.3 pokazemy dowdd pel-
noéci o posrednim charakterze, w ktérym korzystamy z analitycznej wersji
(Cut). Na koniec, w charakterze suplementu pokazemy, w jaki sposob ARS
moze by¢ uzyte w dowodzie stabej petnosci metoda Posta.

7.1 Pelos¢ ARS z (Cut) metoda Henkina

Pokazemy obecnie jak mozna dla RS z (Cut) wykaza¢ dowod o pelnosci ko-
rzystajac ze standardowej metody Henkina opartej o wykorzystanie lematu
Lindenbauma o maksymalizacji. Formalizm RS umozliwia eleganckie uogol-
nienie tej metody. Na poczatek potrzebujemy pare waznych definicji:

Definicja 7.1 (Niesprzeczno$é par zbioréw formutl) 1. T A wtw
T = A’ dla pewnego skoriczonego I" C T 1 A C A.

2. TF A wtwkW T = A dla kazdego skoriczonego I' C T 1 A’ C A.
3. (T',A) jest niesprzeczna wtw T' ¥ A.
4. (D, A) jest sprzeczna wtw I' = A.

Domysélnie - oznacza tu dowiedlnosé w ARS dla KRZ i do niej zrelatywi-
zowane jest pojecie (nie)sprzecznosci par zbiorow, ale definicje te maja walor
ogblny — dla dowolnej wersji RS i dowolnej logiki.

Uwaga 7.1: Powyzsze definicje oparte sa na omawianej w podrozdziale
2.3 interpretacji = jako relacji konsekwencji i poszerzaja nam dowiedlno$é
sekwentéw na przypadki nieskoriczonych zbioréw formut. Podana definicja
(nie)sprzecznosci pary zbioréw moze w pierwszym odruchu budzi¢ zastano-
wienie. Jest jednak bardzo naturalnym uogodlnieniem pojecia sprzecznosci
zbioru zdefiniowanym w rozdziale 1 za pomoca relacji dowiedlnosci w H-
systemie. Zauwazmy, ze dowolne I' jest sprzeczne wtw IV -y L dla pewnego
skoriczonego IV C T, ale na mocy réwnowaznosci Fp i Fgg (lematy 3.3. i
3.4.) mamy Frg IV =, czyli (T, @) jest sprzeczna. Zauwazmy tez, ze gdy
(T', A) jest sprzeczna, to do A mozemy dotaczyé¢ przez (= W) dowolng for-
mule co zgodne jest ze standardows charakterystyka sprzecznosci I' podana
w lemacie 1.3, zgodnie z ktora Cn(I') = FOR.

Oto kilka prostych wnioskow z podanej wyzej definicji.
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Lemat 7.1 Jezeli (I'y A) jest niesprzeczna, to:

e I'NA=9

o (I',A') jest niesprzeczna, dla dowolnego T" C T i A" C A
DowOD: W pierwszym wypadku gdyby 'NA # @&, to - ¢ = ¢ dla pewnego
p € I'N A, zatem istnieje skoriczone IV C ') A’ C A takie, ze - TV = A’ co
prowadzi do sprzecznoéci z zalozeniem.

Podobnie w drugim przypadku, gdyby jakies (I, A’) bylo sprzeczne, to

wtedy, z racji dopuszczalnosci (W) mamy F I' = A, co prowadzi do sprzecz-
nosci z zatozeniem. W

Lemat 7.2 Jezeli (', A) jest niesprzeczna, to:
1. jezelip €T, to p ¢ A
2. jezelip € A, to p ¢ T
3. jezeli ~p €T, to p ¢ T
4. jezeli ~p € A, to o ¢ A
5. jezelio N €T, top d A i ¢ A
6. jezeli o N € A, top ¢ T lubyp ¢ T
7. jezeli NV €T, to o & A lub i ¢ A
8. jezelipVi e A top ¢l ip ¢l
9. jezelip - e, top ¢ T lubyp ¢ A
10. jezelipo —p € A top ¢ Aip ¢T

DowoOD: Pierwsze dwa przypadki, to bezposrednia konsekwencja poprzed-
niego lematu. Dla ilustracji udowodnimy punkt 9 i 10.

Dla 9. Zalézmy nie wprost, ze ¢ — b € " ale p € T'i b € A. Jednak
F o — 1, =, wiec mamy ' H A, co jest sprzeczne z zalozeniem lematu.

Dla 10. Zaktadamy nie wprost, ze ¢ € A lub ¢ € T, chociaz ¢ — ¥ € A.
Zauwazmy jednak, ze zaréwno = ¢ — ¥, jak i ¢ = ¢ — 1 sa dowiedlne
(por. fakt 4.1.), wiec w kazdym wypadku mamy I' = A, co przeczy zalozeniu
lematu. M
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Jak juz wspomnielismy zastosowanie techniki Lindenbauma-Henkina wy-
maga uzycia (Cut) zatem skorzystamy z twierdzenia o dopuszczalnosci (Cut)
w ARS, aby udowodni¢:

Lemat 7.3 Jezeli (I', A) jest niesprzeczna, to (I'U{p}, A) jest niesprzeczna
lub (T, AU {p}) jest niesprzeczna, dla dowolnej formuty .

DowOD: Zalézmy nie wprost, ze oba zbiory sa sprzeczne, wtedy zaré6wno
FI, o = A’ jaki TV = A/, p, dla pewnych skoniczonych IV CT"i A’ C A.
Przez (Cut) otrzymamy F IV = A’/ co przeczy zalozeniu. M

Aby dowie$¢ petnosci metodg Henkina-Lindenbauma musimy tez uogol-
ni¢ pojecie zbioru maksymalnego na pary zbioréw formut.

Definicja 7.2 (Maksymalnosé par zbioréw formul) (', A) jest mak-
symalna wtw I' U A =FOR.

Oczywiste konsekwencje definicji maksymalnoéci dla par niesprzecznych
podaje ponizszy lemat. Jak latwo zauwazy¢ sa to konwersy pierwszych czte-
rech warunkéw z lematu 7.2 charakteryzujacego pary niesprzeczne.

Lemat 7.4 Jezeli (T', A) jest niesprzeczna i maksymalna, to:
1. jezeli o ¢ T, to o € A
2. jezelip & A, topeT
3. jezeli—-p ¢ T, to p €T
4. jezeli ~p & A, to p € A
Dowop: Dla 3. Gdyby zaréwno - ¢ I' jak i ¢ ¢ T', to — z racji maksy-

malnosci — {—p, p} € A. Ale F= =y, ¢, co przeczy niesprzecznosci (I', A).
]

Kolejny lemat to odpowiednik lematu Lindenbauma dla par zbioréw for-
mut. Przedstawimy go tutaj w wiekszym skrécie w poréwnaniu do wersji
standardowej z rozdziatu 1.

Lemat 7.5 (Lindenbaum) Jezeli (I, A) jest niesprzeczna, to istnieje mak-
symalna i niesprzeczna (I", A') taka, ze T C TV i A C A,
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DowoOD: Z racji przeliczalnosci FOR mozemy uporzadkowaé liniowo ten zbior
i kolejno dodawa¢ kazda formute do I' lub A. Doktadniej, niech @1, @, ....
bedzie nieskoniczong lista wszystkich formut . Definiujemy nieskoriczony ciag
sekwentow I'g = Ag, 'y = Ag, ... taki, ze I'g = Ag :=1 = A, a dla
kazdego i > 0, I'ip1 = Aiy1 := Ty = Ay, i1, jezeli (I, Ay U {piy1}) jest
niesprzeczna; w przeciwnym wypadku ;1 = Ajq =T, 001 = A,

7 lematu 7.3 i konstrukcji ciggu wynika, ze na kazdym etapie przynaj-
mniej jedna z rozwazanej pary sekwentéw jest niesprzeczna, zatem kazdy
kolejny element ciagu sekwentéw jest niesprzeczny.

Niech I" = Ty, a A" = [JA;, dla i < w. Jest oczywiste, ze IV U A’ =
FOR, (T',A’) jest zatem maksymalna. Zal6zmy nie wprost, ze (I, A’) jest
sprzeczna. Poniewaz kazdy dowdd jest skoriczony oznacza to, ze istnieje skon-
czona para (I, ), taka, ze II C IV, ¥ C A’ oraz IT = X ma dowdd. Z racji
skoniczonosci (I1, X)) istnieje w konstrukeji ciagu sekwentow taki etap i, ze
IMTCT;iX CA; ale to oznacza, ze I'; = A; jest sprzeczna, wbrew temu,
co dowiedliSmy wyzej. Z definicji konstrukeji ciggu mamy tez, ze I' C I i
A C A’ Zatem (I'; A) mozna poszerzy¢ do niesprzecznej pary maksymalnej.
|

Lemat 7.6 (lemat prawdziwosciowy) Jezeli (I'; A) jest maksymalna, to
istnieje model M, taki, ze: dla kazdego p, p € I wtw M E ¢.

DowoOD: Definujemy model przyjmujac, ze 9 = ZZ(I') i dowodzimy, ze
spetnia warunki przez indukcje po dtugosci formut. Baza wynika z definicji.

a. Niech ¢ := —):
Jezeli —p € T', to — przez lemat 7.2, punkt 3 — ¢ ¢ T', a przez lemat 7.4,
punkt 1 — ¢ € A. Z zatozenia indukcyjnego 9t ¥ ¢, zatem 9 E —).
Podobnie w druga strone, gdy 9 F —i, czyli M ¥ 9, to z zalozenia
indukcyjnego ¥ € A. Przez lemat 7.2, punkt 4, =1 ¢ A, zatem przez lemat
7.4, punkt 2, =y € T'.

b. Niech ¢ =¥ A x:

Jezelip €', top ¢ Al x ¢ A (lemat 7.2, punkt 5). Zatem, przez lemat
7.4, punkt 2, ¢p € T'i x € I'. Z zalozenia indukcyjnego 9 F ¢ i M F x, zatem
ME .

Jezeli ¢ ¢ T, to przez lemat 7.4, punkt 1, ¢ € A, wiec przez lematy 7.2
174,¢9 ¢ T'lub x ¢ T czyli ¥ € A lub x € A. Z zalozenia indukcyjnego
M E Y lub M ¥ x; bez wzgledu na to, ktory przypadek zachodzi mamy
MEp. 1
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Twierdzenie 7.1 (Pelnos¢) Jezeli =T = A, toF T = A.

DowoOD: Zalozmy, ze ¥ T' = A, co znaczy, ze (I',A) jest niesprzeczna.
Zgodnie z lematem 7.5 istnieje jej maksymalne poszerzenie (I, A’), a zgodnie
z lematem 7.6 istnieje dla tej pary model, taki, ze wszystkie elementy IV (a
zatem i I') sa w nim spelnione, a wszystkie elementy A’ (a zatem i A) sa
tam falszywe. Ale wtedy nie jest prawda, ze ET = A. R

7.1.1 Alternatywne dowody

Dowéd metoda Lindenbauma-Henkina mozna tez przeprowadzi¢ w troche
inny sposob. Wskazemy krotko dwie podobne alternatywny. Przy pierwszym
sposobie zachowujemy definicje maksymalnej (i niesprzecznej) pary zbiorow,
ale zamiast osobno dowodzi¢ lemat 7.2 dla niesprzecznych par, a potem le-
mat 7.4, ktory dotacza istotne wlasnosci maksymalnych par, mozna od razu
udowodnié¢ lemat o wtasnosciach par niesprzecznych i maksymalnych:

Lemat 7.7 Jezeli (I, A) jest niesprzeczna i maksymalna, to ma nastepujgce
wlasnosci:

1. ~p el wtwe € A

-0 €A wtwp el

pANYpelT wtwepel iy el
oAy eEN wtwpe Alubp e A
Vel wtwe el lubyp el
eVY EANwwp € Aip €A

p—velwwepeAlubyp el

SN I e I

p—oPYeAuwtwpel iypeA

DowoD: Rozwazmy przypadek 1.1 7.

Jezeli = € T, to z racji niesprzecznosci (I'; A), ¢ ¢ T, gdyz F ¢, 9 =
co daje I' = A. Z racji maksymalnosci ¢ € A, gdyz ¢ € I'U A. Analogicznie
w druga strone.

Jezeli ¢ — ¢ € T, to oczywiscie p ¢ T' lub ¢ ¢ A, gdyz w przeciwnym
razie I' = A, skoro F ¢ — 1, p = 1. Zatem, z racji maksymalnosci p € A
lub ¢ € T'. Zalézmy, ze ¢ € A lub ¢ € T, oraz ze ¢ — ¢ ¢ I'. Zatem
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@ — 1 € A z racji maksymalnosci. W obu przypadkach prowadzi to jednak
do uznania, ze I' - A, gdyz w pierwszym przypadku F= ¢ — ¥, p, a w
drugim v =¢—1¢. R

Udowodniony lemat pozwala jeszcze prosciej udowodnié¢ lemat prawdzi-
woéciowy, gdyz podane w nim warunki pokrywaja sie z warunkami spelniania
formut. Np. dowdd dla ¢ A ¢ wyglada nastepujaco:

e AN €T wtw (przez lemat 7.7.) ¢ € I'i ¢ € T" wtw (przez zalozenie
indukcyjne) ME ¢ 1 M E ¢ wtw M E @ A ).

Jest mozliwe jeszcze inne podejécie. Mianowicie mozna sformutowaé defi-
nicje maksymalnej pary zbioréw jako pary spetniajacej podane w lemacie 7.7
warunki. Nie musimy ich wtedy udowadniaé, ale przy tym podejsciu zmienia
siec dowod lematu 7.5. Konstrukcje stosujemy taks sama, ale musimy udo-
wodni¢, ze uzyskana para jest maksymalna, tzn., ze spelnia podane w lemacie
osiem warunkéw. Pozostawiamy to zadanie czytelnikom.

7.2 Dowbéd analityczny pelnosci

Zaprezentowana w poprzednim rozdziale procedura szukania dowodu, ktora
zostata tam wprowadzona dla udowodnienia rozstrzygalnosci, pokazuje, ze
do problemu adekwatnosci RS bez (Cut) mozna podej$¢é w sposdb bezpo-
sredni, tzn. zbudowaé konstruktywny dowdd petnosci. W przeciwienstwie do
dowodu metoda Lindenbauma-Henkina otrzymujemy dla kazdego przypadku
sekwentu nietautologicznego konkretny przepis na model falsyfikujacy.

Dla potrzeb wykazania petnosci ARS wprost (tj. bez odwolywania si¢ do
twierdzenia o pelosci dla wersji z (Cut) i do faktu jej eliminowalnosci), po-
trzebujemy nowego pojecia, ktore jest ostabieniem pojecia maksymalnosci.
Chodzi o pojecie nasycania w dot, albo saturacji, wprowadzone przez Hin-
tikke (por. paragraf 1.4.3). Obecnie dostosujemy je do ujecia sekwentowego,
tzn. zdefiniujemy dla par zbioréw formut, a nie dla pojedynczych zbioréw.

Oczywiscie mozna w przypadku KRZ oby¢ sie bez calego aparatu, ktory
dalej wprowadzimy, biorac pod uwage prosty dowod petnosci dla ARS oparty
na semantycznej odwracalnodci regut i przedstawiony przez nas w rozdziale
4. Jednak konstrukcje przedstawione ponizej sg bardziej ogélne i mozna je
zastosowaé¢ do dowodzenia petnosci wielu innych logik, w tym takich, ktérych
sekwentowe formalizacje zawieraja reguty nieodwracalne. Kluczowe pojecie
pary zbioréw nasyconych mozna wprowadzi¢ na co najmniej dwa sposoby:
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a. bezpogrednio definiujac pojecie nasyconej pary zbioréw formut;

b. posrednio (np. Goré [54]) sprowadzajac nasycanie do pojecie domknie-
cia na zastosowanie reguty.

7.2.1 Metoda bezposrednia

Zacznijmy od pierwszej metody, przy ktoérej pojecie pary zbioréw nasyconych
wprowadza sie definicyjnie.

Definicja 7.3 (I',A) jest (w doét) nasycona wtw spetnia warunki:
1. jezeli ~p €', to p € A
2. jezeli ~p € Ajtop el
3. jezelipAp el topelliy el
4. jezeli p ANp e Ajtop e Alubyp € A
5. jezelipvVy el topel'luby el
6. jezeli pVip e Ajtope Al e A

7. jezeli p el tope Aluby €T

oo

jezelip — e Ajtopeliyp e A

Uwaga 7.2: Niektorzy dodaja warunek niesprzecznodci do definicji satura-
cji. Ma to wplyw na prostsze sformulowanie twierdzen o istnieniu modelu,
ale w przypadku, gdy chcemy definiowa¢ algorytmy szukania dowodu po-
przez saturacje, to lepiej tego nie przesadzaé, gdyz przeciez nie wiemy z gory,
czy sprawdzany sekwent jest dowiedlny czy nie, tzn. czy odpowiadajaca mu
para zbioréw jest niesprzeczna. Poréwnujac podang tu definicje z wtasno-
Sciami maksymalnych par wyrazonymi w lemacie 7.7 widzimy, ze zamiast
rownowaznosci mamy implikacje. Zwigzek tych warunkow z regutami ARS
czytanymi od wniosku do przestanek jest oczywisty. Zauwazmy, ze dowolna
para zbioro6w zmiennych (nawet pusta) bedzie para Hintikki.

Kluczowy lemat prawdziwosciowy wyglada teraz nastepujaco:
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Lemat 7.8 (lemat prawdziwosciowy — wersja analityczna) Jezeli (I', A)
jest nasycona i niesprzeczna, to istnieje model M, taki, ze:

o jezelip e, to MFE p;

o jezeli p € A, to ME .

DowoOD: Definiujemy model przyjmujac, ze 9 = ZZ(T') i dowodzimy, ze
spelnia warunki przez indukcje po dtugosci formul. Baza wynika z definicji.
Niech ¢ := —):

Jezeli =y € T', to — przez warunek 1. definicji — ¥ € A. Z zalozenia
indukcyjnego 91 ¥ i ale wtedy 99t E —p. Przypadek gdy =9 € A dowodzimy
symetrycznie.

Analogicznie pozostale przypadki. H

Musimy wykazaé, ze dla dowolnego sekwentu niedowiedlnego istnieje na-
sycona para, ktéra jest jego niesprzecznym poszerzeniem.

Lemat 7.9 (Saturacja) Jezeli ¥ I' = A, to istnieje nasycona (I1,X), taka,
ze:

(a) HUX C SF(T'UA);

(b) II ¥ ¥ (tzn. (II, X) jest niesprzeczna).

Przypomnijmy, ze SF(I' U A) oznacza zbiér wszystkich podformut wy-
stepujacych w formutach z I' U A.

DowOD: jest prosty gdyz mozemy sie odwotaé do istnienia procedury szu-
kania dowodu zdefiniowanej w rozdziale 6. Jezeli ¥ T' = A, to w kom-
pletnym drzewie dowodowym istnieje co najmniej jedna galaz, ktorej 1lis¢
jest nieaksjomatyczny i atomowy. Jest ona skoriczonym ciagiem sekwentow:
'=A,...,T,= A,

Zdefiniujmy: Il = JT';, ¥ =J A, gdzie i < n (tzn. I'; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej galtezi) Nalezy wykazaé, ze (II, ) jest nasycona
oraz spelnia warunki (a) i (b).

Nasycenie wynika z faktu, ze warunki definiujace pare nasycong odpo-
wiadaja regutom zastosowanym w konstrukcji rozwazanej gatezi.

(a) jest konsekwencja wlasnosci podformut;

(b) jest spetniony z definicji (otwarta gataz). W
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Twierdzenie 7.2 (Pelnosé:) Jezeli =T = A, to T = A.

DowoDb:
1. ¥ T' = A (zalozenie),
2. istnieje nasycone i niesprzeczne (II,Y) (Lemat 7.9. o saturacji),
3. istnieje model falsyfikujacy dla (II, ) (Lemat 7.8. prawdziwosciowy),
4. istnieje model falsyfikujacy dla (I A) boT’ CITa A C X,
5. T =A W

W tatwy sposéb mozna dodatkowo przeprowadzi¢ dowdd konwersu lema-

tu prawdziwos$ciowego.

Lemat 7.10 Jezeli I' = A ma model falsyfikujgcy, to moze bycé poszerzony
do (niesprzecznego) nasyconego sekwentu I1 = X.

DowoOD: Niech 9 bedzie modelem falsyfikujacym I' = A. Przyjmijmy, ze
D={p:ME ¢}, a X = {p: MFE ¢}. Jest oczywiste, ze IINY = &, oraz
ze ' CIIi A C 3. Poréwnujac warunki nasycenia z definicjg relacji spet-
niania F widzimy, ze (II, ¥) musi spelnia¢ te warunki, zatem jest nasycony i
niesprzeczny. W

Zatem mamy twierdzenie:

Twierdzenie 7.3 I' = A ma model falsyfikujgcy witw moze byé poszerzona
do (niesprzecznego) nasyconego sekwentu.

7.2.2 Dowdd posredni

Alternatywny dowod konstruktywny pelnosci uzyskujemy posrednio (np. Go-
ré [54]) sprowadzajac nasycanie do pojecie domkniecia na zastosowanie re-

guty.

Definicja 7.4 Para (I, A) jest (w dot) nasycona wtw:
(i) jest niesprzeczna;
(ii)) T = A jest domkniety na kazdg regute.

Definicja taka jest prostsza, ale oczywiscie najpierw trzeba zdefiniowaé
pojecie domkniecia sekwentu na dana regute, np. w taki sposéb:
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Definicja 7.5 I' = A jest domkniety na regute

a) jednoprzestankowq wtw, jezeli formuta zasadnicza tej requty nalezy do
sekwentu, to formuty poboczne tez nalezq;

b) dwuprzestankowq wtw, jezeli formuta zasadnicza tej reguty nalezy do
sekwentu, to co najmniej jedna formuta poboczna tez nalezy.

Uwaga 7.3: Nie tylko brak w definicji 7.4. definiujacych warunkow, ale wy-
magamy tez niesprzecznosci (w poprzedniej definicji nie byto to wymagane —
para zbiorow nasyconych mogta by¢ sprzeczna). W konsekwencji w sformu-
lowaniu lematu prawdziwosciowego wymagamy tylko aby para (I', A) byta
nasycona, a w sformutowaniu lematu o saturacji pomijamy warunek (b).

Dowod lematu prawdziwosciowego przebiega w podobny sposéb choé¢ za-
miast do warunkow charakteryzujacych pary zbioréw Hintikki odwotujemy
sie do pojecia domkniecia na reguty. Pozostawiamy to czytelnikowi.

Dowodzac lematu o saturacji tym razem definiujemy algorytm nasycania
dla dowolnej niesprzecznej pary formut (a nie szukania dowodu dla dowolnego
sekwentu!). Natomiast wykazac nalezy, ze otrzymana para spelnia warunek
(1) 1 (ii) (tj. niesprzecznos¢ i domkniecie na reguty). W dowodzie wykorzy-
stujemy ponadto lemat 4.11 o odwracalnosci regut w ARS.! Przedstawimy
ponizej alternatywny dowdd lematu o nasycaniu.

DowoOD: Definiujemy rekurencyjnie skoniczony ciag sekwentow: I'g = Ag, ...
A

a) g = Ag:=T = A, jezeli nie da sie zastosowac zadna reguta logiczna,
to jest to poszukiwany przez nas sekwent nasycony.

b) Rozwazmy przejscie od i do i + 1. Niech I'; = A; bedzie sekwentem
otrzymanym w etapie ¢, ktory jest niesprzeczny. Jezeli nie da si¢ zastoso-
waé zadna regula logiczna, to jest to poszukiwany przez nas niesprzeczny
sekwent nasycony. W przeciwnym wypadku wybierz formute ze wzgledu, na
ktora (I';, A;) nie jest domkniety. Nalezy rozwazy¢ z osobna przypadek kaz-
dej formuly ztozonej w I'; i w A;.

Dla przyktadu niech to bedzie ¢ A 1p € A;.

Zatem I'; = A; :=T; = AL p A i w gre wechodzi zastosowanie reguly
(= A) z przestanek I'; = A, p i T; = AL 1.

! Oczywiscie nie mozemy wykorzystaé lematu 4.8 o odwracalnosci regul podanego w
podrozdziale 4.2, gdyz tamten dow6d wykorzystywal (Cut), my natomiast chcemy sie
odwotaé¢ do faktu, ze reguly rachunku bez (Cut) tez te wlasnosé posiadaja.



7.3. PELNOSC RS Z ANALITYCZNYM (CUT) 157

Co najmniej jedna z nich nie ma dowodu, gdyz inaczej, wbrew zatozeniu,
dowiedlny jest I'; = A;. Wybierzmy te przestanke, ktora nie ma dowodu
— niech to bedzie, np. I'; = Al ¢ i zdefiniujmy Tiy1 = Ajyq =T =
AL g, 0 NP

Zauwazmy, ze I'; C Ty 1 Ay € Ay, a ponadto T'jp = Ajyq jest
domknieta na jedna regule wiecej (dla ¢ A ¢) niz I'; = Al

Nalezy jeszcze wykazaé, ze I'j11 = A4 tez jest niesprzeczne. Zaldézmy
nie wprost, ze I';11 = A;11 ma dowod, wtedy — przez lemat o inwersji —
dowod maja obie przestanki tego sekwentu, ze wzgledu na regule (= A),
czyli dowod ma I'; = Al p, ¢ :=T; = Al p, wbrew zalozeniu o jego nie-
Sprzecznosci.

Powtarzamy te procedure az uzyskamy sekwent nasycony. Jest to pro-
ces skonczony, gdyz kazdy kolejny element ciggu zmniejsza ilosé¢ formut, ze
wzgledu na ktore Ty = Ag jest niedomkniety. Warunek (ii) definicji na-
sycenia jest spelniony poprzez konstrukcje ciagu, a (i) jest spelniony, gdyz
jak wykazalismy, kazdy kolejny element ciagu dziedziczy niesprzeczno$é z
elementu poprzedzajacego. M

7.3 Pelnos¢ RS z analitycznym (Cut)

W poprzednim rozdziale przy okazji rozwazan nad (staba) analitycznoscia
wprowadziliSmy pojecie analitycznego ciecia. Pokazemy, ze mozna zbudo-
waé konstruktywny dowdd pelnosci oparty na jego wykorzystaniu. Dowod
taki taczy elementy konstrukeji Lindenbauma i Hintikki przez zbudowanie z
dowolnej niesprzecznej pary zbiorow (I', A) skoriczonej pary relatywnie mak-
symalnej w zbiorze SF(I'UA) (lemat 7.11) i udowodnienie, ze jest nasycona
(lemat 7.12). Dowod pelnosci przebiega analogicznie jak w przypadku twier-
dzenia 7.2, tj. w oparciu o lemat 7.8, zgodnie z ktéorym z pary nasyconej
budujemy model falsyfikujacy dla I' = A. Ponizsza definicja dostosowuje
konstrukcje Lindenbauma do skoiiczonych par zbioréw.

Definicja 7.6 (Relatywna maksymalnos¢) Para zbiorow (I', A) jest re-
latywnie maksymalna w zbiorze I C FOR wtw dla dowolnej ¢ € I, o € T’
lub p € A, inaczej ' UA =1I.

Nastepny lemat jest odpowiednikiem lematu Lindenbauma.

Lemat 7.11 Jezeli (T, A) jest niesprzeczna, to istnieje niesprzeczna i rela-
tywnie maksymalna w SF(I'U A) para (T'y, Ay,) taka, ze T C T, i A CA,,.
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DowoOD: analogiczny do dowodu lematu Lindenbauma.

Zalozmy, ze I' = A jest niesprzeczna. Tworzymy skoriczona, listg wszyst-
kich formut z SF(I' U A):

P1, P2y Pn
Nastepnie definiujemy ciagg sekwentow 'y = Ao, ... , Iy, = A, taki, ze
I'o= Ag:=T= A, adla kazdegon > i >0,
Lit1 = Ajr1 =T = Ay, i, jezeli (T, A; U {pit1} jest niesprzeczna; w
przeciwnym wypadku ['j11 = Ay := Ty, 001 = Ay

Relatywna maksymalnosé (I'y,, A,) wynika z faktu, ze kazdy element
SF(I" U A) zostal na pewnym etapie konstrukcji dodany do jednego lub
drugiego zbioru pary.

7 lematu 7.3 i konstrukcji ciagu wynika, ze kazdy jego element, a w
szczegblnosdei Iy, = A, jest niesprzeczy. W

Zauwazmy, ze wszystkie uzycia (Cut) byly analityczne w podanym wyzej
dowodzie.

Wrystarczy teraz wykazaé, ze sekwent otrzymany w wyniku procedury z
dowodu poprzedniego lematu jest tez nasycony, a wtedy — przez lemat 7.8
— mamy istnienie modelu falsyfikujacego I', = A,,, a zarazem I' = A co
wystarcza dla dowodu pelnosci.

Lemat 7.12 (I',, A,,) jest nasycona.

DowoD: Aby wykazaé nasycenie I')yy = A,, wystarczy odwotaé sie w dowo-
dzie kazdego warunku do faktu jego niesprzecznosci i odpowiedniego warunku
z lematu 7.2. Przyktadowo:

a) zatozmy, ze p A € Ty, wtedy — poprzez lemat 7.2, warunek 5 — mamy,
ze o & Ap i ¢ Ay, ale zaréwno ¢ jak i 1 — jako podformuly I' U A musza
sie w '), = A, znajdowaé. Zatem obie naleza do I';. M

Poniewaz powyzsza konstrukcja jest skoriczona wiec przy okazji pozwala
na dowod rozstrzygalnosci. Oczywiscie procedura rozstrzygalnosci dla KRZ
oparta na powyzszym dowodzie nie jest réwnie efektywna jak procedury za-
prezentowane wczesniej i oparte na RS $cidle analitycznym. Istniejg jednak
rozstrzygalne logiki nieklasyczne, dla ktérych mamy tylko systemy stabo ana-
lityczne, a wtedy procedury oparte na analitycznych zastosowaniach (Cut)
sa konieczne dla dowiedzenia ich rozstrzygalnosci w konstruktywny sposéb.



7.4. ARS A POSTACIE NORMALNE 159

7.4 ARS a postacie normalne

Na koniec pokazemy tez, w jaki sposéb mozna na gruncie ARS udowodnié
stabg pelnosé KRZ metoda Posta, tzn. przez sprowadzenie do postaci nor-
malnych koniunkcyjno-alternatywnych (KA) (por. definicje w podrozdziale
1.1, twierdzenie 1.1 i paragraf 1.4.1). Jest to mozliwe dzieki odwracalnosci
wszystkich regut. Najpierw udowodnimy twierdzenie Posta z pomoca ARS:

Lemat 7.13 (Post) Dla dowolnej ¢ istnieje ¢ w postaci KA, takie, ze:
eb=p— ¢
e b= ¢ — .

DowoOD: Zmodyfikujmy nieco procedure poszukiwania dowodu sekwentu
sformutowana w rozdziale 6 przez wprowadzenie wymogu, aby kazda gataz
poszerzaé tak dlugo az otrzymamy atomowy lis¢. Innymi stowy, nie zatrzy-
mujemy budowy gatezi gdy pojawi sie nieatomowy aksjomat i nie zatrzymu-
jemy procedury gdy pojawi sie atomowy li¢ nieaksjomatyczny. W rezultacie,
dla kazdego sekwentu S otrzymujemy kompletne drzewo dowodowe z n li-
§émi atomowymi. Kazdemu atomowemu liciowi S; := p1,...,pr = ¢1, ..., Q1
odpowiada alternatywa elementarna v; := -p1 V...V =pr Vg1 V...V q.

Rozwazmy otrzymane w ten sposéb drzewo dowodowe D dla = ¢ z n
lis$émi atomowymi.

Zmodyfikujmy najpierw D dodajac ¢ do poprzednika kazdego sekwen-
tu. Poniewaz reguly ARS maja wlasnosé niezaleznosci kontekstowej (por.
podrozdzial 4.5), wiec dodanie nowego parametru w poprzedniku kazdego
sekwentu zachowuje poprawnos$é regut. OtrzymaliSmy w ten sposob drze-
wo dowodowe D', ktorego korzen to ¢ = ¢, a kazdy lis¢ ma postac¢ S :=
Oy P1y -y Pk = q1, ..., Q1. Poniewaz reguly sa odwracalne, a korzeni D’ aksjoma-
tyczny, wige nawet dla tych S;, ktore nie sa aksjomatyczne mamy teraz b S.
Zatem rowniez - ¢ = 1); przez zastosowanie do S; odpowiednia ilo¢ razy
(= =) i (= V). Przez n-krotne zastosowanie (= A) i (=—) otrzymujemy
F= o = 1 Ao Ay, czyli b= p — ¢,

W druga strone, nalezy w D do poprzednika kazdego sekwentu dodaé
W1, ..., U, gdzie kazde 9;,7 < n odpowiada lisciowi S;. Otrzymujemy w ten
sposob drzewo dowodowe D’ sekwentu 1, ..., ¥, = @, ktore jest jego dowo-
dem lub tatwo na dowdd daje sie przerobi¢. W przypadku, gdy wszystkie
liscie byly juz aksjomatami D’ jest dowodem tak jak i D. W przeciwnym
wypadku te liscie, ktore byty aksjomatami nadal nimi pozostana natomiast
kazdy nieaksjomatyczny lis¢ S; := p1,...,px = q1,...,q zamienia sig na
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dowiedlny lis¢ S} := ¥1,...,¢n, D1, ..., Dk = q1,...,q. Jest tak dlatego, ze
Y1, .oy Y, = 1 daje si¢ wydedukowac z S przez (= —) i (= V), a ponie-
waz reguly sa odwracalne wigc S} jest dedukowalne z 91, ..., 1, = ;. Ten
ostatni jest jednak aksjomatem a zatem otrzymujemy dowdd D” sekwentu
Y1, ..., ¥, = ¢ po dodaniu do kazdego nieaksjomatycznego liscia S} w D’ je-
go dowodu z 11, ..., ¥, = ;. Po zastosowaniu (A =) i (=—) otrzymujemy
dowdd = V1 A A Yy — ;. I

Twierdzenie o pelnosci wynika z powyzszego twierdzenia i tatwego do
zaobserwowania faktu, ze = ¢ wtw kazda alternatywa elementarna w ¢’
musi zawiera¢ pare literalow komplementarnych (tj. dla pewnego i < k i
Jj < k, pi = qj). Ale wtedy drzewo dowodowe dla ¢ jest dowodem, gdyz
kazde S; jest aksjomatyczne.

Pokazany tu dowod jest dobrym przyktadem adaptacji standardowych
technik metalogicznych do formatu RS i pokazuje interesujacy zwigzek mie-
dzy RS a postaciami normalnymi, w tym wypadku koniunkcyjno-alternatywnymi.
Do kwestii zwiazkéw RS z postaciami normalnymi w ogélnosci powrdcimy w
ostatnim rozdziale. Tutaj trzeba podkresli¢, ze technika Posta nie ma walo-
ru ogblnego i w przeciwieristwie do metody Hintikki (w ktorej odwracalnosé
regul nie jest niezbedna) nie daje sie przenie$¢ na grunt RS-formalizacji dla
innych logik.



Rozdzial 8

Klasyczny Rachunek
Kwantyfikatorow

Ten rozdzial, podobnie jak rozdziat 1, ma charakter pomocniczy i nalezy
go traktowaé jako kompendium informacji o klasycznym rachunku kwantyfi-
katorow (KRK) niezbednych przy dalszej lekturze. Podrozdzial 8.1 omawia
jezyki pierwszego rzedu; szczegdlnie duzo uwagi poswiecono kwestii popraw-
nego podstawiania za zmienne wolne. Kolejny podrozdzial wprowadza aksjo-
matyczne ujecie rachunku kwantyfikatoréw i przyktadowych teorii pierwsze-
go rzedu oraz kilka waznych twierdzen syntaktycznych. Semantyka teorio-
modelowa omoéwiona jest w podrozdziale 8.3 gdzie pojawia sie kilka waznych
wynikéw o charakterze technicznym. Podrozdziatl 8.4 poswiecony jest pre-
zentacji dowodu twierdzenia o adekwatnosci dla logiki klasycznej, wraz z
modyfikacjami niezbednymi dla uwzglednienia identycznosci. Na koiicu po-
dajemy krotkie informacje o semi-roztrzygalnosci i interpolacji KRK (8.5)
oraz regutach dedukcji naturalnej (8.6).

8.1 Zagadnienia syntaktyczne

KRK jest naturalnym poszerzeniem KRZ, ktore powstaje przez analize struk-
tury wewnetrznej zdan prostych oraz uwzglednienie dodatkowych statych lo-
gicznych — kwantyfikatoréw: ogolnego (V — czytamy “dla kazdego”) i szczego-
towego (3 — czytamy “dla jakiegos”). KRK zwana jest czesto logika pierwszego
rzedu ze wzgledu na to, ze kwantyfikacja dopuszczona jest jedynie dla zmien-
nych indywiduowych (lub nazwowych), czyli rzedu pierwszego (denotujacych
obiekty), a nie rozwaza si¢ kwantyfikacji po zmiennych predykatywnych (dru-
giego rzedu — denotujacych zbiory obiektow). Logika taka jest sita rzeczy w

161



162 ROZDZIAL 8. KLASYCZNY RACHUNEK KWANTYFIKATOROW

pewien sposob ograniczona co do swoich mozliwosci ekspresji ale, w zasa-
dzie stanowi wystarczajaca baze dla formalizacji teorii matematycznych. Nie
znaczy to, ze logiki wyzszych rzedéw, czyli takie gdzie dopuszcza sie kwanty-
fikacje po zmiennych coraz wyzszych rzedow (denotujacych zbiory obiektow,
zbiory zbioréw obiektow, zbiory zbioréw zbiorow obiektow,...) nie sa przy-
datne i nie doczekaly sie analizy teoriodowodowej w rachunku sekwentow, ale
uwzglednianie tutaj ich teorii wymagatoby znacznego poszerzenia rozmiardéw
ksigzkil.

Natomiast uwzglednimy podstawowe poszerzenie KRK, ktore uzyskuje-
my przez dodanie predykatu identycznosci jako kolejnej statej, gdyz bez iden-
tycznosci budowa teorii matematycznych w jezykach pierwszego rzedu jest
problematyczna. To czy uwzglednianie identycznosci daje nam mocniejsza
logike (KRKI) czy tez teorie pierwszego rzedu (inaczej, teorie elementarna),
tzn. czy identycznosé jest stala logiczna czy pozalogiczna, jest przedmio-
tem filozoficznej debaty (por. np. Quine [114]), ktorej tu podejmowaé nie
bedziemy. Faktem jest, ze z punktu widzenia kryteriéw logicznosci statych,
ktore wypracowano na gruncie teoriodowodowych analiz, identycznosé nie
wypada dobrze jako logiczna stala, gdyz nie pozwala sie scharakteryzowaé
za pomoca regul spetniajacych odpowiednie syntaktyczne kryteria. Poniewaz
w tym rozdziale prezentujemy podstawowe fakty niezbedne dla zrozumienia
teoriodowodowych rozwazan przeprowadzanych w dalszej czesci, wiec dla
uproszczenia potraktujemy tu KRKI jako logike.

8.1.1 Jezyki pierwszego rzedu

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych informacji dotyczacych budowy
jezykoéw pierwszego rzedu. Mowimy o jezykach, gdyz na gruncie logiki rozwa-
za sie tylko ogdlny schemat jezyka, w ktérym oprocz zmiennych indywidu-
owych, uzywamy schematycznych symboli oznaczajacych nazwy (termy) lub
wlasnosci i relacje (predykaty). Konkretne jezyki uzyskujemy wprowadzajac
zamiast nieokreslonych symboli (w istocie zmiennych, choé¢ nie poddawanych
kwantyfikacji) konkretne state pozalogiczne.

! Podstawowe informacje o logikach wyzszych rzedéw, czy o teorii typow stanowigcej
ich ogolne ujecie, mozna znalez¢ np. w Mostowski [100] lub Andrews [5], a wykorzystanie
do nich RS w Takeuti [143].
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Definicja 8.1 (Stownik jezyka pierwszego rzedu) jest to suma roztqcz-
nych zbiordw:

o VAR = {z,y,z2,...} — przeliczalny zbior zmiennych indywiduowych

e CON ={a,b,c,...} — przeliczalny zbior symboli nazw indywiduowych

FUN ={f,g,h,..} — przeliczalny zbior symboli funkcyjnych

PRED ={A,B,C,...} — przeliczalny zbior symboli predykatow

LOG = {~,\,V,—,<,¥,3,=}
o AUX = {(7)’ [’]}

Uwaga 8.1: Zbiér VAR jest staly we wszystkich jezykach, jego elemen-
ty majg za zadanie reprezentowaé nieokreslone obiekty oraz wystepowaé w
powiazaniu z kwantyfikatorami. Niektorzy autorzy, w tym Gentzen, wprowa-
dzaja konwencje graficznego rozroznienia miedzy (meta)zmiennymi niezwia-
zanymi, a zwigzanymi przez kwantyfikator. Dyskusje nad zaletami i wadami
obu rozwiazan przeprowadzimy w rozdziale 9. Symboli ‘x’, ‘y’, (jak rowniez
‘a’, ‘f7, ‘A’) bedziemy tez w dalszym ciagu, dla uproszczenia zapisu, uzywaé
jako metazmiennych w definicjach, zapisach schematéw regut itp. gdyz w
rozwazanych przez nas kontekstach nie prowadzi to do nieporozumien. Uzy-
waé bedziemy jedynie dodatkowych metazmiennych 7; dla dowolnych termow
(tak jak ¢, dla dowolnych formut).

Uwaga 8.2: Kwantyfikatory zawsze wystepuja w potaczeniu z konkretnymi
zmiennymi, np. Vz, Jy (dla dowolnego z, dla jakiegos§ y) oraz z formulami,
w ktorych takie zmienne winny sie znajdowaé (choé¢ nie jest to konieczne,
dopuszczamy przypadek tzw. pustej kwantyfikacji). Totez oba kwantyfika-
tory naleza do grupy wyrazen zwanych operatorami, ktorych zadaniem jest
“wigzanie” zmiennych w wyrazeniach.

Uwaga 8.3: W konkretnych jezykach zbiory CON, FUN, PRED sa zazwy-
czaj skoniczone 1 moga by¢ puste — zawieraja one stale pozalogiczne (nazwy,
operacje, relacje). Elementy FUN i PRED maja okreslona argumentowos¢
(lub arnosé), ktoéra czesto zaznacza si¢ w gornym indeksie, np. f2, Al. Za-
zwyczaj bedziemy te indeksy pomijaé wtedy, gdy argumentowosé symbolu
jest jasna z kontekstu. Intuicyjnie argumentowo$é¢ predykatu oznacza, ze re-
prezentuje on relacje zachodzaca miedzy obiektami reprezentowanymi przez
jego argumenty (predykaty dwu- i wiecej argumentowe) lub wtasnosé obiek-
tu (predykaty jednoargumentowe). Analogicznie dla symboli funkcyjnych.
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W szczegblnodci, identycznosé = tez jest predykatem dwuargumentowym.
Zauwazmy, ze symbolu = bedziemy dalej uzywaé¢ dwuznacznie zaréwno dla
reprezentowania stalej logicznej w rozwazanych jezykach, jak i metajezykowo
— np. powyzej dla zaznaczenia, ze pewien napis jest nazwa jakiego$ zbioru.
Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumieri.

Uwaga 8.4: Zbior CON mozna zredukowaé do zbioru FUN traktujac na-
zwy jako funkcje zero-argumentowe (analogicznie nie wyrdzniamy jako osob-
nej kategorii symboli zdaniowych traktujac je jako predykaty zero-argumentowe).
Zostawiamy je jako osobng kategorie, gdyz wygodnie bedzie je wykorzystaé
dla reprezentacji systemu Gentzena jako symboli zmiennych nie zwiazanych
przez kwantyfikatory — por. rozdzial 9.

Uwaga 8.5: Symbole w CON, FUN, PRED maja charakter parametrycz-
ny, gdyz nie oznaczaja konkretnych pozalogicznych statych odpowiednich ka-
tegorii. Operowanie nimi jest przydatne w ogdlnych rozwazaniach nad logika
pierwszego rzedu i dowolnymi jezykami. W konkretnych jezykach elemen-
ty zbiorow CON, FUN, PRED beda oznaczane specjalnymi symbolami
zamiast liter a, b, f, P itp.

Przyktady stownikéw konkretnych jezykdw:

Teoria grup: CON = {1} , FUN = {-} (dwuargumentowy)

Teoria krat: CON = {1} , FUN = {x,+} (oba dwuargumentowe)
Teoria mnogosci: PRED = {€} (dwuargumentowy)

Arytmetyka: CON = {0} , FUN = {s} (jednoargumentowy)

Oczywiscie, w praktyce tak oszczedne jezyki sa niewygodne i wprowa-
dza sie definicyjnie kolejne stale pozalogiczne. Np. w teorii mnogosci stale
g, operacje N,U, —, P i predykaty C, C itp., w arytmetyce stale 1,2, 3, ...
operacje +, X, predykaty <, < itd.

Definicja 8.2 (zbioru terméw (wyrazen nazwowych) TERM)

1. VARUCON CTERM;

2. jezeli f* € FUN, to f™(11,...,7n) € TERM, gdzie 7, € TERM dla
dowolnego i < n (przy czym termy Ti, ..., T, nie muszqg bycé rézne);

3. mic wiecej nie nalezy do zbioru termow.

Uwaga 8.6: W praktyce bedziemy pomijali zaréwno indeks gérny charak-
teryzujacy argumentowos¢ f jak i nawiasy, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do
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nieporozumien — ale nie zawsze da sie tego uniknaé¢ np. frgya jest dwuznacz-
ne. Mozna jednoznacznie je zapisa¢ jako fzg(ya), gdy f2 i g2, lub fxg(y)a
gdy 3, a ¢g'. Zauwazmy tez, ze zazwyczaj dla konkretnych jezykow stosu-
je sie zapis infiksowy, a nie prefiksowy, tzn. zamiast Xzy napiszemy z X y.
Przyktady terméw w konkretnych jezykach:

sz, 550, s(x + sy) + s(ss0 + z) — w arytmetyce
xN(yU—=z),P(xNy) — w teorii mnogosci

Definicja 8.3 (zbioru formul FOR)

1. jezeli P € PRED, to P"(m,...,m) € FOR, gdzie 7, € TERM dla
dowolnego i < n (przy czym termy Ti, ..., T, nie muszq byc rézne);

jezeli T, 79 € TERM, to 71 =19 € FOR;

jezeli o € FOR, to —-p € FOR;

jezeli p, 0 € FOR, to (¢ AY), (o V), (¢ — ¢) € FOR;

jezeli ¢ € FOR, to dla dowolnej x € VAR, Vx(p),Jzx(p) € FOR;

S

nic wiecej nie nalezy do zbioru formut.

Formuta sktadajaca sie z predykatu i jego argumentéw to formuta ato-
mowa. Natomiast formula ¢ wystepujaca w formule Vz(y) to zasieg kwanty-
fikatora Yz (analogicznie dla 3x).

Uwaga 8.7: W praktyce bedziemy pomijali zaréwno indeks gérny charak-
teryzujacy argumentowosé P jak i nawiasy, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do
nieporozumien, analogicznie jak w przypadku wyrazen funkcyjnych (ale np.
P fxy jest dwuznaczne — P f(xy) lub Pf(x)y). Konwencje pomijania nawia-
sow w formutach ztozonych sa takie same jak w jezyku KRZ, w szczegdlnosci
kwantyfikatory traktujemy analogicznie jak negacje, czyli zachowujemy na-
wias jezeli zasieg kwantyfikatora jest formutg ztozona, a pomijamy jezeli jest
formuty atomows. Bedziemy tez stosowaé¢ konwencje pomijania symboli ta-
kich samych kwantyfikatorow, jezeli wystepuja w bezposrednim sasiedztwie,
tzn. zamiast VaVyVz(p) napiszemy Vryz(p).

Uwaga 8.8: W praktyce, dla konkretnych jezykow stosuje sie zapis infiksowy,
tzn. zamiast < xy napiszemy z < y. Przyktady formut:

st < ss0,x < sy — y =z, Vey(x + sy < sx + sy) — w arytmetyce
x€y,x CaxNy,Jz(r =y NJ) - w teorii mnogosci
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Uwaga 8.9: Dla powyzszej definicji jezyka mozna przyjac¢ prosta definicje
podformuty, tzn. dla formuty Qzy jej jedyna wlasciwa bezposrednia podfor-
mula jest ¢. Nie jest to jednak rozwigzanie wygodne dla naszych rozwazan
dlatego w nastepnym rozdziale zmodyfikujemy definicje podformuty dla for-
mutl z kwantyfikatorami.

8.1.2 Zmienne indywiduowe

Okolicznosé, ze te same zmienne moga by¢ w tym samym wyrazeniu wolne
lub zwiazane przez ktoérys kwantyfikator zmusza do poczynienia dodatko-
wych ustaleni i rozréznienia miedzy zmienng a jej wystapieniami. Wystapie-
nie zmiennej x w zasiegu Vx lub dx jest zwigzane, w przeciwnym wypad-
ku jest wolne. Zmienna jest zwiazana (wolna) w formule, jezeli ma w niej
co najmniej jedno zwiazane (wolne) wystapienie. Jak wida¢ dana zmienna
moze by¢ w tej samej formule zarazem wolna i zwiazana. Sporadycznie be-
dziemy tez uzywaé zapisu () dla oznaczenia formuly z wolna zmienna x
(zawierajaca co najmniej jedno wolne wystapienie x). Podane tu objasnienia
sprecyzujemy nizej za pomocg definicji indukcyjnych.

Definicja 8.4 (Var(r)) Niech Var(r) oznacza zbior wszystkich zmiennych
wystepujgcych w termie 7; wtedy:

1. Var(z) = {z}
2. Var(c) =@
3. Var(f(m1,...,m)) == Var(m)U...UVar(m,)

Uwaga 8.10: Formalnie rzecz ujmujac Var jest funkcja, ktéra przypisuje
kazdemu termowi zbiér zmiennych w nim wystepujacych. Mozna ja poszerzy¢
na formuly i ich zbiory. Definicje indukeyjna Var(y) zostawiamy czytelniko-
wi, Var(I') = J{Var(yp): p €T}

Ponadto niech V F(y) (VF(I')) oznacza zbiér wszystkich wolnych zmien-
nych w formule ¢ (w zbiorze formul I') a VB(y), VB(I') zbior wszystkich
zmiennych zwigzanych w ¢, I'. Precyzyjna definicja indukcyjna dla VF i VB
wyglada nastepujaco:

Definicja 8.5 (zmienne wolne)
1. VF(P(11,...,1)) = Var(n)U..UVar(r,)
2. VF(r = 12) := Var(m) U Var(r)
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3. VF(~p) :=VF(p)
4. VF(p*x1) :=VF(p)UVF(¢), dla x € {A,V,—}
5. VF(Qu(y)) :=VF(p) —{z}, dla Q € {v, 3}

6. VE(I) :=U{VF(¢):p€l}
Definicja 8.6 (zmienne zwigzane)
1. VB(P(11, ..., 7)) == @
2. VB(ri =13) i= @
3. VB(~p) := VB(p)
4. VB(p* ) = VB(p) UVB(Y), dla x € {A,V, —}
5. VB(Qa(p)) := VB(p) U {z}, dla Q € {V¥,3}

6. VB(I') :=U{VB(p) : p €T}

Jezeli VF(p) = @, to ¢ nazywamy zdaniem (lub domknietq formultq), w
przeciwnym wypadku jest formutq otwartq. Generalnie V F(¢)NV B(p) moze
by¢ niepuste (podobnie dla zbioréw formut), jednak dla naszych rozwazan w
dalszych rozdzialach duze znaczenie ma fakt, ze kazda taka formuta jest row-
nowazna formule ¢’ takiej, ze VF(¢ )NV B(¢') = @. Fakt ten udowodnimy w
paragrafie 8.2.1. Odnotujmy tez, ze w przypadku stalych zdaniowych takich
jak L, ktore incydentalnie wprowadzamy, Var(L) = VF(L) =VB(l) =@.

Przyktad 8.1:

Niech ¢ := Va(Vy(Azr — Ryz) — Bz A JzSxy V Cx), wtedy Var(p) =
{z,y,2}, VF(p) = {y,2}, VB(¢) = {z,y}. Zauwazmy, ze y € VF(p) N
V B(p), a ponadto, ze rozne wystapienia x sa zwiazane przez rozne kwanty-
fikatory (w Az, Bx i Cx przez ogolny, a w Szy przez szczegdtowy). Formuty
rownowazna ¢, w ktoérej unikamy obu sytuacji jest, np. Vo (Vo(Az — Rvz) —
Bz A JwSwy V Cz), gdzie zwiazane wystapienie y zamieniliSmy na v, a po-
wtorng kwantyfikacje x na kwantyfikacje w.
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8.1.3 Podstawianie i zastepowanie

Dla poprawnego scharakteryzowania regut dowolnego rachunku dla KRK
niezbedne jest precyzyjne zdefiniowanie operacji podstawiania na zmiennych
wolnych w formutach (termach). Podstawiamy dowolne termy ale tylko za
zmienne wolne w danej formule czy termie. p[z/7] (ewentualnie 7[z/73))
oznacza rezultat podstawiania termu 7 za x w formule ¢ (ewentualnie termu
Ty za T W termie 7).

Intuicyjnie dos¢ tatwo jest sformutowaé warunki wtasciwego podstawia-
nia, tj. takiego, ktore z formuly prawdziwej w pewnej interpretacji nie uczyni
formuty falszywej. Sa one nastepujace:

1. wszystkie wolne wystapienia x sa zastgpione przez T;

2. jezeli T zawiera zmienne, to pozostaja one wolne w (.

Oba warunki wiaza sie z tym, ze chcemy, aby operacja podstawiania
zachowywata prawdziwos¢ formul w modelach, tzn. zeby wykluczona byta
sytuacja, ze formuta prawdziwa zamieni sie w falszywa. Obostrzenie pierwsze
wynika nie tylko stad, ze dziedzing operacji podstawiania sg tylko zmienne
wolne, ale réwniez stad, ze wybiércze potraktowanie wystapienn podstawianej
zmiennej moze prowadzi¢ od formuly prawdziwej do falszywej. Np. gdy w x =
x, ktore jest prawdziwe w dowolnej interpretacji podstawimy a za tylko jedno
wystapienie x, to otrzymamy formute falszywa w dowolnej interpretacji, w
ktorej x i @ maja inne desygnaty.

Obostrzenie drugie rowniez jest niezbedne dla unikniecie podobnych kto-
potéw. Zilustrujmy to intuicyjnie na prostym przyktadzie; Vr3dy, x < y jest
prawdziwe w arytmetyce liczb naturalnych, ale Jy,z < ylz/y| := Jy,y <y
jest falszywe, cho¢ Jy,z < y[z/7] bedzie prawdziwe dla kazdego 7, ktore
spelnia warunek y ¢ Var(r).

Ponizej sformutujemy precyzyjnie zaré6wno definicje podstawiania jak i
warunki jej poprawnosci.

Definicja 8.7 (podstawianie — przypadek terméw)
1. zly/t] =7, 9dyx =1y
2. xly/T] =z, gdy x #y
3. cla/7] = c
4. [,y m)z/7] = f(mlz/7], ..., malz/T])
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Definicja 8.8 (podstawianie — przypadek formutl)

1. P(7y,...,n)[x/T] := P(mi[x/T], ..., Tn[x/T])

2. 1 = molx/T] = nlx/T] = To[X/T]

3. —ele/7] = —(elz/7])

4. oxplx/T] = plx/T] * Y[x/T], dla x € {\,V,—}

5. Qr(p)y/7] := Q(ply/T]) pod warunkiem, ze x #y i x ¢ Var(r), w
przeciwnym wypadku (tj. jezeli x € Var(t) lub z = y) Qx(p)ly/T] :=
Qzx(p), dla Q € {V,3}

W ostatnim warunku podane sa wprawdzie minimalne warunki popraw-
noéci podstawiania, ale nie sa one wystarczajace dla unikniecia blednych
przypadkow podstawiania. Np. ¢ :=Vz(y=0—2=0) —» (y =0 — Vaz =
0) jest prawdziwa. p[y/z| jest wykonalne zgodnie z punktem 4. definicji i da
nam ¢ :=Vz(y=0— 2 =0) — (z =0 — Vax = 0). Ale ¢'[y/1] daje fal-
szywa ¢ :=Vx(1=0— 2 =0) — (z = 0 — Vaz = 0). Aby unikna¢ takich
przypadkdéw trzeba $cislej okreslié¢ kiedy term 7 jest poprawnie podstawialny
za zmienna x w . W tym celu wprowadzimy kolejne pojecie:

Definicja 8.9 (7 jest termem wolnym za x w ¢) (krétkoT € Free(z,y))
wtw Zadne wolne wystgpienie x w @ nie wystepuje w obrebie podformuty po-

staci Qi (nie jest w zasiegu Qy), gdzie y € Var(r).

W dalszym ciagu bedziemy uzywali zapisu o[z/7] tylko w przypadku
poprawnych podstawierl, tj. takich, ze 7 € Free(z, ).

Uwaga 8.11: W ostatnim warunku definicji podstawiania okreslona jest sy-
tuacja kiedy (poprawne) podstawianie termu nie jest wykonalne, gdyz albo y
nie jest wolne w formule, w ktorej dokonujemy podstawienia albo wystepuja-
ca w podstawianym termie zmienna zostanie zwigzana przez jaki$ kwantyfi-
kator (kolizja zmiennych). W podanym wyzej przykladzie 8.1 ze wzgledu na
pierwsze obostrzenie nie jest mozliwe [x/7] dla zadnego 7, gdyz = ¢ VF(¢).
Ze wzgledu na drugie obostrzenie nie jest mozliwe [z/z], [z/y] 1 [y/x]. Kazde
takie podstawienie jest w tym sensie niewykonalne, ze nie zmienig ksztaltu
¢ (inaczej, jest pustym podstawieniem). Zauwazmy jednak, ze poprzez kon-
sekwentne przemianowywanie zmiennych zwiazanych zawsze mozna uniknaé
kolizji zmiennych.
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Formuta, w ktorej dokonano podstawienia, to instancja podstawieniowa
formuty wyjsciowej. Mozna wyr6zni¢ dwa typy takich instancji: sciste i nie-
Sciste. O instancji podstawieniowej w sensie Scistym powiemy, gdy podstawia-
ny term wystepuje tylko w tych miejscach, gdzie wystepowata podstawiana
zmienna, czyli wtedy, gdy podstawiany term jest nowy w formule. Przykta-
dowo: Rzyz[y/a] :== Rxaz jest instancja podstawieniowa w sensie Scistym, a
Rzyz[y/z] := Rxzz nie. O operacji podstawiania, ktora prowadzi do $cistej
instancji powiemy pochodnie, ze jest Scistym podstawieniem.

Warto odnotowaé¢ bez dowodu kilka prostych faktéw dotyczacych po-
prawnego podstawiania:

Fakt 8.1 1. p[z/z] = p;
2. jezeli v ¢ VF(p), to o[z/T] := ¢ dla dowolnego T;
3. w przypadku Scistego podstawiania (plz/y])ly/z] = ¢;

4. w przypadku Scistego podstawiania (...(o[x/y1])..) [Yn/Yn+1] = ©[2/Yn+1]-

Operacja podstawiania (w szczegolnosci Scistego) pozwala wprowadzié
inne wazne pojecie:

Definicja 8.10 (Formuly podobne) ¢(z) i ¢(y) s¢ podobne wtwy ¢ V F(p(z))
i o(y) == o(x)[x/y], tzn. wtedy, gdy kazda z nich jest Scistym podstawieniem
drugiej.

Intuicyjnie: ¢(y) ma wolne wystapienia y doktadnie w tych miejscach,
gdzie ¢(x) ma wolne wystapienia z. Latwo zauwazy¢ ze relacja podobieristwa
formut jest relacja rownowaznosciowa.

Definicja 8.11 (Alfabetyczne warianty) ¢’ jest alfabetycznym warian-
tem @ wtw zamiast podformuty Qx(x) wystepujgcej w ¢ zawiera Qyi(y)
gdzie x # vy oraz ¥(x) i Y(y) sq formutami podobnymi.

Oprocz podstawiania wyréznimy zastepowanie. W przeciwienstwie do pod-
stawiania nie zastepujemy tylko zmiennych, ale dowolne termy i nie musimy
zastepowaé wszystkich ich wystapien:

|1/ /2] (ewentualnie 7|71 //72]) oznacza rezultat zastgpienia termu 7
przez T2 w o (ewentualnie w termie 7).

Zauwazmy, ze zastepowanie nie jest operacja w takim sensie jak podsta-
wianie, tzn. nie przypisuje danej formule dokladnie jednej formuty bedacej
wynikiem podstawienia, ale zbior formut. Np. Pzz[x//y] daje trzy mozliwe
rezultaty: Pyy, Pzy, Pyz.
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8.2 Teorie pierwszego rzedu

Formalizacje teorii pierwszego rzedu (zwanych tez elementarnymi) najcze-
Sciej prezentowane sa w postaci aksjomatycznej czyli jako H-systemy — po-
dajemy:

1. Aksjomaty dla logiki KRK.

2. Aksjomaty dla relacji identycznoscei (logika KRKI) (nie zawsze potrzeb-
ne).

3. Reguly logiczne.

4. Aksjomaty (i ewentualnie regutly) pozalogiczne.

8.2.1 Aksjomatyzacja KRK
Ponizej podamy jedna z popularnych aksjomatyzacji KRK, zawiera ona:
Dowolng aksjomatyzacje KRZ (w szczeg6lnosci te z rozdziatu 1) plus

AVE Nz — plz/T]
AY V(e — ¢) — (p — Vo), pod warunkiem, ze z ¢ VF(p)
A3 Jxp & Vz-p

Reguly pierwotne:

MP  o—t,0 /¢
GEN ¢ [/ Vxp

Pojecia dowodu, dowiedlnosci, tezy, zbioru (nie)sprzecznego definiujemy
podobnie jak w przypadku KRZ.

Definicja 8.12 o I' - o wtw istnieje skoriczony ciqgg formut, w ktdrym
ostatnim elementem jest p i gdzie kazdy element jest:

1. podstawieniem aksjomatu lub
2. elementem zbioru T' (zatozeniem) lub

3. wynikiem zastosowania jednej z requt pierwotnych (MP lub GEN)
do poprzedzajgcych wyrazéw ciggu

oy wwakp

o I jest sprzeczna wtw I' = L, w przeciwnym wypadku jest niesprzeczna.
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Uwaga 8.12: Jak widac¢ réznica dotyczy jedynie uwzglednienia poszerzo-
nego zbioru aksjomatéw i regut pierwotnych. W rozdziale 1 wspomnielismy
zreszta (uwaga 1.6), ze mozna w inny sposob zdefiniowacé relacje dowiedlnosci
odwotujac sie do pojecia tezy jako pojecia pierwotnego:

['be o wtw o 1 Ao Ay, — @ (gdzie {91, ..., CT)

Chociaz w przypadku KRZ obie charakterystyki relacji dowiedlnosci sa
rownowazne, to w przypadku podanego systemu dla KRK daja inny efekt,
dlatego druga relacja zostata oznaczona dolnym indeksem 2. Dla przyktadu,
dla o zachodzi TD w postaci takiej samej jak dla KRZ, natomiast dla
mamy TD w postaci stabszej, nizej podanej. Gdyby TD nie bylo w jakis
sposob ograniczone dla F, to otrzymalibysmy + Az — VzAx, gdyz Ax +
VrxAzr z warunku 2. i 3. podanej definicji. Dla odmiany Az ¥ VrxAz gdyz
Vo Ax — VaxAx. Pojecie tezy jest zreszta w obu przypadkach takie same, tzn.
F ¢ wtw o ¢. Rowniez gdy VF(I' U {p}) = @ (czyli, gdy sa to wylacznie
zdania), to I' - ¢ wtw ' b9 ¢. Generalnie miedzy obiema relacjami zachodzi
relacja inkluzji, tzn. -9 C F co gwarantuje, ze kazda reguta dowiedlna dla
Fo jest tez dowiedlna dla -, ale nie odwrotnie. Inkluzja taka nie zachodzi dla
regul dopuszczalnych.

Relacje 2 mozna zdefiniowaé rowniez w terminach dowodu z zatozen, ale
wtedy trzeba na zastosowanie GEN natozy¢ warunek, ze kwantyfikacji pod-
legaja tylko takie zmienne, ktore nie sa wolne w zatozeniach dowodu. Jest
to naturalne ograniczenie, ale niestety wymusza dalsze komplikacje, gdyz do
regut pierwotnych trzeba dorzuci¢ regute pozwalajaca na zmiane dowolne;j
formuty wystepujacej w dowodzie na jej alfabetyczny wariant. Bez tego do-
datku nie mozna dowies¢ warunku monotonicznosci dla relacji dowiedlno$ci
(por. np. Church [24], Andrews [5]).

Dla - w KRK zachodzi stabsza wersja twierdzenia o dedukcji o postaci:
Twierdzenie 8.1 Jezeli I, o 1 i ¢ jest zdaniem, to I' = o — 1)

Dowd6d przez mocng indukcje po dtugosci dowodu I, p = ¢ znajduje sie w
dodatku.

Odnotujmy bez dowodu:

Fakt 8.2 Nastepujgce dwie requty sq wyprowadzalne w H-KRK:?
VI o —lx/c] | ¢ — VYa, gdzie stata ¢ nie wystepuje w @, 1
JE  plz/c] = ¥ | Fxp — P, gdzie stala ¢ nie wystepuje w o,

W wielu aksjomatyzacjach KRK sg one przyjmowane jako pierwotne zamiast GEN;
warto poréwnaé je z odpowiednimi regulami RS w podrozdziale 9.2.
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Lemat 8.1 Jezeli p(x) i ¢(y) sq podobne, to:

1. EVzp(z) < Yye(y)

2. b 3zp(z) < Jyp(y)

DowoOD: Dla 1. Vzp(x) — ¢(y) jest podstawieniem aksjomatu AVE, a
Vy(Vze(x) — o(y)) — (Yze(x) — Yye(y)) jest podstawieniem aksjomatu
AV, gdyz y ¢ VF(Vzp(zx)). Z pierwszego, przez GEN, mamy Vy(Vzo(x) —
©(y)), co przez MP daje Vxp(z) — Yye(y). Analogicznie w druga strone i
dla 2. z wykorzystaniem v4. W

Poniewaz reguta ekstensjonalnosci RE (por. rozdzial 1) jest rowniez do-
puszczalna w H-KRK, wiec z powyzszego lematu za jej pomoca wyprowa-
dzimy:

Lemat 8.2 ¢ < ¢/, gdzie ¢’ jest dowolnym alfabetycznym wariantem .
Kolejnym waznym pojeciem jest pojecie formuty w postaci preneksowe;j.

Definicja 8.13 (Formuly preneksowe) Formula jest w postaci prenekso-
wej wtw ma postaé Qx, ..., Qxrp, gdzie @ nie zawiera zadnych kwantyfika-
torow a k > 0 to liczba réznych zmiennych wolnych w ¢. Cigg Qx1, ..., Qxy
to preneks (lub prefiks), a ¢ to matryca.

Przypomnijmy, ze:
Fakt 8.3 Nastepujgce rownowaznosci sq tezami KRK:

p ANY) = Yrp AV

)
eV )« Jxp V Iz
)
)

V) — o V¥V, pod warunkiem, ze x ¢ VF(p)

© AY) — o ATz, pod warunkiem, ze v ¢ VF(p)

— @ — Va1, pod warunkiem, ze x ¢ VF

Va(

Jx(

Va(

Ja(

Jz(p — ) « ¢ — Jzp, pod warunkiem, ze v ¢ VF(p
Jz(

Va(p — 1

Vo (

) ()
@ — 1) « Yrp — ¢, pod warunkiem, ze x ¢ VF(1)
) ()
) (%)

@ — 1) < Jrp — P, pod warunkiem, ze x ¢ VF (¢
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Roéwnowaznoéci te wraz z prawami De Morgana, RE i lematem 8.1. po-
zwalaja na dowdd:

Twierdzenie 8.2 Dia dowolnej formuty ¢ istnieje réwnowazna jej formuta
w postact preneksowe;.

DowoOD: Poniewaz ¢ moze zawieraé wiele wystapien kwantyfikatorow wiaza-
cych taka samg zmienna, wiec w etapie pierwszym dokonujemy zamiany na
alfabetyczny wariant ¢, w ktorym kazdy kwantyfikator wiaze zmienng o in-
nym ksztalcie. Nastepnie stosujemy RE i, wykorzystujac podane wyzej row-
nowaznosci, systematycznie przesuwamy kwantyfikatory na lewo. Zauwazmy,
ze dana formuta moze otrzymaé¢ wiele réznych preneksowych rownowaznikéw
w zaleznosci od kolejnosci przeprowadzanych operacji. M

Odnotujmy, ze korzystajac z twierdzenia Posta mozna dodatkowo matry-
ce formuty preneksowej sprowadzi¢ do postaci normalnej KA (koniunkcyjno-
alternatywnej).

Na koniec dowiedziemy:

Lemat 8.3 Jezeli I' jest niesprzeczny, to I'U{3Jxp — ¢[z/c]}, gdzie stata c
nie wystepuje w I' 1 w @, tez jest niesprzeczny.

DowoOD: Zatozmy niewprost, ze I' U {Jzp — ¢[x/c]|} jest sprzeczny, wtedy:

1 TI,3zp — plz/cF L

2 T'F=3zp— plz/d) 1

3 Y1y, B o(Fzp — plz/c]) 2,z def. F

4 P A AUy (3 — plz/c]) 3, lem. 1.1, wl 13
5 Y1 Ao ANYp Tz 4

6 Y1 A AUy —plz/d 4

7T FYLA A, — /(] 6, TD

8 FY1 A Ay, — Ve 7, VI (fakt 8.2)

9 YY1 AL AY, E Ve 8, konwers TD
10 I'+ L 9,9

8.2.2 Aksjomatyzacje teorii elementarnych
Aby uzyskaé¢ aksjomatyzacje KRKI wystarczy dodaé¢ aksjomaty dla identycz-
nosci:

ID Vz(x=ux)

LL Vz,y(x =y — (p — ¢[x//y])), gdzie ¢ jest formula atomowa
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Aby zbudowaé na bazie KRK (KRKI) teori¢ pierwszego rzedu dodajemy
odpowiednie aksjomaty (i ewentualnie reguly) charakteryzujace state poza-
logiczne danej teorii. Oto kilka przyktadéw aksjomatow dla teorii elementar-
nych:

Teoria grup:

Gl Va,y,z(x-(y-2) = (v y)-2)
G2 Vx(l-z=x)
G3 Vzdyly-z=1)

Po dodaniu:

G4 Vr,y(r-y=y-x)

otrzymujemy aksjomatyzacje teorii grup przemiennych (Abelowych).
Arytmetyka Peano:

Al Vz(sz #0)

A2 Vz,y(sz =sy —x=1y)

A3 Vz(z+0=12x)

A4 Vx,y(z+ sy = s(x +y)

A5 p(0) AV (p(x) — ¢lz/sz]) — Vap(z)

A5 to schemat aksjomatu indukcji, czasem wprowadza sie odpowiednig re-
gule (por. dodatek).

Teoria krat:

K1 Vz(zNaz=ux) Ve(z Uz =x)

K2 Vz,y(zxMy=yNuz) Ve,y(zUy =y Ux)

K3 Vr,y,z(xM(yMNz)= Va,y,z(zU(yUz) =
(zNy)M2) (xUy) U 2)

K4 Vr,y(zxN(zUy)=2) Ve,y(zU(xMNy)==x)

Teoria Algebr Boole’a:

Aksjomaty teorii krat plus:
Bl Vz,y,z(zMN(yUz)= Vr,y,z(zU(yMNz) =

(xMy)U (zMNz2)) (xUy)M(zU2))
B2 Vz(0Uz =) Vz(0Mz =0)
B3 Vz(luz=1) Ve(lNz =x)

B4 Vz(zU-—-z=1) Ve(zM—z=0)
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Zauwazmy, ze zaro6wno aksjomatyzacja teorii identycznosci, jak i teorii
krat i algebr Boole’a ma pewna wazng wtasnosé. Sa to teorie uniwersalne
w tym sensie, ze kazdy aksjomat jest postaci preneksowej Vzy, ..., zn¢ (bez
wystapien 3). Szczegdlnym przypadkiem takich formut sg uniwersalne impli-
kacje o postaci:

Var, e (@1 A e Ao — 1 Voo V),

gdzie k > 1,n,m > 0, kazde ¢; i 1); jest atomem (m = 0 jest interpretowane
jako L).

Teorie uniwersalne posiadaja wiele interesujacych wtasnosci, ale z punktu
widzenia dalszych rozwazan wazne jest, ze poddaja sie szczegblnej postaci
formalizacji na gruncie RS, ktéra oméwimy w podrozdziale 9.8.

Odnotujmy nastepujacy:

Fakt 8.4 Zbior aksjomatow dowolnej teorii uniwersalnej mozna sprowadzic
do zbioru uniwersalnych implikacji.

DowoD: Dla dowolnego uniwersalnego aksjomatu, ktéry nie jest uniwersalng,
implikacja, sprowadzamy jego matryce do postaci KA. Nastepnie stosujemy
prawo dystrybucji V wzgledem koniunkcji i regute eliminacji koniunkcji, co
daje nam skoriczony zbiér uniwersalnych klauzul. Na koniec kazda klauzule
przeksztalcamy na réwnowazna jej implikacje. W

Wezsza klase uniwersalnych teorii uzyskujemy gdy ograniczymy sie do
aksjomatéw o postaci klauzul Horna, czyli:

Ve, o 2k(01 A o A op — 1),
gdzie k > 1,n > 0, i kazde ¢; i 9 jest atomem.

Teoriag Hornowska jest dowolny skoniczony zbiér klazuzul Horna. Ta klasa
uniwersalnych teorii ma szczeg6lnie interesujace wlasnosci obliczeniowe czego
$wiadectwem jest choéby ogromna popularnosé na polu automatycznego do-
wodzenia twierdzen (por. Hodges [69]). Oczywiscie zasieg zastosowan teorii
Hornowskich mozna znaczgco zwiekszyé, gdy za atomy uznamy 1 i formu-
ly identycznosciowe. Klauzule Horna, zawierajace tylko pozalogiczne atomy
(predykaty z termami) to Sciste klauzule Horna.

Najogolniejszg forma teorii elementarnych, ktére tu zdefiniujemy, jest
klasa, tzw. geometrycznych teorii (por. Vickers [151]). Formuta pierwszego
rzedu jest geometryczna, gdy jest zbudowana z atoméw postaci Rry lub
x =y z pomoca L, A,V i3 Geometryczng teoria jest skoniczony zbior zdan
postaci:
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Vi, ...,xx(@ — 1), gdzie ¢ i 1 sa geometrycznymi formutami.

Lepiej mozna zrozumieé pojecie geometrycznej formuly i zauwazyé, ze
uogdlnia ona pojecie uniwersalnej implikacji, gdy postuzymy sie pojeciem
bazowej geometrycznej formuty postaci:

Vi, ...,a;k(gol A A n — Jyr, ...,yl(l/Jl V..V djm)),

gdzie kK > 1,I,n,m > 0, kazde ; jest atomem a kazde 1; jest atomem lub
skoniczona koniunkcja atomoéow.

Bazowa teoria geometryczna sklada sie ze skoiiczonego zbioru aksjomatow
o takiej postaci. Ograniczenie sie do takich teorii nie ostabia zakresu za-
stosowan, gdyz Simpson [128] udowodnil, ze kazda geometryczna teoria jest
rownowazna bazowej teorii geometryczne;j.

Teorie elementarne sformutowane w oszczednym jezyku zazwyczaj roz-
budowuje sie wprowadzajac dodatkowe state za pomoca definicji. Oczywiscie
definicje musza spelnia¢ odpowiednie warunki poprawnosci. Ogolne wymogi
dla definicji wprowadzajacych nowe state pozalogiczne do teorii to: elimino-
walnosé i nietwérczosé, ktore okreslié mozna nastepujaco:

Niech T bedzie teoria w jezyku L, L* niech oznacza L wzbogacony o nowa
stala pozalogiczna *, a T* = T + Def(x). Wtedy Def(x) jest:

e eliminowalna wtw Voer+Ier, T F @ < ¢
e nietworcza wtw Voer, (jezeli T ¢, to T'F ¢).

Spehienie tych warunkoéw jest zapewnione przez reguty definiowania,
ktorych nie bedziemy tu omawiaé (por. np. Batog [10], Trzesicki [146]).

8.3 Semantyka

Wieksza ztozonoéé jezyka KRK powoduje, ze i konstrukcja semantyki jest
bardziej skomplikowana. Kolejno wprowadzimy:

1. pojecie struktury interpretacyjnej (systemu);

2. definicje spelniania formuly w strukturze przez waluacje (ciag obiek-
tow);

3. definicje prawdziwosci/fatszywosei i modelu;

4. pojecia logicznej prawdziwosci, wynikania, niesprzecznosci.
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8.3.1 Struktura Interpretacyjna — ogélne pojecie:

Definicja 8.14 Struktura interpretacyjna (system) dla teorii pierwszego rze-
du ma postaé¢ M = (D, V), gdzie D to niepusta dziedzina, a V to funkcja
interpretacji (denotacji, ekstensji) pozalogicznych statych, definiowana na-

stepujgco:
e V(c) € D, dla dowolnej statej nazwowej c;

o V(f") € DP" (V(f™) : D* — D), dla dowolnej n-argumentowej
operacyi f";

e V(P™) C D", dla dowolnego n-argumentowego predykatu P™.

W przypadku konkretnych jezykow o okreslonej (skoniczonej) liczbie sta-
tych zazwyczaj strukture przedstawia sie nastepujaco:

93? = <D, Rl, ceey Rj, fl; ceey fk, Clyeeny Cn>,

gdzie symbole R;, f;, ¢; oznaczajg denotacje odpowiednich statych z danego
jezyka. Jezeli j = 0, to struktury sg algebrami.

Termy interpretujemy w dwoch etapach. Podstawowe pojecie to waluacja
zmiennych, ktéra jest funkcjg postaci v : VAR — D. Roézne waluacje be-
dziemy oznaczaé przez v, va, ..., ponadto v¥ oznacza tzw. z-wariant waluacji
v, tzn. waluacje taka sama jak v za wyjatkiem ewentualnie wartosci zmienne;j
x (obiekt o z D jest tu okreslony jako wartosé x).

Interpretacja I, termu 7 w strukturze 9 przy waluacji v jest definiowana
nastepujgco:

L(r) = {U(T) jezeliT € VAR

V(r) jezeliT € CONUFUN

W szczegolnosci, jezeli 7 = f(71,...,7,), to:

Ly(f (7150 m) = V() Lo(71), o Lo (7))

Warunki prawdziwosci definiujemy rekurencyjnie:
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Definicja 8.15 Formuta jest spetniona (prawdziwa) w modelu MM przez wa-

luacje v:

M,vE P*(11..17) witw

M, vE —p wtw
MuvEAY wtw
MovE VY wtw
MoEp—oY witw
MoET =7 wiw
M, v E Vrp wtw
M, v E Jxp wtw

<Iv(7—1)a "'7IU(TTL)> € V(Pn)
M, vE

MovE i MvEY

M, akF @ lub M v E P
M, v @ lub Mo E Y

Iy(m1) = Iy(72)

M, vl E ¢ dla kazdego o € D
M, v2 E ¢ dla pewnego o € D

I, v ¥ p znaczy, ze v nie spetnia formuty ¢ w 9.

8.3.2 Wazne pojecia semantyczne:

Podobnie jak w przypadku KRZ wprowadzimy nizej kilka najwazniejszych
pojeé semantycznych. Warto poréwnaé je z odpowiednikami dla KRZ z roz-

dzialu 1.

e Dla zbioréw formut zapis 91, v F I' znaczy, ze v spelnia w 9 wszystkie
elementy I' (9, v E ¢ dla Vyer).

M.

M, v ' znaczy, ze co najmniej jeden element z I' jest niespetniony w

¢ (wzglednie I') jest spetnialna w MM wtw, Jv, ze M v E o (M, v ET).

¢ (T') jest spetnialna (spojna, semantycznie niesprzeczna) wtw Jop, Jv

taki, ze M, v E ¢ (M, v ET).

e o jest prawdziwe (w M) (M E ¢) wtw, Yo, M, v E ¢.

@ jest fatszywe (w M) (M E ) wtw, Yo, M, v ¥ ¢.

o Zawartos¢ struktury E(9) = {p: M E ¢}.

e M1 jest modelem zbioru I' wtw I' C E(I).

Tautologicznos¢ i wynikanie definiujemy nastepujaco:

E o wtw You, ME ¢

(F~ ¢ oznacza formute nietautologiczna)
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' E ¢ wtw, You, ME T implikuje ME ¢

inaczej
T = ¢ wtw, MOD(T') € MOD(y)
gdzie: MOD(I') = {9 : T C E(M)}, a MOD(p) = MOD({}).

Uwaga 8.13: Podana wyzej definicja wynikania jest semantycznym odpo-
wiednikiem F. Mozna oczywiscie zdefiniowa¢ wynikanie w taki sposob, aby
korespondowalo do F2. Stosowna definicja wyglada nastepujaco:

I, =2 @ wtw Vor, Vo, M, v E T implikuje M, v E @
Lemat 8.4 Kilka konsekwencji powyzszych definicji:

1. ¢ jest fatszywa w M wtw - jest prawdziwa w M; ¢ jest prawdziwa w
M witw — jest fatszywa w M.

2. Jezeli ¢ jest zdaniem, to dla dowolnego MM albo ¢ albo —p jest praw-
dziwa w M.

3. Jezeli v nie jest zdaniem, to w danym 9N moze nie byé ani prawdziwa
ani fatszywa (tj. spetniona przez pewne waluacje a przez inne nie).

4. Jezeli ¢ jest zdaniem, to jest spetnialna wtw jest prawdziwa w pewnym

M.
5. ME ¢ wtw M E V.

6. = ¢ wtw —p nie jest spetnialna; ¢ jest spetnialna wtw = —p.

<

. T = ¢ wtw T U{—p} jest niespetnialna.

DowobD: Wykazemy punkt 5.
ME @ wtw M E Vap

= Zalbézmy, ze M F ¢, co oznacza, ze kazda waluacja v spetnia ¢ w 9,
w szczegblnosci dowolny x-wariant dowolnej waluacji. Zatem 91 E Vxo.

< Jezeli M F Vap, to dla dowolnej v, M, v F Vap. Rozwazmy konkretna
taka v, wtedy 9, v’ E ¢ dla dowolnego z-wariantu v, w szczegdlnosci dla v,

ktore jest swoim wlasnym z-wariantem. Zachodzi to dla dowolnego v, zatem
MokEp. R



8.3. SEMANTYKA 181

Wazna role w dalszych dowodach odgrywaja dwa lematy techniczne, kto-
re nazwiemy twierdzeniami o koincydencji i o podstawianiu.

Lemat 8.5 (Twierdzenie o koincydencji:)

1. Jezeli vi(x) = va(z) dla dowolnego x € Var(r), to I, (1) = L, (T);
2. Jezeli vi(xz) = va(z) dla dowolnego x € VF(p), to Mu1 F ¢ wiw
M, v2 F .

DowoOD: przez indukcje strukturalna po ztozonosci termu 7.

Czesé 1. Baza zawiera dwa przypadki do rozpatrzenia: 7 := x lub 7 := c.
W pierwszym:

Iy, (2) = v1(z) = v2(x) = L, (2)
gdyz v1(z) = va(z). Podobnie w drugim:
Iy, (¢) = V() = L, (c)

Krok indukcyjny: dowodzimy, ze twierdzenie zachodzi dla termu 7 :=

f(11, ..., ) przy zalozeniu, ze zachodzi dla jego sktadnikow.

Zaltozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla dowolnego ¢ < n, czyli:
I, (TZ) = Lo, (7—2)

Ly (f(T1,esm)) = V()L (11), ...
= V() Ly (71), ore Ly (
=L, (f(T1, ey Tn))

Dla drugiej czesci twierdzenia o koincydencji przeprowadzamy dowdd
przez indukcje strukturalng po zlozonosci formuty .

Loy (7))
Tn))

Baza: ¢ := P(71,...,T)

Zauwazmy, ze dla kazdego i < n, Var(r;) C VF(p) zatem, na mocy
zalozenia i pierwszej czesci twierdzenia mamy:

* I'Ul (TZ) = IU2(TZ')



182 ROZDZIAL 8. KLASYCZNY RACHUNEK KWANTYFIKATOROW

Zatem:

M,v1 E P(11,.0y ™) WEW (L (T1), ooy Loy (T0)) € V(P)
Wtw (Lyy (T1), ooy Loy (T0)) € V(P)  przez
wtw M, ve E P(11, ..., T)

Krok indukcyjny: dowodzimy, ze twierdzenie zachodzi dla kazdej formutly
zlozonej przy zalozeniu, ze zachodzi dla jej podformut. Rozwazymy 2 przy-
padki dla ilustracji.

Przypadek ¢ := ¢ A x
Zatozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla podformut ¢, czyli

M, v1 B witw M, v9 E Y
M, v F x wtw DM, ve F x

Zatem:

MuEYvAY wtwM v FyY iMoo FEy
wtw DM, vg FE Y 1 9M, 09 F x  zal. ind.
wtw M, ve FEY A x

Przypadek ¢ := Vzy
Zalozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla v, czyli
M, v B wtw M, v9 E Y
dla dowolnych v1, vy takich, ze dla kazdego y € VF(v), vi(y) = va(y).

Rozwazmy teraz dowolne vy i vg, ktore zgadzaja si¢ na wszystkich ele-
mentach V F (Va). Wiec dla dowolnego o € D ich z-warianty v} i v}, takie,
ze vy(z) = vh(z) = o zgadzaja sie na wszystkich elementach VF(y) =
VF(Vzy) U {x}. Zatem z zalozenia indukcyjnego mamy:

* M, v] E 1 wtw I, 05 E

Zatem:

M, v1 E Ve  wtw M, 0] E ¢ dla dowolnego o € D
wtw 9, v}, E ¢ dla dowolnego o € D przez
wtw I, vy F Vo

Dowéd przypadkéw dla ¢ := =), o V 9, o — 1, Jxyp pozostawiamy czy-
telnikowi. W

Odnotujmy dwa wazne wnioski z lematu o koincydencji:
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Fakt 8.5 1. Jezeli ¢ jest zdaniem, to M vy F ¢ wiw M vy F @, dla
dowolnych vy, vs.

2. Jezeli p jest zdaniem, to jest spetnione przez pewng waluacje wtw jest
spetnione przez kazdg waluacje.

Dowob:

Ad 1: VF(p) = &, wiec dowolne waluacje zgadzaja sie na V F ().

Ad 2: przejscie od ‘pewnej’ do ‘kazdej’ wynika z poprzedniego wniosku.
|

Lemat 8.6 (Twierdzenie o podstawianiu:)

1. Ly(r[z/7]) =1, (1);

2. M,vE plx/T] wtw N, vl () F -

fv("'/)

Uwaga 8.14: Dla o0s6b ‘uczulonych’ na pietrowe wzory mozna powyzsze
twierdzenie wyrazié¢ alternatywnie np. w taki sposéb:

1. Jezeli v/'(z) = L,(7'), to I,(t[z/7']) = Ly(7);

2. Jezeli v'(x) = I, (1), to M, v E plz/7] wtw DM, v E .

DowOD: Ma podobny charakter do dowodu twierdzenia o koincydencji. W
czedci pierwszej przez indukcje strukturalng po ztozonosci termu 7. Tym
razem w bazie mamy trzy przypadki: 7 := ¢ lub 7 jest zmienng rézna lub
identyczng z x.

Niech 7 := ¢, wtedy clz/7'] = ¢
Zatem:

I(cla/7) = T(e) = V(e) = Ij(c)

Niech 7 := y, wtedy y[z/7'] =y
Zatem:

Ly(ylz/7'] = L(y) = v(y) = v'(y) = I,(y)
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Zauwazmy, ze v(y) = v'(y) bo v jest z-wariantem v zatem zgadza sie z
v na pozostatych zmiennych.

Na koniec 7 := z, wtedy z[z/7'] = 7/

Zatem:

Iy(alz/7] = L(7') = v'(z) = I}(x) = I,(7)

Krok indukcyjny: dowodzimy, ze twierdzenie zachodzi dla termu 7 :=
f(r1, ..., ) przy zalozeniu, ze zachodzi dla jego sktadnikow.

Zalozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla dowolnego i < n, czyli:

Ly(rile/7']) = Ly (7:)

Zatem
Ly(f(m1s s m)2/T]) = L(f(nifz/T'], .o [z /7']))
= V() Lu(ri]z/T]), ... Lo(ma[z/]))
= V()L (1), s Lo ()
= Ly(f(71,..,T0))

Dla czesci drugiej twierdzenia o podstawianiu przeprowadzamy dowod
przez indukcje strukturalng po ztozonosci formuty .

Baza — ¢ := P(11,...,Tn).

7 poprzedniego punktu twierdzenia o podstawianiu mamy dla dowolnego
1 < n:

*x  Ly(r[x/7])) = Ly(T;)

Zatem:

M, vE P(11,....mn)[x/7]  wtw M, v E P(n[z/7],..., [z/T])
wtw (I,(m1[x/7]), ..., Ly (T[x/T])) € V(P)
wtw (L (71), .oy Ly (T0)) € V(P) *
wtw M, 0" E P11, .0y Tn)

Krok indukcyjny: dowodzimy, ze twierdzenie zachodzi dla kazdej formuty
ztozonej przy zalozeniu, ze zachodzi dla jej podformut. Podobnie jak poprzed-
nio ograniczymy sie do rozwazenia dwoch przypadkow.
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Przypadek ¢ := ¢ A x. Zatozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla pod-
formut ¢, czyli

M, v E Ylax/7] wtw M, 0" E ¢
M, v E x[z/7] wtw D, 0" E x

Zatem:

Mo EYAx[z/T] wtw DM, v E Ylx/7] A x[z/7T]
wtw M, v E Yle/7] i M, v E x[z/7]
wtw M, 0" E 1Mo Eyx zal. ind.
wtw M, 0" E P A x

Przypadek ¢ := Vyi). Zatozenie indukcyjne: twierdzenie zachodzi dla v, czyli
M, v E Yla/7] wtw M, 0" E ¢

dla dowolnego v takiego, ze v'(x) = I,(7).
Rozwazmy dwa przypadki: ¢ VF(Vyy) i © € VF(Yy).
Jezeli x ¢ VF(Yyy) wtedy Yyo[z /1] := Yy, czyli:
M, v EVy[z/7] witw I, v E Vyy witw I, 0" E Yy

ostatnie przejscie uzasadnione przez lemat 8.5, gdyz v i v’ roznia sie tylko
na x a nie réznig sie na VF (Vyv).

Jezeli x € VF(Vyy), to x # y i mamy (a) Yyy[z/7] := Vy(¢[z/7]).

Ponadto y ¢ Var(r), skoro 7 jest podstawialne w Vyi, zatem na mocy
lematu 8.5 mamy (b) I,(7) = I,y(7), dla dowolnego o € D. Zatem:

M, v EVylz/7]  witw M, v E Vy([z/T]) (a)
wtw 9, vy E [z /7] dla dowolnego o € D
wtw I, (vy) E ¢ dla dowolnego o € D z. ind., (b)
wtw M, v’ E Yy

Dowdéd przypadkow dla ¢ := =), o V 9, ¢ — 9, ) pozostawiamy czy-
telnikowi. W

Na koniec dowiedziemy:
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Lemat 8.7 Niech:
(i) T bedzie dowolnym zbiorem termow statych (Var(T) = @)
(ii) M = (D, V) spetnia warunek: ¥YoepIrerVv, [,(T) = 0

wtedy jezeli Vrep, ME plz /7], to M E Vrp.

DowoD: zalozmy, ze YV cr, M E @l /7] 1 rozwazmy dowolne v z v(x) = o.
Zatem, przez (i), 37" € T, 1,(7') = o = v(x). Z twierdzenia o podstawianiu
mamy, ze:

M, v E @lz/7] wtw M, v E ¢

(gdyz v =o' =] () % zalozenia tego twierdzenia)
Poniewaz v bylo dowolne wiec mamy:

ME pla/7'] wtw ME ¢

Z zalozenia mamy M E plx/7'], wiec M E ¢ skad wynika 0 E Vo przez
lemat 8.4, punkt 5. H

8.4 Adekwatnos¢ H-KRK

Ustalimy adekwatnosé (mocna) systemu aksjomatycznego wzgledem seman-
tyki teoriomodelowej. Przypomnijmy, ze adekwatno$é¢ mocna stwierdza, ze
I'F @ wtw I' E ¢. Rownowaznosé ta to koniunkecja dwoch twierdzen:

O przystosowaniu (zgodnosci, soundness): Jezeli I' F ¢, to I' |= .

O pelnosci (completeness): Jezeli I' = ¢, to I' - .

8.4.1 Przystosowanie

Aby dowiesé twierdzenie o przystosowaniu wstepnie nalezy wykazaé¢ dwa
lematy:

Lemat 8.8 Kazdy aksjomat jest tautologiq.

Lemat 8.9 Kazda requta pierwotna jest regutq niezawodng.
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DowOD: Zauwazmy, ze kazdy schemat aksjomatu KRZ jest tautologia KRK.
MP jest reguta niezawodna, a niezwodnosé GEN wynika z lematu 8.4 (punkt
5). Pozostaje wykazac, ze trzy aksjomaty kwantyfikatorowe sa tautologiami.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Przypadek AVE: nalezy wykaza¢, ze = Vro — plz/7].

Rozwazmy dowolny 9 i v takie, ze M, v F Vxyp, zatem M, vl E ¢ dla
dowolnego o € D. W szczegolnosci zachodzi to dla o = I,,(7), czyli M, vi () E
@, co przez twierdzenie o podstawianiu jest rownowazne I, v = p[z/7].

2. Przypadek AY; dowodzimy, ze = Vz(p — ) — (p — Vau)), pod
warunkiem, ze z ¢ VF(p).

Zaldézmy nie wprost, ze AV nie jest schematem tautologii, czyli istnieje
taka interpretacja, ze M, v F V(e — ) ale M,v ¥ ¢ — Vaip. Zatem
Mo E iMoo Ve, czyli M, vF ¥ 1), dla pewnego o € D. Poniewaz
¢ VF(p) iz ¢ VF(Vz(p — 1), wiee, przez twierdzenie o koincydencji,
M, 2 E V(e — ) 1 Mol E ¢. Poniewaz v} jest swoim wlasnym x-
wariantem, wiec MM, v2 E ¢ — 1), co w rezultacie daje sprzeczno$é (przez
MP). ®

Oba lematy umozliwiaja dowod twierdzenia o przystosowaniu przez in-
dukcje po dtugosci dowodu I' F .

8.4.2 Pelnosé

Przystepujac do dowodu twierdzenia o pelosci przypomnijmy, ze mocna
postac:

(a) JezeliI' = ¢, to ' F .
jest rownowazna z:
(b) Kazdy zbior niesprzeczny jest spelialny (ma model).

Ponizej udowodnimy warunek (b). Ograniczymy sie do prezentacji nie-
konstruktywnego dowodu w wersji Henkina.

Dowodd przeprowadzamy w trzech etapach:

1. Dowod Henkina wykorzystuje lemat Lindenbauma (kazdy zbior nie-
sprzeczny zawiera sie w jakim$§ zbiorze MNSP, tj. maksymalnie nie-
sprzecznym), ktory dowodzony jest tak samo jak dla KRZ, ale wymaga
wzmocnienia o tzw. wlasnosé¢ Henkina (WH).
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2. Struktura interpretacyjna dla zbioru MNSP z WH jest budowana z
termow stalych, tj. nie zawierajacych zmiennych?.

3. Dla skonstruowanej struktury interpretacyjnej dowodzimy lemat praw-
dziwosciowy (wykazujemy, ze jest modelem dla zbioru MNSP z WH a
zatem rowniez dla jego podzbioru)

Etap 1:

W KRK sama konstrukcja Lindenbauma nie wystarcza (nie kazdy zbior
MNSP ma model). Dodatkowo dla tego zbioru musi by¢ speliona tzw. wta-
snos¢ Henkina (lub w-zupelnosé):

Definicja 8.16 WH: ' ma wtasnosé Henkina wtw jezeli Jxp € T, to istnieje
stata ¢ (tzw. Swiadek, witness) taka, ze p[z/c] € T.

Uwaga 8.15: Najczesciej w roli ‘Swiadkow’ wykorzystuje sie przeliczalny
zbiér nowych staltych pozalogicznych, wtedy w istocie poszerzamy jezyk o
dodatkowy zbior CON' roztaczny ze zbiorem CON. Nizej prezentowany do-
wod réwniez opiera sie na tej strategii.

Lemat 8.10 (Lindenbauma-Henkina) Dla kazdego niesprzecznego zbio-
ru A istnieje taki ' O A, ktory jest MNSP i spetnia WH.

DowoOD: Wykorzystujemy — tak jak w KRZ — ustalone uporzadkowanie for-
mut i dodatkowo uporzadkowanie zbioru CON’.
Budujemy ciag zbioréw formut: A = Ag, Ay, ... wg. przepisu:

1. Apy1 = Ay, jezeli A, U {py,} jest sprzeczna.

2. Apg1 = Ay U{en}, jezeli Ay, U{e,} jest niesprzeczna i ¢, nie jest
formuta egzystencjalng.

3. Apt1 = Ay Uden, on — Y[x/c]}, gdzie ¢ € CON' nie wystepuje w
Ap U{en}, jezeli Ay, U {pn} jest niesprzeczna i g, := Jx1p.

Ponownie jako I' wykorzystujemy uogblniong sume wszystkich zbiorow
konstruowanego ciagu. W stosunku do konstrukcji zastosowanej do KRZ
(por. podrozdzial 1.4) tylko trzeci punkt jest nowy. Stala ¢ wybieramy z
listy CON’ jako pierwsza dotad niewykorzystang. Nalezy wykazac, ze trzeci
punkt réwniez dziedziczy niesprzeczno$é, ale to wynika z lematu 8.3. Ponadto

3 U Godla [55] model byt zbudowany z liczb naturalnych.
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mamy gwarancje, ze uzyskany zbior I' jest nie tylko MNSP ale spelnia tez
WH.

Etap 2 (konstrukcja modelu).

Definicja 8.17 Definicja struktury interpretacyjnej Mr dla zbioru I, ktory
jest MINSP i spetnia WH.

Dr to zbior wszystkich termow statych z ', Vp definiujemy nastepujgco:

e Vr(c) = ¢, dla dowolnej statej nazwowej c.

o Vr(f™(11,y.cey)) = f™(T1y .oy Tn), dla dowolnej n-argumentowej opera-
cji f @ dowolnych T, ..., 7, € Dr.

o (T1,...;Tn) € VP (P") wtw P (11, ..., ) € I' dla dowolnego n-argumentowego
predykatu P™ i dowolnych 1, ..., € Dr.

Fakt 8.6 Oto pewne konsekwencje definicji struktury interpretacyjne;j:

1. Niech I, oznacza interpretacje termow w My dla dowolnej waluacyi v,
dla dowolnego termu statego T, I,(1) = T.

2. Mr spetnia warunek: Voepr3-Yv, I(T) = o.

3. Jezeli Vrepp, Mr E @lz/T], to Mr E Vzp.

DowOD: Punkt 1 wynika z definicji Vr, punkt 2 wynika z punktu 1, a 3 z 2
izlematu87. MW

Etap 3:

Musimy wykazaé¢, ze Mr jest modelem dla zbioru T, tj., ze I' C E(9Mp).
Wykazemy w istocie fakt mocniejszy — I' = E(9Myp). Dowod jest oparty na
zmodyfikowanym lemacie prawdziwosciowym:
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Lemat 8.11 (lemat prawdziwosciowy H:) Dia dowolnego zbioru MNSP
I' z WH istnieje model 9Mr taki, ze dla dowolnego zdania ¢:

w e wiwMr F p.

DowoOD: Dowodzimy przez indukcje strukturalna po ksztalcie formut, ze
zachodzi podana wyzej rownowaznosé

Baza: P(11,...,7n) € I wtw 9y E P(71, ..., Tp)

P(ri,.,m) €T wtw (71, ..., ) € V(P) def. V1
wtw  ([y(71), ..., Iy(mn)) € Vo(P), def. I,
dla dowolnego v fakt 8.6, punkt 1.
wtw M, v E P(71, ..., ), z def. F
dla dowolnego v
wtw  Mp E P(71, ..., Ty) z def. F.

Dla dowodu kroku indukcyjnego zaktadamy, ze kazda formuta krétsza od
 spelia dowodzong réwnowaznosé i wykazujemy ja dla ¢:

Przypadek ¢ := Vzi:

—
Va € T implikuje  ¢[x/7] € I, dla dowolnego 7 € Dr  wtasnosci MNSP
wtw  Mp E Y[z/7] z zal. ind.
implikuje Mr F Vo) fakt 8.6, punkt 3.

Uzasadnienie dla pierwszej implikacji wynika stad, ze kazdy zb. MNSP
zawiera wszystkie tezy (wiec i AVE) i jest domkniety na MP.

<=: Zalozmy, ze (1) Mp F Vi) ale (2) Voyp ¢ T Z (2) wynika, ze
=Vzp € T' (bo I' jest MNSP), zatem Jz—1) € T', przez aksjomat A3. Stad,
przez WH, mamy —[z/c] € T dla pewnego ¢ € CON’, ale (1) implikuje
Mr E Ylz/c], co przez zalozenie indukcyjne jest rownowazne [z /c] € T’ —
sprzeczno$¢. M

Kilka konsekwencji twierdzenia o petnodci:
e ¢ jest niesprzeczne z I' wtw I' U {¢} ma model,
e ¢ jest niezalezne od I' wtw I' U {—¢} ma model,

e I' ma model wtw kazdy skonczony podzbiér I' ma model (twierdzenie
o zwartosci);
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e jezeli I jest niesprzeczna, to ma model przeliczalny (twierdzenie Lowenheima-
Skolema).

Uwaga 8.16: Ostatni fakt jest czasem traktowany jako paradoksalny, np.
teoria liczb rzeczywistych jest aksjomatyzowalna jako teoria elementarna,
zatem teoria opisujaca zbiér nieprzeliczalny jest semantycznie charakteryzo-
walna z pomoca zbioru przeliczalnego.

8.4.3 Pelnos¢ KRKI

Powyzszy dowod twierdzenia o pelnosci mozna przystosowaé¢ do H-KRKI.
Podstawowa modyfikacja dotyczy etapu 2 (konstrukcja modelu) — naszkicu-
jemy ja ponizej.

W Dr musimy utozsami¢ te termy state 71, 7, dla ktoérych zachodzi iden-
tycznos¢ w I', w tym celu wprowadzamy relacje ~ definiowang nastepujaco:

mm~Towtwrm = el

Relacja ~ jest réwnowaznoscia na zbiorze wszystkich terméw stalych,
gdyz z racji maksymalnosci I' odpowiednie twierdzenia dla = (zwrotnosé,
symetria, przechodnio$é¢) naleza do tego zbioru. Dla dowolnej relacji réwno-
waznosci zachodzi zasada abstrakcji, zatem ~ dzieli zbiér wszystkich termoéow
stalych na klasy abstrakcji [7]~ = {7' : 7 ~ 7'}. Przyjmujemy, ze Dr jest
struktura ilorazowa z ~, tzn. zbiorem wszystkich klas abstrakcji, czyli:

Dr = {[7]~ : T jest termem stalym}

W definicji Vr musimy dokonaé¢ odpowiednich zmian, gdyz denotacjami
statych pozalogicznych sa obecnie relacje lub operacje na klasach abstrakcji
indukowane z ich odpowiednikéw na termach, zatem:

e V1 (c) = [c]~, dla dowolnej stalej nazwowej c;

o Vr(f™(11,y.eeym)) = f™([T1)~s vy [Tn]~), dla dowolnej n-argumentowe;j
operacji f™ i dowolnych [71]~, ..., [Tn]~ € Dr;

o ([T1]~y ey [Tn]~) € VO (P™) wtw P™(71,...,7) € T’ dla dowolnego pre-
dykatu n-argumentowego P" i dowolnych [71]~, ..., [Tn]~ € Dr.

Poprawnosé definicji jest zagwarantowana przez odpowiednie prawa dla =
nalezace, z racji maksymalnosci, do T'.
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8.5 Wybrane wltasnosci KRK

KRK nie jest logika rozstrzygalna?, ale jest logika semi-rozstrzygalng. W
bardziej formalnym ujeciu mozemy powiedzieé, ze jej zbior tautologii nie jest
rekurencyjny (jak w przypadku KRZ), ale jest rekurencyjnie przeliczalny. W
praktyce znaczy to, ze jezeli sprawdzana formula jest tautologia, to mozna w
skoniczonym czasie to potwierdzi¢ za pomoca mechanicznej procedury (jedna
z nich zostanie przedstawiona w nastepnym rozdziale). Natomiast nie istnieja
(i nie moga istnie¢) zadne procedury, ktore dla dowolnej nietautologicznej
formuty, w skoriczonym czasie ustala, ze nie jest ona tautologia.

Nalezy podkreslié, ze fakt nierozstrzygalno$ci w zaden sposob nie prze-
kresla mozliwosci automatyzacji procesu poszukiwania dowodu. Co wiecej
istniejg liczne fragmenty KRK, ktore sa rozstrzygalne, a wiele z nich posiada
bardzo wydajne procedury sprawdzania nawet przy braku rozstrzygalnosci
(np. logika klauzul Horna). Jeden z najwczesniejszych i najwazniejszych wy-
nikow na polu automatyzacji dowodzenia w KRK i logikach elementarnych
to twierdzenie Herbranda, ktore pokazuje jak w pewien sposéb dowodzenie
w KRK sprowadzi¢ do wykazywania tautologicznosci w KRZ. Oryginalne
twierdzenie Herbranda i jego dowdd jest trudny do przesledzenia, a ponadto
zawiera btad, ktory zostal zidentyfikowany przez Drebena, Andrewsa i Aan-
deraa |33] oraz poprawiony w pracy Drebena i Dentona [34]. Z tego wzgledu w
literaturze pod nazwa twierdzenia Herbranda funkcjonuje zaskakujaco wiele
twierdzen o réznym stopniu ogdlnosci, ktore w jakis sposob wiaza si¢ z je-
go wynikiem. Poniewaz jeden z wynikow Gentzena, ktory przedstawimy w
podrozdziale 9.7, przez samego Gentzena byl (zreszta blednie) postrzegany
jako uogélnienie wyniku Herbranda, wiec przedstawimy tu w duzym skrocie
ide¢ tego twierdzenia. Dodatkowo, w podrozdziale 9.8 udowodnimy pewna
specjalng posta¢ twierdzenia Herbranda dla zilustrowania przydatnosci opi-
sanego tam sposobu formalizowania teorii elementarnych.

Wynik Herbranda ma charakter czysto syntaktyczny (wbrew czesto wy-
stepujacym wspolczesnie semantycznym wariantom). W swojej dysertacji
oprocz pewnej wersji systemu aksjomatycznego H, Herbrand przedstawil pe-
wien specjalny system dedukcyjny HR dla KRK. Jego aksjomatami byly
wszystkie tautologie bez kwantyfikatoréw, a zbiér regut pierwotnych zawie-
rat reguly dotaczania kwantyfikatoréw, zamiany na alfabetyczne warianty,
przesuwania kwantyfikatorow do wewnatrz formuly (przeciwieristwo tworze-
nia formul w postaci preneksowej) i upraszczania (kontrakcji) alternatyw

4 Nieroztrzygalnosé KRK wynika z tezy Churcha-Turinga, zgodnie z ktora, zbior funkeji
obliczalnych pokrywa sie ze zbiorem funkcji obliczalnych w sensie dowolnego matematycz-
nego modelu obliczania, np. maszyn Turinga.
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zawierajacych wiecej wystapien tej samej formuty. System HR nie zawie-
ra reguty MP, zatem jest w pewien sposob odpowiednikiem RS bez (Cut).
Dodatkowo, z kazdg formula pierwszego rzedu ¢ koreluje Herbrand nieskon-
czony ciag formul 1,19, ..., ktére nie zawieraja kwantyfikatoréw. Elementy
tego ciggu sa efektywnie otrzymywane z ¢ przez dokonanie podstawien zde-
finiowanych odpowiednio terméw dla podformut, ktére sa w zasiegu kwanty-
fikatora ogolnego. Dowolna skoniczona alternatywa 11 V ... V 9, to ekspansja
®.
Zasadniczy wynik to:

Twierdzenie 8.3 (Herbrand) 1. Jezelibggr o, totg .
2. Jezeli Fg o, to pewna ekspansja ¢ jest tautologiczna.

3. Jezeli pewna ekspansja o jest tautologiczna, to Fpr ¢.

Intuicyjnie rzecz ujmujac wynik Herbranda pokazuje jak problem dowie-
dlnosci w KRK sprowadzi¢ do problemu dowiedlnosci w KRZ. Czesé druga
pokazuje, ze w oparciu o dowolny dowod ¢ mozna obliczy¢ wielkosé jego tau-
tologicznej ekspansji (tzn. okresli¢ n). Czes¢ trzecia jest dla nas najbardziej
interesujaca, gdyz stanowi pewien analogon twierdzenia o eliminacji (Cut).

Twierdzenie o interpolacji zachodzi réwniez dla KRK; mozna je przed-

stawi¢ w nastepujacej postaci:

Twierdzenie 8.4 Jezeli =@ — 9 i P(p) N P(Y) # @, to istnieje x takie,
ze:

e P(x) C P(p)N P(),
* Ep—x,
e Ex—v.

gdzie P(y) oznacza zbior symboli pozalogicznych, ktore wystepuja w ¢ czyli
termow i predykatow. Z twierdzenia tego wynikaja w prosty sposob (a $cislej
rzecz ujmujac sa rownowazne) wazne twierdzenia: Betha o definiowalnosci i
Robinsona o tacznej spojnosci modelowej Fr ¢ (joint consistency theorem);
por. np. Gallier [48].
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8.6 Dedukcja naturalna

System DN Gentzena dla KRK zawiera dodatkowo dwie reguty inferencji i
dwie reguty konstrukcji dowodu. Zamiast zmiennych wolnych uzywa Gent-
zen specjalnych symboli tzw. parametréw. Dyskusje nad zaletami i wadami
tego rozwigzania przeprowadzimy w nastepnym rozdziale. Schematy regul
wygladaja nastepujaco:

(VE) Vo / p[z/a], gdzie a jest dowolnym parametrem.

(VD) Jezeli I' Fpy @lz/a], to T Fpy Yap, gdzie a jest parametrem
nie wystepujacym w aktywnych zatozeniach T'.

(D) lz/a] / Jxyp, gdzie a jest dowolnym parametrem.

(3E) JezeliT'Fpy Tz i A p[x/al Fpy ¥, to T, A Fpy 1,
pod warunkiem, ze a jest parametrem nie wystepujacym
w @, 1 zbiorze aktywnych zatozen I', A.

Ostatnia reguta w zastosowaniu w drzewie dowodowym wyglada nastepujaco:

r [plz/al], A

39;‘90 @b
0

Powyzszy zestaw regul moze byé oczywiscie zastosowany réwniez na
gruncie systemu DN z dowodami linearnymi czyli w stylu Jagkowskiego®.
Ostatnia reguta wymaga wtedy wprowadzania nowego poddowodu zaczyna-
jacego sie od p[z/a] jako dodatkowego zalozenia. Zastosowanie (VD) w for-
macie Jaskowskiego w zasadzie nie wymaga otwierania nowego poddowodu,
a jedynie dopilnowania by warunki ograniczajace byly spelnione. Stwarza to
wrazenie, ze — w przeciwienistwie do (3E) — (VD) jest regula inferencji. Jak
widaé¢ zachowana jest strategia charakteryzowania kazdej staltej z pomoca
pary regul, ale (VD) i (IF) ujawniaja pewien brak symetrii, w przeciwien-
stwie do regut RS, ktore oméwimy w nastepnym rozdziale. Stosowane byty
zreszta pozniej rozmaite rozwiazania, w ktorych np. zaréwno (VD) jak i (E)
byty regutami inferencji (por. obszerna dyskusje w Indrzejczak [74]). Dotad
jednak mozna spotkaé sie z zarzutem, ze istniejace systemy DN sg w pewien
sposob “nieeleganckie” a nawet nienaturalne.

5 Jaskowski [76] tez zaproponowal reguly dla kwantyfikatoréw. Byly one jednak — w
zamierzeniu autora — stabsze od regut dla kwantyfikatoréw klasycznych i charakteryzowalty
pewien system logiki inkluzywnej czyli dopuszczajacej modele z pustymi dziedzinami.
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Warto zauwazy¢, ze relacja -py generowana przez powyzszy zestaw regut
odpowiada o w systemie aksjomatycznym. Zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 8.5 T' Fpy ¢ wtw ' F2 ¢ w systemie aksjomatycznym

Podobna sytuacja zachodzi w przypadku RS, jezeli = interpretujemy
jako relacje dowiedlnosci |-



Rozdziat 9

RS dla KRK 1 teorii
elementarnych

W rozdziale tym, w skondensowanej formie, poszerzymy na RS dla KRK i
teorii pierwszego rzedu, podstawowe rezultaty uzyskane w rozdziatach 3-7
dla KRZ. Kondensacja polega przede wszystkim na tym, ze uzupelniamy
zazwyczaj tylko jeden z dowodéw podanych dla wersji zdaniowych, pozo-
stawiajac wysilek systematycznego poszerzenia innych podejéé¢ czytelnikowi.
Natomiast doktadniej sg traktowane kwestie charakterystyczne dla jezyka
pierwszego rzedu. Po omowieniu kwestii jezykowych zwiazanych z budowa
RS dla KRK, a zwiazanych z dwiema strategiami w odniesieniu do trakto-
wania zmiennych wolnych, wprowadzimy oryginalny rachunek Gentzena LK.
W podrozdziale 9.3 zdefiniujemy wazng klase tzw. PV-dowoddéw i opiszemy
dwa sposoby jej charakteryzowania. Podrozdzial 9.4 jest poswiecony dowo-
dowi eliminacji ciecia dla LK, przy czym omoéwiony jest tylko dowod Gent-
zena. W dwoch kolejnych podrozdziatach charakteryzujemy ARS dla KRK i
dowodzimy analogony najwazniejszych twierdzeni, ktére przedstawiono wcze-
$niej dla wersji zdaniowej. W szczegoélnosci, w 9.6 podany jest konstruktywny
dowdd pelosci metoda Hintikki. W kolejnym podrozdziale przedstawiamy
dowod wzmocnionego twierdzenia o eliminacji (Cut), ktéry mozna uznaé za
pewng wersje twierdzenia Herbranda. Na koniec omawiamy r6zne sposoby
formalizowania teorii elementarnych na gruncie RS, koncentrujac sie przede
wszystkim na regutowym podejsciu Negri i von Plato, ktore wydaje sie ofe-
rowaé najwiecej korzysci.

196
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9.1 Zagadnienia jezykowe

W pracach z zakresu teorii dowodu czy badar nad automatycznym dowodze-
niem twierdzenn mozna odnotowaé¢ dwie zasadnicze strategie odnosnie kon-
strukcji jezyka:

e standardowa — te same symbole reprezentujg zmienne indywiduowe
zaré6wno zwiazane jak i wolne;

e parametryczna — rozréznia sie notacyjnie pomiedzy zmiennymi zwia-
zanymi a wolnymi; te ostatnie nazywajac zazwyczaj parametrami.

Prezentujac jezyki pierwszego rzedu w poprzednim rozdziale zastosowali-
$my konstrukcje standardows, w ktorej te same symbole reprezentuja zmien-
ne zarowno zwiazane jak i wolne. Oryginalny system Gentzena LK (i LJ) jest
jednak zdefiniowany dla jezykoéw, w ktorych uzywa sie osobnych symboli dla
zmiennych zwigzanych i wolnych. Wydaje sie, ze u Gentzena wiazalo sie
to jedynie z checia uproszczenia sposobu prezentacji swojego wyniku. Po-
dobnie podchodzito do tego potem wielu innych autoréw, np. Takeuti [143],
stwierdzajac, ze jest to czysto techniczne rozwiazanie upraszczajace dowody.
Jednak w wielu pracach pézniejszych autorow mozna znalezé takze intuicyj-
ne uzasadnienia dla tego typu zabiegu; tak jest np. w pracach Smullyana
[131], Fittinga [43| czy Fine’a [41]. W takim ujeciu zmienne to tylko termy
zwigzane przez kwantyfikatory, natomiast zamiast zmiennych wolnych uzywa
sie nie tylko osobnego rodzaju symboli, ale wprowadza sie osobna kategorie
wyrazen nazwowych okre§lanych zazwyczaj jako parametry.

Potrzeba wprowadzania nowego rodzaju terméw zwigzana jest zazwy-
czaj z faktem, ze zmienne wolne sg czesto domys$lnie rozumiane jako kwan-
tyfikowane ogdlnie, natomiast parametry maja za zadanie wskazywaé¢ pewne
nieokreslone obiekty. Sa wiec raczej blizsze stalym indywiduowym, z tym,
ze stale wskazuja okreslony obiekt (przy zadanej interpretacji), a parametry
obiekt nieokreslony.

Sens parametru najlepiej uchwycié¢ na przyktadzie dziatania reguty odta-
cania 3 w dedukcji naturalnej czy systemach tablicowych. Oto mamy Jzy,
wiemy zatem, ze pewien obiekt spelnia warunek ¢, cho¢ nie wiemy jaki to
obiekt. Chcac dalej w dedukcji korzystaé z ¢ odlaczamy 3 wstawiajac za x
parametr a. Jest to w pewnym sensie nazwa jakiegos obiektu, ale o specyficz-
nym statusie. Zewnetrznym i czysto syntaktycznym wyrazem réznicy miedzy
parametrami, a stalymi indywiduowymi jest to, ze stata indywiduowa mo-
ze wystepowaé w dowodzonej tezie podczas gdy parametr moze wystapié
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jedynie w obrebie dowodu jako jego tymczasowy, techniczny element!. W
przypadku systemu DN Gentzena uzyskujemy to w ten sposob, ze ¢[x/al
jest wprowadzone jako dodatkowe zalozenie dla dedukcji formuty nie zawie-
rajacej a (por. schemat (IE) podany pod koniec poprzedniego rozdziatu).

Wybér strategii parametrycznej ma swoje zalety, wymierimy tu trzy:
1. wieksza intuicyjnosé;
2. uproszczenie definicji poprawnego podstawiania;

3. twierdzenie o eliminacji (Cut) bez ograniczen.

Co do pierwszego punktu to wyzej zaznaczyliSmy, ze uzycie parametrow
juz na poziomie syntaktycznym odzwierciedla intuicyjne réznice jakie za-
chodzg miedzy zmienna zwiazana, ktoéra jest faktycznie tylko wskaznikiem
miejsca dla termu (tzw. placeholder), a jej nieokreslonym statusem po odjeciu
kwantyfikatora. Odnosnie drugiej kwestii; jezeli przyjmiemy, ze symbole re-
prezentujace zmienne zwigzane nie moga wystepowaé jako wolne, to zbedny
staje sie wymog, aby zmienne podstawianego termu nie staly sie zwigzane,
gdyz z definicji jest to niemozliwe. Do trzeciego punktu wrécimy ponizej, po
wprowadzeniu regul dla kwantyfikatoréw.

Modyfikacja jezyka przez wprowadzenie parametréw ma tez pewne nie-
korzystne konsekwencje, gdyz przy standardowym podejsciu mamy:

1. prostszy stownik;
2. prostszg definicje termu i formuty;

3. prostsza definicje podformuty.

Pierwszy punkt nie wymaga komentarza. W dalszym ciggu przedsta-
wiajac podejécie Gentzena unikniemy zreszta rozbudowy stownika, gdyz nie
bedziemy w przyktadach stosowaé¢ osobnych symboli dla parametréow — uzy-
jemy po prostu tych samych symboli, ktére schematycznie przyjeliémy dla
reprezentowania stalych nazwowych, tj. a, b, c, ...2. Roznica ze standardowym
podejsciem sprowadzi sie tu tylko do tego, ze wykluczymy mozliwosé wysta-
pienia symboli x, ¥, .. jako reprezentujacych zmienne wolne.

! Podobna sytuacja wystepuje w dowodach pelosci dla KRK, gdzie zbior termow
wzbogaca sie o przeliczalny zbioér tzw. swiadkow, aby zagwarantowaé¢ w modelu kanonicz-
nym prawdziwo$¢ formul egzystencjalnych; por. paragraf 8.4.2, uwaga 8.15.

2 Rozwigzanie takie stosuje wielu autorow w przypadku systeméw tablicowych, np.
Bell i Machover [11], czy DN, np. Garson [47].
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Co do drugiego punktu, to zauwazmy, ze w wyniku przyjetego rozrdz-
nienia wyrazenia typu f(az), Ay nie sa $cisle rzecz biorac termami czy for-
mutami. Zeby formalnie uja¢ réznice syntaktyczna miedzy obu rodzajami
zmiennych nalezy albo (a) zmodyfikowa¢ definicje termu i formuty albo (b)
oprocz termow i formul wprowadzi¢ dodatkowo pojecie semi-termu (quasi-
termu) i semi-formuly (quasi-formuty).

Przy pierwszym podejsciu (tj. (a)) w definicji termu wyrzucamy warunek,
ze VAR C TERM. Wtedy w definicji formuty w warunku 1 nic nie musimy
zmieniaé, ale warunek 5 musimy zamieni¢ na nastepujacy:

5 jezeli p(a) € FOR, to dladowolnej z € VAR, Vz(pla/x]), Jx(pla/z]) €
FOR.

Uwaga 9.1: W sformulowaniu warunku 5’ pozwoliliSmy sobie uzy¢ nota-
cji oznaczajacej poprawne podstawiania termu za zmienna co moze budzié
pewne watpliwosci, gdyz formalna definicja tej operacji zakladala przeciez
wczesniejsze zdefiniowanie pojecia formuly. Jest to jednak tylko dogodny
skrét bo to co jest nam tu faktycznie potrzebne, czyli operacja zastapienia
wszystkich wystapienn a przez z, moze byé¢ tu podana w opisowy sposob, np.

5 jezeli ¢ € FOR, to dla dowolnej z € VAR, Vx(¢'),3x(¢") € FOR,
gdzie ¢’ powstaje z ¢ przez zastapienie wszystkich wystapiefi parametru a
przez zmienng .

Uwaga 9.2: Takeuti [143| podaje ten warunek w jeszcze bardziej restryk-
tywnej formie:

57 jezeli p(a) € FOR, to dla dowolnej x € VAR takiej, ze x ¢ VB(p),
Vz(pla/z]), 3x(pla/z]) € FOR.

Zastrzezenie dotyczace zmiennej x od razu wymusza na jezyku efekt, jaki
w rozdziale poprzednim mozna uzyskaé¢ przez odwotanie sie do twierdzenia
o alfabetycznych wariantach. Np. Va(Axz A JxBz) nie jest formula wg. takiej
definicji, ale Yy(Ay A xBz) juz jest, podobnie formuta nie jest przy takim
ujeciu przyktad 8.1 analizowany przez nas w poprzednim rozdziale. Jak sie
przekonamy, z punktu widzenia dowodu eliminacji ciecia, takie ograniczenie
jezyka na wejsciu jest korzystne.

Przy drugim podejsciu (tj. (b)) wprowadzamy ogolniejsza kategorie semi-
termu definiowang tak jak w poprzednim rozdziale zdefiniowaliémy termy, z
tym, ze z semi-termem lub semi-formuta mamy do czynienia, gdy przynaj-
mniej jeden argument wyrazenia funkcyjnego lub predykatu jest symbolem
zmiennej, ale nie zwiazanym.
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Odnosnie trzeciego punktu, to rozwigzanie z parametrami generalnie pro-
wadzi do tego, ze zbiér podformut dowolnej formuty zawierajacej kwantyfi-
katory staje sie nieskoniczony. Wprawdzie rozwigzanie z semi-termami i semi-
formutami umozliwia pozostawienie prostej definicji podformuty — Px nadal
jest jedyna bezposrednia podformuty Vo Px, z tym, ze jest to semi-formuta,
ale nie bedziemy go tu przyjmowali. Moze si¢ wydawacé, ze konsekwencja w
postaci nieskoniczonych zbioréw podformut jest niekorzystna, ale zauwazmy,
ze tylko przyjecie takiego rozumienia podformuty pozwala dla regut kwanty-
fikatorowych ocali¢ wtasnosé podformut. Dlatego nawet dla standardowego
rozumienia jezyka przyjmiemy taka definicje.

W ujeciu Gentzena Pz nie jest podformuty Va Pz, ale jest niag dowolna
P[z/a], gdzie a jest parametrem. Takie rozwiazanie automatycznie powoduje,
ze juz zbior bezposrednich podformut dowolnej formuty z kwantyfikatorem
jest nieskonczony.

Za Kleene'm zdefiniujemy pojecie podformuty jeszcze ogdlniej przyjmu-
jac, ze bezposrednia podformuta Qzy jest kazde plz/7] a zbior podformut
obejmuje samo Qxp i wszystkie podformuly kazdego ¢[z/7]. Formalnie,
wzbogacamy definicje 1.3 z rozdzialu 1 o nastepujacy warunek:

o dla ¢ := Quyp, gdzie Q € {V,3}, SF(¢) = {¢} USF({plx/7] : gdzie
@[z /7] jest instancja poprawnego podstawienia 7 za x w @}).

Ujecie takie jest niezalezne od tego czy przyjmujemy standardowa czy pa-
rametryczna wersje jezyka, tzn. podstawianym 7 moze byé¢ zar6wno zmienna
(przy standardowym podejsciu) jak i parametr, oraz dowolny term zlozo-
ny. Przyktadowo dla VaVy(Ax A By) bezposrednia podformula jest zarow-
no Vy(Aa A By) jak i Yy(Az A By) czy nawet Vy(Af(az) A By); ale nie
VYy(Af(ay) A By), gdyz narusza warunki poprawnego podstawiania.

W dalszym ciagu postaramy sie formutowaé reguty i wyniki dla RS w
KRK w sposéb mozliwie neutralny wzgledem przyjetej wersji jezykowej, za-
znaczajac roznice wtedy, gdy sa istotne.

9.2 LK dla logiki pierwszego rzedu.

LK Gentzena [50] zawiera nastepujace reguty dla kwantyfikatorow:

(=) s A i
olz/a], T= A I'= A, plz/7]

1
(3=) Jrp, I'= A (=3) = A, Jzy
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Warunki poprawnosci:

1. gdzie a jest zmienna wolna (lub parametrem) nie wystepujaca w I', A
i . a jest zazwyczaj okreslone jako eigenvariable zastosowania danej reguty;
termin ten bedzie dalej rowniez przez nas uzywany.

Uwaga 9.3: Faktycznie podana przez nas wersja jest nieco ogélniejsza; u
Gentzena w (V =) i (= 3J) za x podstawialne sa tylko parametry, a nie
dowolne termy.

Uwaga 9.4: Dla LJ przyjmujemy, ze w (= V) i (= 3) A jest pusta, a w
(V =) 1 (3 =) zawiera co najwyzej jedna formute. W istocie oba ograniczenia
sa zbedne co wykazal Kleene [83| (por. uwaga 3.3).

Uwaga 9.5: Warto zauwazy¢, ze w przypadku (3 =) i (= V) formula
poboczna przestanki jest zawsze instancja podstawieniows zasiegu formuty
gtownej w sensie §cistym (por. uwaga 8.11) podczas gdy w przypadku (V =)
i (= 3) dopuszcza sie dowolne instancje podstawieniowe. Przykladowo, je-
zeli Ve(Ax — Ba) jest w poprzedniku, to Aa — Ba jest dopuszczalnym
podstawieniem, ale w nastepniku nie, gdyz podstawiany parametr ma by¢
nowy.

Konsekwencja przyjetej przez nas definicji podformuty jest to, ze dla LK
(LJ) nadal zachodzi wlasnosé podformul. Dla dalszych rozwazan przytoczmy
ja we wzmocnionej postaci:

Fakt 9.1 Jezeli w dowodzie I' = A nie zastosowano (Cut), to dowdéd ma
wtasno$é podformut; co wiecej, jezeli w dowodzie nie zastosowano regut dla
- 1 —, to kazda formuta wystepujgca w poprzedniku (nastepniku) jakiegos
sekwentu tego dowodu jest podformutq pewnej formuty z T' (A).

Konsekwencjg zachodzenia wlasnosci podformut dla LK-KRK jest odzie-
dziczenie przez ten system wynikéw podanych w paragrafie 6.1.1 dla KRZ
takich jak separowalno$é i konserwatywnosé, a przede wszystkim niesprzecz-
no$¢. Dowody tych rezultatoéw sa takie same. 7 drugiej strony, jak pokazemy
dalej, rozstrzygalnosci nie daje sie utrzymac, gdyz zbiér podformut jest nie-
skoriczony.

Udowodnimy teraz syntaktycznie, ze LK jest adekwatna charakteryzacja
KRK przez wykazanie réwnowaznosci z aksjomatyczng formalizacja KRK.
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Twierdzenie 9.1 (Adekwatno$é) kg ¢ wtw k= ¢

DowOD przeprowadzimy tak samo jak w przypadku KRZ. Implikacja od
lewej do prawej wymaga dowodu wszystkich aksjomatéw i wykazania dowie-
dlnosci GEN w LK. Oto schemat dowodu dowolnej instancji AV:

(o) P Y[z/a] = Plr/a]
(v =) ¢ — Ylz/a], p = P[z/a]
(= V) V(p — ), o = P[r/a]
(=) Va(p — 1), = Yy
(o) 2P = W) = = Vay
= Va(p — ) — (p — Vai))

Zastosowanie (V =) jest poprawne, gdyz z zalozenia poczynionego dla
AY mamy, ze x ¢ VF(p) zatem (p — ¢)[x/a] := ¢ — ¢[x/a]. Z tego
powodu réwniez zastosowanie (= V) jest poprawne gdyz w przestance a
wystepuje tylko w 1. Proste dowody AVE i A3 pozostawiamy czytelnikowi.
Dowiedlno$é¢ GEN wynika z faktu, ze jezeli = ¢ ma dowdd, to ma go réwniez
= @[x/a] (por. nizej lemat 9.5) z a spelniajacym warunki poprawnosci dla
(= V), a zatem mozemy z niego wydedukowaé = V.

Dla dowodu implikacji w druga strone znéw oprzemy sie na mocniej-
szym wyniku, ktéry opiera sie na interpretacji = jako relacji dowiedlnosci w
systemie H.

Lemat 9.1 Jezel: l_LK I'=> A, to F,‘!A l_H 1.

DowOD: Przez indukcje po dhugosci dowodu w LK. Wystarczy odwotaé sie
do wtasnosci F podanych w lemacie 1.1 oraz do faktu, ze w H dopuszczal-
ne sa reguty wtorne VI i 3E. Dowdd bazy i kroku indukcyjnego dla regut
zdaniowych pozostaje bez zmian wystarczy sprawdzi¢ zastosowania czterech
regut kwantyfikatorowych. W zatozeniu indukcyjnym przyjmujemy, ze lemat
zachodzi dla dowolnego dowodu dlugosci < n i wykazujemy, ze zachodzi dla
n. Przeanalizujmy przypadek obu regut dla V:

(V =): Mamy Ve, IV =, A. Przestanka p[z/7],I’ =,-1 A ma dowod
krotszy zatem podpada pod zalozenie indukcyjne, czyli p[z/7], TV, A Fg L.
Z aksjomatu AVE i lematu 1.1, wlasnos¢ 6, mamy Vap by @[x/T], co przez
lemat 1.1, wlasnosé 4, daje Voo, IV, -A kg L.

(= V): Przestanka zastosowania reguly podpada pod zalozenie indukcyjne,
zatem mamy I', A’ —p[z/a] by L skad przez lemat 1.1, wlasnos¢ 9, mamy
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[, -A" by oplx/al. T 1 =A sa skoniczone, zatem wielokrotne zastosowanie
lematu 1.1, wh. 13, daje nam A(I'U—-A') by p[z/a] skad przez wlasnosé 6
otrzymujemy g A(T'U—=A') — plz/a]. Zastosowanie VI, ktora jest dopusz-
czalna w H-KRK, daje nam g A(TU-A') - Vzp. R

9.3 PV-dowody

LK-KRK zachowuje wiele wtasnosci swego podsystemu dla KRZ, w tym
eliminowalno$é¢ ciecia. Jednak sformutowanie tego wyniku nie jest neutralne
wzgledem wyboru wersji jezykowej KRK. W tym momencie mozemy pokazaé
dlaczego rozwiazanie Gentzena pozwala na prostsze sformutowanie twierdze-
nia o eliminacji (Cut) dla LK. Za Kleene’'m [83] przytoczmy przyktad dowodu
w LK, ale w standardowej wersji jezyka:

Przyktad 9.1:

Az = Az
BynNAz= Az

Vy(By N Az) = Az
VaVy(By N Ax) = Az Ay = Ay
VaVy(By A Ax) = VYrAx VeAz = Ay
VaVy(By A Az) = Ay

(A=)
(V=)
(V=)
(= V)
(Cut)

(V=)

Dowodu tego nie mozna przeksztalci¢ na dowod bez uzycia (Cut), co
mozna tatwo wykazaé¢ przez odwotanie sie do faktu 9.1. W VaVy(By A Az) =
Ay nie ma — i — zatem w poszukiwanym dowodzie bez (Cut) reguty dla tych
spojnikow nie beda uzyte. Wtedy, zgodnie z faktem 9.1, kazda podformuta
VaVy(By A Ax) moze wystapié¢ tylko w poprzednikach sekwentéow z dowodu
a (jedyna) podformuta Ay tylko w nastepnikach. Latwo zauwazy¢, ze Ay
nie nalezy do zbioru podformut VaVy(By A Ax) co uniemozliwia znalezienie
aksjomatow, ktore zaczynalyby taki dowdd.

Powyzszy przyktad (a mozna podobnych skonstruowaé¢ dowolnie wiele)
moglby sugerowac, ze w przeciwienstwie do LK dla KRZ, (Cut) w LK-KRK
nie jest eliminowalny. Zauwazmy jednak, ze w jezyku z parametrami dowie-
dziona teza nie jest wogodle formula gdyz zawiera nieuprawnione (niezwia-
zane) wystapienie zmiennej y. Jezeli zastapimy je przez parametr, to tatwo
uzyskamy dowod bez uzycia (Cut):
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) Aa = Aa
Ba N Aa = Aa
Vy(By A Aa) = Aa

VaVy(By A Ax) = Aa

(A=
(V=)

(V=)

Powyzszy przyktad sugeruje, ze w wersji z parametrami mozna sformuto-
waé twierdzenie o eliminacji (Cut) bez ograniczen, natomiast w jezyku stan-
dardowym musimy wyrazi¢ je nastepujaco: (Cut) jest eliminowalne w dowo-
dzie dowolnego sekwentu, w ktérym zadna zmienna nie wystepuje réwnocze-
$nie jako wolna i zwigzana. Oczywiscie tego typu ograniczenie jest pozorne,
gdyz na mocy twierdzenia o alfabetycznych wariantach (lemat 8.2.) kazda
formute niespelniajaca tego warunku mozemy zamienié¢ na réwnowazng jej
formute, ktoéra ten warunek spelnia. W istocie Gentzen nawet w dowodzie
Hauptsatz dla swojej wersji LK (LJ) wprowadza jeszcze jeden warunek dla
rozwazanych dowodoéw, ktory réowniez nie ogranicza tak naprawde zasiegu
jego twierdzenia.

9.3.1 Podejscie Kleene’go

Zamiast rozwiazania Gentzena zaprezentujemy nizej sposob ujecia tej pro-
blematyki przez Kleenego [83], ktory przeprowadza dowod dla wersji LK na
jezyku standardowym. Kluczowe pojecie wprowadza ponizsza

Definicja 9.1 (Pure-variable Property) Dowdd D jest PV-dowodem wtw:
(i) VE(D)NVB(D) = o;

(ii) kazda eigenvariable wystepuje tylko w sekwentach powyzej danego za-
stosowania (3 =) lub (= V).

VF(D) iV B(D) oznaczaja zbiory wszystkich zmiennych wolnych i zwia-
zanych wystepujacych w dowodzie. Warunek (i) dla wersji z parametrami
jest spelniony z definicji natomiast (ii) wprowadza réwniez Gentzen, aby
utatwi¢ dowod twierdzenia o eliminacji (Cut). Takeuti [143], ktory tez ope-
ruje na wersji parametrycznej, kazdy dowod spetniajacy warunek (ii) nazywa
regularnym. Moze sie wydawaé¢ w pierwszej chwili, ze warunek (ii) nie wpro-
wadza niczego wiecej ponad to co narzuca samo sformutowanie regut (3 =)
i (= V). Jednak jest to mylne wrazenie, gdyz w dowolnym dowodzie ro6zne
zastosowania tych regul, ale na innych galeziach moga wprowadzi¢ te sa-
ma eigenvariable. Warunek (ii) wymusza by wszystkie zmienne tego typu w
dowodzie byly rézne a nie tylko te, ktore znajduja sie na tej samej galezi.
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Aby wykazaé, ze kazdy dowdd mozna przeksztalcic na PV-dowdd od-
notujmy za Kleene’'m najpierw dwa fakty dotyczace operacji na regutach
zachowujacych ich poprawnosé:

Fakt 9.2 Jezeli w danej instancji aksjomatu lub requly dowolng zmienng w
jej wszystkich wolnych wystgpieniach (lub wszystkich zwigzanych wystgpie-
niach) zastgpimy inng zmienng, ktoéra nie wystepuje w tej instancyi (ani jako
wolna ani zwigzana), to otrzymamy nadal poprawng instancje aksjomatu lub
requty.

Fakt 9.3 Jezeli w danej instancyi aksjomatu lub reguty za wszystkie wolne
wystgpienta zmiennej dokonamy poprawnego podstawienia pewnego termu, to
otrzymamy nadal poprawng instancje aksjomatu lub requty pod warunkiem,
ze w przypadku (3 =) i (= V) dodatkowo spetnimy nastepujgce warunki:

(i) term podstawiany nie zawiera eigenvariable tej instancji requty,

(ii) zmienna, za ktorg podstawiamy nie jest eigenvariable tej instancyi re-
guty.

Dowdd tych faktow jest oczywisty przez analize regul. W Fakcie 9.3 dwa
warunki ograniczajace zapewniaja, ze restrykcje dotyczace obu regut nie zo-
stang przypadkowo pogwatcone. Gentzen dowodzi stabszego faktu, ze in-
stancja danej reguty pozostaje poprawna, gdy parametr zastapimy innym
parametrem, ale pod warunkiem, ze ani zastepowany ani zastepujacy para-
metr to nie eigenvariable. Jest to odpowiednik faktu 9.2, wystarczajacy dla
LK w wersji z parametrami. Odpowiednika faktu 9.3 Gentzen nie potrzebuje
z racji ograniczenia wszystkich regul do podstawiania tylko parametréow za
zmienne (por. uwaga 9.3).

Na bazie powyzszych obserwacji Kleene dowodzi dwoch lematéw doty-
czacych transformacji dowolnego dowodu w PV-dowod.

Lemat 9.2 Dowolny dowdd D sekwentu S takiego, ze VF(S)NVB(S) =@
mozna przeksztatcié na dowdd D' tego sekwentu, taki, ze VF (D' )NV B(D') =
J.

DowoOD: Niech z1,...,2; € VF(S) ale x1,...,2; € VB(D) a yi,...,y; =
VF(D) N VB(D). Niech 21, ..., 2;,v1, ..., v; nie wystepuja wogoéle w D. Wy-
mieniamy wszystkie (i tylko) zwiazane wystapienia x1,...,z; na zi,...,2; a
wszystkie wolne wystapienia yi,...,y; na v, ...,v;. Sekwent dowodzony zo-
staje nie zmieniony, a z faktu 9.2 wynika, ze otrzymane drzewo nadal jest
jego dowodem. M
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Lemat pokazuje jak dowolny dowdd przeksztaltci¢ na taki, ktéry spelnia
warunek (i) definicji PV-dowodu. Dla LK na jezyku z parametrami wynik ten
jest spelniony z definicji. Natomiast kolejny lemat pojawia sie tez u Gentzena
w preliminariach do dowodu Hauptsatz.

Lemat 9.3 Dowolny dowdd D taki, ze VF(D) NV B(D) = & mozna prze-
ksztatcié na PV-dowdd tego samego sekwentu.

DowoOD: Niech D bedzie takim dowodem, w ktorym jest k zastosowan (3 =
), (= V). Poniewaz nie mamy gwarancji, ze wszystkie k przypadkow eigenva-
riable to rézne zmienne wiec bierzemy x1, ..., ), ktére wogole nie wystepuja
w D i zamieniamy po kolei, zaczynajac od najwyzszego zastosowania takiej
reguly, wszystkie wystapienia danej eigenvariable w sekwentach powyzej te-
go zastosowania danej reguty, na nowag zmienng. Z faktu 9.2 wynika, ze nowo
uzyskana cze$¢ dowodu jest rowniez dowodem. Powtarzamy te operacje do k
razy. Uzyskany dowod jest PV-dowodem tego samego sekwentu gdyz wszyst-
kie zmiany dotyczytly tylko sekwentéw wyzej potozonych. M

9.3.2 Alternatywne podejscie

Uzasadnienie dla odpowiednich transformacji niezbednych w dowodzie eli-
minacji (Cut) mozna tez uzyskac¢ przez odwotanie si¢ do twierdzenia o al-
fabetycznych wariantach i twierdzenia o podstawianiu dla dowiedlnych se-
kwentow. Takie podejscie reprezentuje np. Takeuti [143|, Negri, von Plato
[101].

W oczywisty sposéb poszerzamy pojecie podstawiania z formut na se-
kwenty.

Definicja 9.2 Dla zbioru (multizbioru, ciggu) I' :== @1, ..., on:

o Ulx/7]:=p1lx/7], ..., onlx/T];
o (I'= A)x/7]:=Tz/7| = Alz/T].

Niezaleznie od twierdzenia o alfabetycznych wariantach z poprzedniego
rozdzialu warto udowodnié ten rezultat syntaktycznie w wersji dla RS na
standardowym jezyku.

Lemat 9.4 (Alfabetyczne warianty) Kazdy dowdd D sekwentu S mozna
przeksztatcié na dowdd D’ sekwentu S’ o tej samej dtugosci, w ktérym pewna
formuta z S zostata zastgpiona alfabetycznym wariantem.
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DowoOD: Przez indukcje po dlugosci dowodu. Jezeli k£ = 0, to ¢ = ¢ po
dokonaniu przemianowania w nim dowolnej zmiennej zwiazanej (jezeli taka
jest) nadal jest aksjomatem. Niech k > 0, zakladamy, ze lemat zachodzi dla
dowolnego dowodu krétszego od k i musimy rozwazy¢ jaka regula zostata
zastosowana w dedukcji ostatniego. Jezeli jest to reguta zdaniowa, to wy-
nik przenosi si¢ trywialnie z przestanek na wniosek, tak jak w przypadku
aksjomatu, ale przez odwotanie sie¢ do zalozenia indukcyjnego. Rozwazmy
przypadek (V =) z przestanka ¢[z/7],I' = A i wnioskiem Vzp,I' = A.
Jezeli przemianowywana zmienna jest réozna od x, to mamy taks samag sy-
tuacje jak dla regut zdaniowych, jezeli jest to x, ktére chcemy zamieni¢ na
y, to zauwazmy, ze Vy(p[z/y]),I’ = A jest rowniez poprawnie dedukowalne
z plx/7],T' = A inaczej T musialoby mie¢ jakie$ zmienne, ktore staltyby sie
zwiazane w @[z/y], ale to jest niemozliwe, gdyz wtedy wyjsciowa dedukcja
tez bytaby niepoprawna. Przypadek (= V) podobnie. M

Na mocy tego lematu kazdy sekwent, w ktorym jakas zmienna wystepuje
zarazem jako zmienna wolna i zwigzana mozna zastapi¢ takim, w ktorym
dokonamy przemianowania zmiennych zwigzanych na takie, ktére nie wy-
stepuja jako wolne, czyli na taki, ktory spelnia warunek (i) PV-dowodow.
Np. dowdd sekwentu VaVy(By A Ax) = Ay zastapimy dowodem sekwentu
VaVz(Bz A Az) = Ay, a dla tego ostatniego uzyskamy dowdd bez uzycia
(Cut).

Przyjecie zatozenia o roztacznodci zbioru zmiennych wolnych i zwiazanych
w dowodzonych sekwentach upraszcza tez dowdd kolejnego lematu:

Lemat 9.5 (Podstawianie) Jezeli b I' = A, to b (T' = A)x/7].

DowoOD: Przez indukcje po dtugosci dowodu. Jezeli k = 0, to (¢ = ¢)[z/7]
tez jest aksjomatem. Niech k > 0, zaktadamy, ze lemat zachodzi dla dowol-
nego dowodu krotszego od k i musimy rozwazy¢ jaka reguta zostata zastoso-
wana w dedukcji ostatniego. Jezeli jest to reguta zdaniowa, to wynik przenosi
sic trywialnie z przestanek na wniosek, tak jak w przypadku aksjomatu, ale
przez odwolanie sie do zalozenia indukcyjnego. Rozwazmy dla przyktadu
przypadek (= A). Niech ' = A :=T = A’, o A1. Dowody przestanek pod-
padaja pod zalozenie indukcyjne zatem mamy = (I' = A, p)[z/7] i+ (T =
A p)x/7] czyli b Tz /7] = Allz/7],plx/7] i F Dlx/7] = Allx/7],¥[x/7].
Przez (= A) otrzymujemy b I[z/7] = A'[z/7], o[z/7] A [z/T], co na mo-
cy definicji podstawiania oznacza - T'[z/7] = A'lz/7], (¢ A ¥)[x/7] czyli
F( = Ao AY)[z/T].

Rozwazmy przypadek (V =), z racji zalozenia o rozlacznosci zbioru
zmiennych wolnych i zwiazanych w dowodzie odpada nam przypadek, gdy z



208 ROZDZIAL 9. RS DLA KRK I TEORII ELEMENTARNYCH

jest kwantyfikowana zmienna, czyli przestanka ma ksztalt o[y /7'],I" = A, a
wniosek Vyp, ' = A z x # y. Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy Fx_1
(ely/T)[x/7], ' [x/T] = Alz/7], a mamy dowies¢, ze Yyplz/7],T[x/7] =
Afw/7]. Zawwaimy, 7e (ply/mDe/) = (pla/m)ly/ e/, atem Fi s
(ple/m)y/7 [x/7]], T [x/7] = Alx/7] skad przez (V =) otrzymamy
Vy(plx/7)),T[z/7] = Alz/7]. Z definicji podstawiania mamy Vyp[z/7] :=

Vy(plx /7)), wiec b Vyplx /7], T [x/7] = Alx/7] czylibr Vyo, TV = A)[z/7].

Rozwazmy przypadek (= V). Podobnie jak poprzednio, z racji zalo-
zenia o rozlacznosci zbioru zmiennych wolnych i zwiazanych w dowodzie
odpada nam przypadek, gdy x jest kwantyfikowana zmienna, czyli mamy
Fro1 T = A o[y /v], gdzie v ¢ VF(T', A’, ). Poniewaz nie mamy gwaran-
cji, ze v # x lub v ¢ Var(r) zatem wezmy w takie, ze w ¢ VF(T,A’, )
a ponadto w # x 1 w ¢ Var(r). Z zalozenia indukcyjnego Fi_1 T'lv/w] =
A'v/w], (ply/v])[v/w], ale to daje Fr_1 T' = A’ ply/w], gdyz T'v/w] =
I', A'lv/w] = A’ skoro v ¢ VF(I', A), a ponadto (¢[y/v])[v/w] := ¢ly/w]
na mocy punktu 4 faktu 8.1, gdyz sa to instancje $cistego podstawiania.
Z zalozenia indukcyjnego zastosowanego ponownie mamy k1 T'[z/7] =
Az /7], (ply/w])[x/T]. Ze wzgledu na dobér w mamy, ze (p[y/w])[x/T] :=
(plz/T))[y/w], zatem br_y T[z/7] = Allz/7], (©lx/7])[y/w], skad przez za-
stosowanie (= V) mamy by Ulxz/7] = Al[z/7],Vy(¢[z/7]). Z definicji pod-
stawiania by T[z/7] = Allz/7], Vye)[z/7] czyli Fr (T = A, Vyo)[z/7].
|

9.4 Eliminacja ciecia w LK

Dowdd twierdzenia o eliminacji (Cut) w RS dla KRK nie nastrecza wiekszych
trudnosci. Przeprowadzimy go tutaj ponownie dla LK Gentzena, gdyz ten
dowod zawiera najwiecej detali, a potem pokazemy jak przebiega dowod
Dragalina dla ARS. Nie bedziemy omawia¢ osobno jak nalezy uzupetnié inne
dowody podane przez nas w rozdziale 5, gdyz nie wymagaja one zasadniczo
innych rozwigzan. Uwazny czytelnik powinien sam uzupekié¢ je w oparciu o
podane nizej transformacje.

Twierdzenie 9.2 (Eliminacja (Cut)) Kazdy PV-dowdd mozna przeksztat
ci¢ na PV-dowdd nie zawierajgcy zastosowan (Mix)

DowoOD: Zachowujac numeracje przypadkéw z dowodu podanego w rozdziale
5 uzupelimy przypadki transformacji, w ktérych wystepuja zastosowania
regut kwantyfikatorowych.
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W punkcie 4.1, gdy glebokosé (Mix)=2 rozwazmy przypadek, gdy cut-
formuta := Vzyp

I'= A, plz/al olx/7], I =% v =)
I'= A Vap Vep, Il = %
[ Il= AY

(= V)

Tym razem nie mozemy po prostu podnies¢ zastosowania (Mix) wyze]
gdyz a nie jest identyczne z 7. Poniewaz jest to PV-dowod I', 11 = A3
wiec zadna zmienna w 7 nie jest identyczna z jakas eigenvariable w dowodzie
I' = A, plz/al, wliczajac w to a. Réwniez a musi by¢ rézne od innych zmien-
nych wystepujacych jako eigenvariable w dowodzie lewej przestanki (warunek
(ii)). Z kolei z wtasnosci (i) PV-dowodéw wynika, ze 7 jest podstawialne za
a (inaczej jakie§ zmienne wolne w 7 musialyby by¢ zwigzane w innym miej-
scu dowodu). Zatem przez fakt 9.3 mozemy w dowodzie lewej przestanki
podstawi¢ 7 za wszystkie wystapienia a uzyskujac dowod I' = A, [z /7].
Odwotanie sie tutaj do faktu 9.3 moze wymagaé¢ komentarza, gdyz waru-
nek (ii) mowi, ze nie mozna podstawi¢ 7 za eigenvariable, a przeciez a jest
wlasnie taka zmienna (ew. parametrem). Ale w dowodzie I' = A, p[z/al, a
nie jest juz eigenvariable instancji zadnej z zastosowanych tam regul, wiec
warunek (ii) nie znajduje tu zastosowania.

Alternatywnie uzasadniamy te operacje odwolujac sie do lematu 9.5, z
ktorego wynika, ze dowod I' = A, ¢[x/a] mozemy zastapi¢ dowodem I' =
A, plz /7] tej samej dtugosci, gdyz 7 jest podstawialne za x w . W rezultacie
otrzymujemy:

I'= A plx/T] plz/7], 1 = X%
U e /r) = Agfa/]s 2
Nil= A%

(W), (P)

Dla cut-formula := Jz¢ mamy analogiczne przeksztalcenia.

W dowodzie kroku indukecyjnego indukeji 11T (punkty 3.2 1 4.2), w czesci
A dowodu, przy zatozeniu, ze R-rank > 1 i ze cut-formuta jest parametrem
mamy dwa dodatkowe przypadki w Alll, tzn. tam gdzie prawa przestanka
(Mix) jest uzyskana przez (= V) lub (= 3). Rozwazmy pierwszy z nich.

M) = ¥, ¢[x/d]
I'= Aly] ]p] = X,V
T, = Ay, %, Vot

(= V)
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przeksztalcamy go nastepujaco:

U= Alg]  Hp] = %, ¢fx/a]

[V, = Ay, X, ¢z /a)
I, = Ag, X, Vo

(=)

Warunek (ii) definicji PV-dowodéw gwarantuje nam, ze a nie wystepuje
w I', A zatem zastosowanie (= V) jest poprawne. Zreszta nawet gdyby tak
nie bylo, to przez lemat 9.5, moglibysmy dowod Il[p| = 3, ¢ [x/a] zastapi¢
dowodem II[p] = X, v[z/b] tej samej dlugosci, ale z b nie wystepujaca w
I, A.

Przypadek (= 3) jest podobny. Analogiczna sytuacja wystepuje tez w
punkcie A1211, tzn. gdy cut-formuta jest parametrem, ale mamy do czynienia
z zastosowaniem (V =) lub (3 =) w prawej przestance.

W czesci A2, gdzie cut-formuta jest formula poboczng reguly zastoso-
wanej do prawego sekwentu-przestanki, rozwazy¢ musimy jedynie przypadek
(V =), gdyz (3 =) nie wchodzi w gre z racji warunku nalozonego na eigenva-
riable. W przypadku (V =) wystarczy jedynie podnies¢ zastosowanie (Mix)
na prawej przestance o jeden wiersz w gore. Otrzymane zastosowanie (Mix)
ma zredukowany rank o 1, wiec podpada pod zatozenie indukcyjne. Wynik
nowego (Mix) wymaga jedynie zastosowania (W =), aby dotaczy¢ brakujaca
formule Vxp do poprzednika.

W czesci A3 rozwazamy przypadki, gdy cut-formuta jest formutg zasadni-
czg reguty zastosowanej do prawego sekwentu-przestanki. Mamy tu ponownie
do rozwazenia dodatkowe przypadki (V =) i (3 =). Rozwazmy pierwszy z
nich. Fragment dowodu o postaci:

ple/7], MVap] = %
I' = AlVzy] Ve, lVrg] = X
Fv HVaxp = AVZ’(,D7 )Y

(V=)

zostaje zastapiony przez:

' = A[Vzy) olz/7], Vry] = %
F7 QO[LU/T], HV:mp = Achp) %

(P =)
(V=)

(P[:C/T]a F’ Hanp = Angm %
' = AVzy] Vo, T, vy = Avgp,
T, HVa:go = AV:cgoa AVx(pa b
T, HVztp = AVZ@; )y

(P),(C)
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Zauwazmy, ze drugie zastosowanie (Mix) ma R-rank=1, gdyz cut-formuta
pojawia sie po raz pierwszy w prawej przestance; wystapienia cut-formuty
powyzej sie nie licza, gdyz tamten (Mix) podlega najpierw eliminacji z ra-
¢ji podpadania pod zatozenie indukcyjne. Analogicznie wyglada przypadek
(3 =); warunki dla eigenvariable sa nadal spelione po transformacji, po-
niewaz mamy do czynienia z PV-dowodem, zatem a nie wystepuje w lewej
przestance (Mix). W

Dowody dla czedci B sa symetryczne i pozostawiamy je czytelnikom.

9.5 ARS dla KRK

Cho¢, jak pokazaliémy w poprzednim podrozdziale, dowdd eliminacji (Cut)
nie nastrecza powaznych trudnosci, to niestety nie implikuje rozstrzygalnosci
KRK. Co wiecej, Hauptsatz dla LK-KRK zachowuje tez wtasno$é podformut.
Mimo to proces budowy drzewa dowodowego moze okazaé sie nieskonczony
gdyz wlasnos$¢ podformut w KRK dopuszcza nieskoiiczong ilo$é podstawieri
dla formut kwantyfikatorowych.

Rozwazmy dla przyktadu formute —Vz3dyRxy. Pozornie wydaje sie, ze
tatwo zbudowaé skoniczone drzewo, ktore pozwoli sfalsyfikowaé te formute:

Przyktad 9.2:

Rab =
=) 77—
(é =) ) JyRay =
(= ) VedyRxy =
= —VxdyRxy

Jednak dwuelementowy model, w ktorym Rab jest spelnione nie gwaran-
tuje, ze VxIyRxy bedzie spetnione. Do V(R) musialaby tez naleze¢ jakas
para uporzadkowana z V(b) na pierwszym miejscu, a zeby tak bylo, to w
poprzedniku sekwentu musiataby sie znalezé¢ np. formuta Rbb (lub Rba).
Wydaje sie, ze mozna temu zaradzi¢ wykorzystujac regute kontrakcji:
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Przyktad 9.3:

D
(3=) Rab, Rbc, Red,Vr3yRry =
Rab, Rbc, Iy Rey,Vr3IyRry =

<(g 23 Rab, Rbe,VriyRry,Vx3dyRxy =
(3=) Rab, Rbe,VxdyRxy =
(¥ =) Rab, Iy Rby,VriyRry =

Rab,VriyRry,VxdyRxy =
Rab,Ve3dyRxy =

(3=) JyRay,VedyRxy =

VrdyRxy, VedyRxy =
VedyRxy =

(=) = —VxdyRxy

Jednak tym razem otrzymujemy drzewo nieskonczone. Podany przez nas
przyktad pokazuje jedynie pewna wadliwo$é¢ RS jako rachunku, z punktu
widzenia efektywnego szukania kontrprzyktadéw, nie jest natomiast dobrym
przyktadem dla pokazania nieroztrzygalnosci KRK jako takiego. Wprawdzie
istnieje “naturalny” model falsyfikujacy dla tej formuty, ktéry jest nieskon-
czony; wystarczy jako dziedzing wzia¢ zbior liczb naturalnych, a jako V(R)
wzigé <. Ale ten przyktad mozna przeciez sfalsyfikowaé réwniez w modelu z
dziedzing jednoelementowa, w ktorym V(a) = V (b). Istnieje jednak nieskon-
czenie wiele przyktadow formutl i schematéw rozumowari w jezyku pierwsze-
go rzedu, ktére mozna sfalsyfikowaé tylko w modelach nieskoriczonych. Np.
wystarczy, ze do podanego w przyktadzie sekwentu dodamy w poprzedni-
ku dwie formuly: Vz—Rxx, Vryz(Rxy A Ryz — Rxz). Przy podanej wyzej
interpretacji podane formuly sa prawdziwe (stwierdzaja przeciwzwrotnosé i
przechodnio$¢ <) natomiast —VaxIyRzy jest oczywiscie falszywa, gdyz dla
kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wieksza. Jednak w zadnym
modelu skorficzonym nie mozna takiego sekwentu sfalsyfikowaé.

Niezaleznie od braku rozstrzygalno$ci warto jednak pomysleé¢ o takiej
wersji RS dla KRK, ktora lepiej bedzie sie zachowywaé z punktu widzenia
automatyzacji procedur poszukiwania dowodu. Jak pamietamy z paragrafu
6.2.1 ma to istotny zwiazek z odwracalnoscia regut. W podanej wyzej postaci
tylko (= V) i (3 =) sa odwracalne, co wykazemy nizej. Aby uzyskac¢ dla KRK
odpowiednik ARS zamienimy pozostate dwie reguly na nastepujace:

x/7],Yrp, I'= A
Vep, T= A

I'= A, 3z, plz/7]

¢l
(V=) I'= A, Jzp

(=3)
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W LK kontrakcja jest reguta nieeliminowalna, gdyz — niezaleznie od k-
niezaleznej (—=) (por. uwaga 4.6) — niezbedna jest do powielania V-formut
w poprzedniku i I-formut w nastepniku na wypadek, gdy beda niezbedne
dla kolejnych zastosowan (V =) i (= 3) w procesie poszukiwania dowodu
(por. przyktad 9.3). W przypadku podanych wyzej wariantow tych regut
efekt kontrakcji mamy wtopiony w odpowiednie reguty logiczne.

Dla ARS-KRK zachodzg wyniki dowiedzione przez nas w podrozdziale
4.3 dla ARS-KRZ, czyli twierdzenia o dopuszczalnosci ostabiania, odwra-
calnosci regutl i dopuszczalnosci kontrakeji dla m-ARS oraz dopuszczalno$ci
(Cut), jednak dowody trzeba poszerzy¢ o uwzglednienie przypadkow regut
kwantyfikatorowych. Dopuszczalnosé kontrakcji jest nam potrzebna jedynie
dla dowodu dopuszczalnosci (Cut) metoda Dragalina dla m-ARS, gdyz je-
dyne przypadki kontrakeji istotne dla petnosci systemu sa zapewnione przez
ksztalt nowych regut (V =) i (= 3).

Dowiedziemy najpierw

Lemat 9.6 (Dopuszczalno$é ostabiania) Jezeli Fags I' = A, to Fags
I'= A, itFars ¥, T = A, ponadto dtugosé dowodu nie jest wicksza.

DowoOD: Tak jak w przypadku ARS-KRZ przez indukcje po dlugosci dowo-
du. Rozwazmy przypadek, gdy Fr I' = A jest dowiedziona przez zastosowa-
nie (V =), zatem ma postac - Voo, IV = A, a przestanka b1 p[z/7], TV =
A. Z zalozenia indukcyjnego Fi_1 @[z /7], T = A, skad przez (V =) mamy
Fr Voo, IV = A, 1. Analogicznie dla 1) w poprzedniku.

Gdy Fr I' = A jest dowiedziona przez zastosowanie (= V), wtedy ma
posta¢ Fr T' = A/ Vze, a przestanka b1 T' = A’ p[z/a]. Wprawdzie
a nie wystepuje w VF (T, A’ ), ale nie mamy gwarancji czy nie wyste-
puje w VF (). Zatem wybierzmy b, ktora spelnia ten warunek. Na pod-
stawie lematu 9.5 mamy k1 (I' = A’ p[z/a])[a/b] co w istocie daje
Fre1 T = A (¢[z/a])|a/b], gdyz b ¢ VF(T',A’). Poniewaz sa to podsta-
wienia $cisle, wiec na mocy faktu 8.1, punkt 4, (plx/a])[a/b] = ¢[z/b].
Zatem Fj_1 T' = A’ p[x/b]. Na bazie zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
Fro1 T'= A/ p[z/b],9, a poniewaz b ¢ VF(T', A, ¢, ), wiec przez (= V)
mamy ki I' = A’ Vo, . Analogicznie dla 1) w poprzedniku.

Dowéd dla regut dla 3 przeprowadzamy dualnie. B

Mozemy teraz dowiesé

Lemat 9.7 (Odwracalnosé¢ regul) Dla kazdej reguly, jezeli wniosek ma
dowdd (dtugosci n), to przestanki tez majq dowody (diugosci < n).
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Dowob: Dla (V=) i (= 3) w obecnej postaci odwracalno$é zachodzi przez
dopuszczalnosé ostabiania. Dla pozostalych regut dowod przez indukcje po
dtugosci dowodu wniosku reguty, tak jak dla KRZ w podrozdziale 4.3 (lemat
4.11) Dowiedziemy odwracalnosci (3 =), tzn. wykazemy, ze:

jezeli by, Jzp, I = A, to -y, plz/al, T = A
Dowdd dla (= V) przeprowadzamy analogicznie.

Baza: Zalézmy, ze b, Jzp,I' = A. Jezelin = 0, to 'N A # @, ale
wtedy @[z/a],I' = A tez jest aksjomatem. Przypomnijmy, ze bierzemy tu
pod uwage wersje ARS z uog6lnionymi aksjomatami atomowymi, wiec Jzp
nie jest formula, ze wzgledu na ktoéra dxp, ' = A jest aksjomatem.

Zatozenie indukcyjne moéwi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu
wniosku o dlugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie réowniez gdy dowdéd ma
dtugo$é n. Mamy zatem dowdd D dlugosci n zakoriczony sekwentem S :=
Jze, ' = A.

Nalezy rozwazyé¢ dwa podprzypadki:

a. Jzy jest formula zasadniczg S ;

b. 3z nie jest formuty zasadniczg S.

Jezeli ostatnia reguta to (3 =) z Jxyp jako formula zasadnicza, to wtedy
po obcieciu ostatniego sekwentu z D mamy dowod ¢[x/al, I = A (diugosci
n—1).

Rozwazmy podprzypadek b.

Jezeli dz nie jest formula zasadnicza S, to jest formula parametryczna.
Jezeli zastosowana reguta jest zdaniowa, to dowod wyglada tak samo jak w
przypadku ARS-KRZ. Przyktadowo, jezeli ostatnio zastosowana reguta byta
dwuprzestankowa, to D koiiczy sie nastepujaco:

Jrp, T = A/ Az, T = A"
Jxp, I = A

Poniewaz dowody obu przestanek maja dlugos¢ < n, to podpadaja pod
zalozenie indukcyjne. Zatem mamy dowody sekwentow p[z/a], IV = A’ i
plx/a],T" = A" 7 a nie wystepujacym w zadnym z rozwazanych sekwentow.
Ale wtedy za pomoca tej samej reguty dwuprzestankowej, ktora konczyta D
wydedukujemy z nich sekwent p[z/a], T = A.



9.5. ARS DLA KRK 215

Natomiast w przypadku, gdy reguta byla kwantyfikatorowa wskazana
jest ostrozno$¢ w celu unikniecia kolizji zmiennych. Przyktadowo, niech +,
Jze, T’ = A zostalo wydedukowane przez (= V) (A := A’,Vyi)) z przestanki
Frno1 3z, T = A/ ¢[y/a]. Wtedy musimy odwolaé sie do lematu o podsta-
wianiu i zastapi¢ dowod przestanki przez dowdd sekwentu F,—1 Jxp, I =
A’ [y/b] z b speliajacym rowniez warunki poprawnosci ale réznym od a.
Z zalozenia indukcyjnego mamy b, 1 ¢[z/a],T" = A’ 9[y/b]. Skad przez
(= V) by plz/a],T = A’,Vyip. Podobnie postepujemy gdy w gre wchodzi
(V=) lub (= 3) i 7 zawiera lub jest identyczne z a.

Wydawaé sie moze, ze dowdd twierdzenia o odwracalnosci jest w ten
sposob zakonczony, zauwazmy jednak, ze dowodzenie odwracalnosci regut
zdaniowych w rozdziale 4 nie uwzgledniato w przypadku b., ze zastosowana
regula jest reguta kwantyfikatorowa. Zatem, aby by¢ pewnym, ze regulty zda-
niowe w ARS-KRK nadal sa odwracalne trzeba réwniez uzupeklié podany
tam dowdd odwracalnosci dla regul zdaniowych przez rozwazenie przypadku

zastosowania regul dla kwantyfikatorow®.

Na przyktadzie (= A) pokazemy, ze dowdd odwracalnosci regul zdanio-
wych pozostaje poprawny w ARS-KRK, tzn. ze zastosowanie regut kwantyfi-
katorowych nie wptywa na dowod kroku indukcyjnego dla regut zdaniowych.
Niech -, T' = A ¢ A ¢ bedzie wydedukowane za pomoca (3 =). Wtedy
' := 3y, [V, a przestanka ma postaé¢ x[z/a],I" = A, p A . Z zalozenia
indukeyjnego F x[z/a],T" = A, it x[z/a],T" = A9 (z dowodami dtu-
gosci nie wiekszej od n — 1), a zatem przez (3 =) F Jax, IV = Ajp i
F 3zx, IV = A,¢ (z dowodami dtugosci nie wiekszej od n), gdyz warunki
poprawnodci dla a nie sg zakltocone.

Podobnie postepujemy, gdy w gre wchodza inne reguty kwantyfikatorowe
i inne reguty zdaniowe. M

Na koniec dowiedziemy (dla m-ARS)

Lemat 9.8 (Dopuszczalno$é kontrakcji) Jezeli Farps ¢, ¢, I = A, to
Fars o, I = A, oraz jezeliFars T = A, o, 0, to Fars T' = A, . Ponadto
dtugosé dowodu nie jest wieksza.

DowoOD: Musimy uzupetié dowdd lematu 4.12 uwzgledniajac zastosowanie
regul kwantyfikatorowych. Ponownie konstrulujemy dowod indukcyjny po
dtugosci dowodu ¢, o, T' = A (wzglednie I' = A, ¢, ). Dowod bazy sie nie

3 Szczegol ten zdaje sie umykaé¢ wielu autorom prac zawierajacych wyniki dla RS, np.,
w znakomitym skadinad opracowaniu Negri, von Plato [101].
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zmienia. Rowniez w dowodzie kroku indukcyjnego rozwazanie przypadku,
gdy ¢ nie jest formuly zasadnicza nie ulega zmianie po dodaniu kwantyfika-
torow. Pozostaje nam rozwazenie przypadku, gdy ¢ jest formula zasadnicza.
Zalozenie indukcyjne mowi, ze lemat zachodzi dla dowolnego dowodu wnio-
sku o dlugosci < n. Pokazujemy, ze zajdzie tez gdy dowoéd ma dtugosé n.

Niech ¢ := dz1), wtedy rozwazany sekwent ma postaé¢ Jzip, dzy, T = A,
a przestanka posta¢ ¢[x/a], Jx, T = A i posiada dowdd dlugosci n — 1.
Z lematu o odwracalnosci ¢[x/al,y[x/a], I =,_1 A, skad przez zalozenie
indukcyjne mamy ¢[z/a],I' =,-1 A, a przez (3 =) Jzp, T =, A.

Niech ¢ := Vz. Wtedy rozwazany sekwent ma postaé Yz, Ve, I = A,
a przestanka postaé [z/7], Vo, Ve, I' = A i dowdd o dlugosci n — 1.
Tutaj nie musimy sie nawet odwolywaé¢ do lematu o odwracalnosci, gdyz z
zaltozenia indukeyjnego z przestanki dostajemy ¢ [x /7], Vo), T =, -1 A. Skad
przez (V =) mamy Vi), I' =, A.

Analogicznie dla eliminacji kontrakeji w nastepniku, gdy uwzglednié¢ mu-
simy przypadek (= V)i (=3). ®

Dla ARS-KRK mozemy dowiesé dopuszczalnosci ciecia metodg Dragali-
na.

Twierdzenie 9.3 (Dopuszczalno$é (Cut) w ARS)

DowOD przebiega tak jak u Gentzena. Zmienia sie nieco przypadek 4 w
stosunku do Al w dowodzie Gentzena, gdyz mamy reguty z powtorzeniem
formuty zasadniczej w przestance. Przypadek dla cut-formuty := Vxyp wy-
glada nastepujaco:

I'= A plx/al olz/7],Vep, I = X v =)
I'= A Vxp Ve, I =%
Tl=AY

(= V)
(Cut)

Zastepujemy go przez:

I'= A, Vzp olx/T],Vep, I =%

t
I'= A plx/T] ole/7], T, 1= A% Cut (Cut)
,T,1= A A, S © (Cut)
[I= A

gdzie znow odwolalismy sie do lematu 9.5 dla uzasadnienia zamiany dowodu
I' = A, p[z/a] na dowod I' = A, plx/7] 1 gdzie pierwsze zastosowanie (Cut)
mimo tej samej cut-formuty ma mniejsza o 1 dtugosé. M
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9.6 Metody semantyczne w ARS

Cala dotychczasowa prezentacja wynikow dla LK i ARS miata charakter
czysto syntaktyczny. Obecnie pokazemy, w jaki spos6b mozna na grunt do-
wolnego RS dla logiki pierwszego rzedu przenosi¢ rezultaty semantyczne.
Ograniczymy sie, podobnie jak w przypadku KRZ, do dowodu twierdzenia
o adekwatnosci dla ARS.

9.6.1 Dowdb6d adekwatnosci ARS
Wykazemy najpierw, ze:
Lemat 9.9 Kazda requta ARS jest niezawodna.

DowoOD: Wykorzystujemy semantyczng interpretacje sekwentu wprowadzo-
ng w podrozdziale 3.3, dostosowujac ja do semantyki teoriomodelowej. Uza-
sadnienie regul zdaniowych pozostaje bez zmian, wystarczy wykazaé¢ nieza-
wodnosé regut kwantyfikatorowych. Wykazemy niezawodnos¢ dwoch regut
wprowadzajacych formuly kwantyfikatorowe do poprzednika. Dowody dla
regut dzialajacych na nastepniku sg symetryczne.

1. (VY =): Zalozmy, ze |= Vo, o[z/7], T = A ale & Vzp,I' = A. Wtedy
istnieje model 91 i waluacja v taka, ze M, v E Voo, i M, v E A, co implikuje
M, v ¥ plr/T]. Przez twierdzenie o podstawianiu (lemat 8.6) 90, VT () -
Ale M, v? E ¢ dla wszystkich o € D, w szczegdlnosci dla o = I,(7), co

prowadzi do sprzecznosci?.

2. (3 =): Zalozmy, ze = ¢[x/a], T’ = A irozwazmy dowolny model 91 i
waluacje v taka, ze MM, v E dxp, I'. Musimy dowiesé, ze I, v E A. Z zalozenia
mamy, ze M, v: E ¢ dla pewnego o € D. Z twierdzenia o koincydencji (lemat
8.5) mamy, ze rowniez M, (v2)% E ¢, gdyz a ¢ VF(p), wiec v i v2 zgadzaja
si¢ na zmiennych wolnych (parametrach) ¢. Poniewaz v§(a) = o = L (a),

wiec to ostatnie mozemy przepisa¢ jako I, (vg)7 . (a) F - Przez twierdzenie

o podstawianiu (lemat 8.6) otrzymujemy 9, v? E @[x/a], a poniewaz a ¢
VF('), wiec rowniez I, v$ E T' przez twierdzenie o koincydencji (lemat
8.5). Z zalozenia otrzymujemy, ze rowniez I, v¢ E A co — ponownie przez
twierdzenie o koincydencji — daje M, v F A gdyz a ¢ VF(A). W

Powyzszy lemat wystarczy do udowodnienia przystosowania. Dowod jest
identyczny jak dla KRZ (por. lemat 3.6).

4 Zauwazmy, ze podany argument uzasadnia réwniez zwykla (nieodwracalna) forme tej
reguly podana dla LK.
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W rozdziale 7 pokazaliémy kilka dowoddéw twierdzenia o pelnosci dla
ARS-KRZ. Oprocz ostatniego (metoda Posta) kazdy z nich mozna wykorzy-
sta¢ dla konstrukcji analogicznego dowodu dla KRK. I tak, majac udowod-
niona dopuszczalnosé (Cut) w ARS mozna wykorzystaé ten fakt do udowod-
nienia petnosci tego rachunku metoda Henkina, w taki sposéb jak zrobilismy
to w rozdziale 7 dla ARS-KRZ. Zachecamy czytelnika by dokonal stosowne;j
adaptacji dowodu podanego w rozdziale 8 dla systemu aksjomatycznego®.
Jednak nawet nie dysponujac twierdzeniem o dopuszczalnosci (Cut) moze-
my przeprowadzi¢ bezposrednio analityczny dowdd pelnosci dla ARS jedna
z metod wprowadzonych w rozdziale 7. Ograniczymy sie do dowodu zapre-
zentowanego w paragrafie 7.2.1, zachecajac czytalnika do adaptacji innych
metod. W celu poszerzenia podanej tam metody dowodu na KRK musimy:

e wzbogacié¢ pojecie pary zbioréw nasyconych;

e zmodyfikowaé definicje modelu i waluacji niezbedng dla dowodu lematu
prawdziwosciowego;

e wykazaé, ze dla kazdego niedowiedlnego sekwentu réwniez da sie zbu-
dowaé pare zbioréw nasyconych.

Dwa pierwsze punkty maja charakter semantyczny, a ostatni czysto syntak-
tyczny.

9.6.2 Istnienie modelu

Definiujac pojecie pary zbioréw nasyconych w KRK i indukowanego przez
nig modelu musimy chwile uwagi poswieci¢ zbiorowi terméw, ktory postuzy
jako dziedzina modelu. Moze si¢ zdarzy¢, ze model wystarczajacy do fal-
syfikacji niedowiedlnego sekwentu bedzie skoniczony, ale generalnie musimy
liczy¢ sie z dziedzinami nieskonczonymi. Najwygodniejszym rozwiazaniem
jest przyjecie podejécia parametrycznego wzgledem zmiennych wolnych, tzn.
potraktowanie ich jako stalych, i postuzenie sie¢ pojeciem uniwersum Her-
branda dla danego zbioru formut. Jest to popularne rozwiazanie stosowane
w wielu opracowaniach przede wszystkim dla metod tablicowych (np. Fitting
[43], Keisler i Robbin [81], Letz [92] ), ale rowniez dla RS (np. Gallier [48])

5 Zwroémy uwage, ze dowod tam podany wykorzystywal wzbogacenie zbioru terméw o
przeliczalny zbiér tzw. §wiadkéw CON’. Adaptujac go do RS najprosciej jest zastosowaé
strategie jezykowa, w ktorej zamiast zmiennych wolnych uzywamy parametréw interpre-
towanych semantycznie (tzn. przy konstrukcji modelu kanonicznego) jako state.
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Rozwazmy dowolny zbiér formut I'. Niech I'c oznacza zbiér wszystkich
stalych nazwowych (parametrow) w I a I'p wszystkich wyrazen funkcyjnych
w I['. Oczywiscie oba zbiory moga byé puste.

Definicja 9.3 (Uniwersum Herbranda) Uniwersum Herbranda H dla zbio-
ru I’ to algebra termow zdefiniowana nastepujgco:

o I'c C H; jezeli I'c = &, to a € H, dla arbitralnie wybranego parame-
tru;

o jezeliTy,...,7n € H i f" €'p, to f™"(11,....,7n) € H, gdzie 1, ..., T, nie
muszq byé rozne.

Uwaga 9.6: W przypadku I'¢ pustego musimy arbitralnie wprowadzi¢ przy-
najmniej jeden element, gdyz modele dla logiki klasycznej sa niepuste. Gdy
I'r jest niepuste, np. zawiera f', to H automatycznie staje sie nieskoniczo-
ne, gdyz zawiera fa, ffa, fffa,.... Natomiast pusto$¢ I'r nie gwarantuje
skoniczonosci H — por. przyktad 9.3. Tym niemniej ograniczenie sie do mo-
deli falsyfikujacych budowanych na uniwersach Herbranda pozwala w wielu
przypadkach, gdy I'r jest puste uzyskiwaé¢ modele skornczone. Zalezy to jed-
nak w duzej mierze od tego jak zdefiniujemy procedure nasycania galezi.

Definicja 9.4 (T, A) jest (w dot) nasycony wzgledem H wtw spetnia warunki
dla KRZ i dodatkowo:

1. jezeliVzp €T, to [z/7] €T, dla dowolnego T € H;

2. jezeliNxyp € A, to plx/a] € A, dla pewnego a € H;

3. jezeli xp € T, to ¢[x/a] € T, dla pewnego a € H;

4. jezeliVxp € A, to plz/7] € A, dla dowolnego T € H;
gdzie H jest uniwersum Herbranda dla T'U A.

Uwaga 9.7: Pozbywanie sie zmiennych wolnych nie jest konieczne dla zasto-
sowania prezentowanych rozwigzan, ale upraszcza dowody. Jezeli uwzglednia-
my zmienne wolne, to musimy wzbogaci¢ zaréwno definicje pary nasyconej
jak 1 indukowanego modelu (por. np. Bell, Machover [11]). W pierwszym
przypadku musimy dodaé¢ warunek:

jezelix € VF(IT'UA), to z € H,;
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Natomiast jako valuacje stowarzyszona z modelem bierzemy dowolne v, ktore
jest funkcja identycznosciowa na dowolnej x € H.

Latwo dowies$¢, ze para nasycona wzgledem H ma model falsyfikujacy
zwany modelem Herbranda.

Definicja 9.5 (Struktura interpretacyjna My dla pary (I';A)) Dy =
H (zbior wszystkich termow statych zT'U A)
Vi definiujemy nastepujgco:

e Vi(c) = ¢, dla dowolnej statej nazwowej ¢;

o Viu(f™(r1,..c,m)) = f™(71, ...y ™), dla dowolnej n-argumentowej ope-
racyi f™ 1 dowolnych 1, ..., 7, € Dy,

o (T1,....;mn) € Vg(P") wtw P™(7,...,7) € I dla dowolnego n-argumentowego
predykatu P™ ¢ dowolnych 71, ...,7, € Dp.

Musimy wykazaé, ze My jest modelem dla pary zbior6w nasyconych T', A.
Lemat 9.10 (lemat prawdziwosciowy — wersja analityczna)

o Jezeli p €T, to My F p;

o jezeli p € A, to My ¥ .

DowOD: Dowodzimy przez indukcje strukturalng po ksztalcie formut, ze
zachodza oba warunki. Baza jest oczywista, gdyz P(r,...,7,) € T' wtw
(T1, ey Tn) € Vi (P"™) (z definicji Vi) wtw My E P(11, ..., Tn).

Dla dowodu kroku indukcyjnego zakladamy, ze kazda formuta krotsza
od ¢ spelnia dowodzona réwnowaznosé i wykazujemy ja dla ¢. Rozwazymy
przypadek ¢ := Vzi.

Alpel
Vziyp € T implikuje  ¢[x/7] € T, def. pary Hintikki
dla dowolnego 7 € Dy
implikuje My F plx/7] z zal. ind.
implikuje Mg F Vay fakt 8.6, punkt 3.
B.pe A

vz € A implikuje, ze ¢ [z /7] € A, dla pewnego T € Dy (z definicji pary
Hintikki), co z kolei implikuje, ze MMy E ¢ [x /7] z zalozenia indukeyjnego. Za-
t6zmy niewprost, ze My F Varp czyli dla dowolnego v, My, v F V), a zatem
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Mp,v: E 1 dla dowolnego termu o € Dg. W szczegdlnosci My, UZ(T) E 1,
co — przez twierdzenie o podstawianiu (lemat 8.6) — daje My, v F Y[x/7].
Poniewaz v bylo dowolne, wiec otrzymujemy sprzecznos¢. M

Uwaga 9.8: Operowanie modelami Herbranda nie jest konieczne. Np. dowod
Kleene’go [84], Bussa [20] dla RS czy Bella i Machovera [11] dla systemu ta-
blicowego wykorzystuje modele budowane na bazie listy wszystkich terméw.
Przy takich podejsciach nie zaktada sie, ze uzyskany model bedzie skoficzony
nawet dla tych przypadkoéw, gdzie byloby to mozliwe.

9.6.3 Saturacja

Pozostaje wykazaé, ze dla kazdego niedowiedlnego sekwentu (= niesprzeczne;
pary zbioréw) istnieje nasycone niesprzeczne poszerzenie. Tym razem genero-
wane drzewo dowodowe moze by¢ nieskoriczone dlatego w dowodzie musimy
wykorzysta¢ dwa wyniki podane w dodatku: lemat Koniga i twierdzenie o
enumeracji zbioréw przeliczalnych. Pierwszy wynik gwarantuje nam, ze jezeli
drzewo jest nieskoriczone, to (poniewaz jest skonczenie generowane) istnie-
je w nim nieskoriczona gataz. Drugi gwarantuje nam, ze zbidr wszystkich

formut i terméw mozemy uporzadkowaé liniowo®.

W istocie rozwazamy nie tyle uporzadkowanie zbioru wszystkich formut
i terméw, co raczej tych, ktéore budowane sa w oparciu o dane uniwersum
Herbranda dla rozwazanego sekwentu. Innymi stowy, dla kazdego sekwentu
rozwazamy taki jezyk pierwszego rzedu, ktéry jest generowany przez predy-
katy i termy wystepujace w sekwencie. Oczywiscie dla sekwentu nie zawiera-
jacego zadnego parametru nazwowego deklarujemy arbitralnie przynajmniej
jeden (por. uwaga 9.6). Ze wzgledu na warunek poprawnosci nalozony na
regulty (3 =) i (= V) wygodnie jest wydzieli¢ osobng nieskoriczong liste
parametrow P, ktére niezaleznie od tego wystepuja na liscie wszystkich ter-
moéw. W przypadku, gdy sekwent nie ma zadnego wyrazenia funkcyjnego
lista parametrow P jest wystarczajaca dla naszych celéw. Ponizej przedsta-
wimy dowdd dla tego przypadku, a nastepnie uogdlnimy go dla przypadku z
dowolnymi termami.

5 Nie bedziemy tutaj omawiaé¢ zadnego konkretnego uporzadkowania zbioru terméw;
nieformalne omoéwienie problemu mozna znalezé¢ np. w Kleene [84], a formalny algorytm
w Gallier [48].
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Lemat 9.11 (Saturacja) Jezeli ¥ T' = A, to istnieje nasycone (I1,%) ta-
kie, ze:

(a) IUX C SF(T'UA);
(b) (IL, X) jest niesprzeczny;

gdzie SF(I' U A) oznacza zbidr wszystkich podformut wystepujacych w for-
mutach z T'U A.

DowoOD: Konstruujac (IT,¥) dla KRK mozemy sie ponownie odwotaé¢ do
procedury szukania dowodu zdefiniowanej w rozdziale 6. Tym razem jednak
wygodniejsze jest uzycie algorytmow typu breadth-first (budujacych wszerz),
gdyz poprzednia strategia moze prowadzi¢ do rozwijania nieskoriczonej galte-
zi (i nieskoriczonego modelu falsyfikujacego) w przypadkach gdzie eksploata-
cja innej gatezi moze daé efekt skoniczony. Ponadto przy algorytmach typu
breadth-first proces przeszukiwania listy termow jest prowadzony réwnolegle
dla wszystkich lisci drzewa na danym etapie. Na etapie pierwszym oczywi-
$cie wypisujemy sekwent, dla ktérego szukamy dowodu. Kazdy etap n + 1
budujemy na bazie drzewa uzyskanego w etapie n w nastepujacy sposob:

Jezeli kazdy 1is¢ jest aksjomatyczny, otrzymujemy dowdd, w przeciwnym
wypadku:

1. Stosujemy wszystkie mozliwe reguly zdaniowe oraz (= V) i (3 =)
do kazdego liscia nieatomowego i nieaksjomatycznego. W przypadku dwoch
ostatnich regut wybieramy kolejne parametry z listy P, ktore nie zostaly
dotad uzyte na danej galezi.

2. Stosujemy (= 3) i (V =) do wszystkich nieuzytych dotad na drzewie,
ale relewantnych termoéw. Doktadniej, gdy wybieramy Vxy z poprzednika
(podobnie gdy stosujemy (= 3)), to dopisujemy do niego zbidér instancji
olx /1), ..., plz/7] dla wszystkich 7;,i < n takich, ze:

a. T, jest parametrem o najwyzszym indeksie na liscie P, ktoéry zostat
uzyty w tym etapie jako eigenvariable na tej gatezi.

b. kazde 75,1 < i < n to term, ktéry na lidcie P poprzedza 7,, ale nie
zostal uzyty wczesniej jako instancja dla ¢ na tej gatezi.

Nazwijmy sekwent quasi-atomowym, jezeli oprocz formut atomowych za-
wiera V-formuty w poprzedniku lub 3-formuty w nastepniku, ale brak jest
relewantnych termoéw dla zastosowania (V =) lub (= 3) (tzn. wszystkie
parametry z listy P do n wlacznie zostaly juz uzyte).
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Jezeli przynajmniej jeden 1is¢ uzyskany w etapie n + 1 jest nieaksjoma-
tyczny, ale atomowy lub quasi-atomowy, to ¥ I' = A. W przeciwnym wy-
padku przechodzimy do kolejnego etapu i powtarzamy opisanag wyzej petle.

Jak wida¢, jezeli ¥ I' = A, to w kompletnym drzewie dowodowym ist-
nieje co najmniej jedna skoriczona galaz, ktorej 1is¢ jest nieaksjomatyczny i
atomowy (quasi-atomowy) lub galaz nieskoriczona. Istnienie takiej nieskon-
czonej gatezi gwarantuje nam lemat Koniga. Gataz taka jest przeliczalnym
ciagiem sekwentow: I' = A T = A4, ...

Zdefiniujmy: II = (T, ¥ = |J A, gdzie i <X (tzn. ['; = A; to dowolny
sekwent wystepujacy na tej galezi).

Nalezy wykazaé, ze (II,X) jest nasycony oraz spelnia warunki (a) i (b).

Nasycenie wynika z faktu, ze warunki definiujagce pare nasycona odpo-
wiadaja regutom zastosowanym w konstrukcji rozwazanej galtezi. W szcze-
goblnosci, sposéb potraktowania formul kwantyfikatorowych gwarantuje, ze
wszystkie wymagane podstawienia pojawily sie na galezi. Natomiast (a) jest
konsekwencja wlasnosci podformul, a (b) jest spetniony z definicji (otwarta
galaz). W

Dowdd twierdzenia o pelnosci w oparciu o podane wyzej rezultaty nie
rozni sie od dowodu dla KRZ.

Uwaga 9.9: Latwo zauwazy¢, ze w podanym w dowodzie przepisie na budo-
we drzewa dowodowego nie przestrzegamy warunku (ii) charakteryzujacego
PV-dowody, tzn. ten sam parametr moze sie pojawia¢ na réznych gateziach
jako eigenvariable. Z jednej strony wprowadza to pewna komplikacje, gdyz
zamiast jednej listy P musimy rozwazaé dla kazdej gatezi B jej kopie Ppg,
na ktorej osobno odnotowujemy, ktére parametry zostaly wykorzystane na
danym etapie. Z drugiej strony, w praktyce, pozwala to w tych przypadkach,
w ktorych sekwent jest falsyfikowalny z pomoca skoriczonego modelu znacz-
nie ograniczy¢ dtugosé otwartych gatezi (i liczebnosé dziedzin modeli) gdyz
nie musimy stosowaé (V =) i (= 3) do zadnego parametru, ktory nie zo-
stal tam wprowadzony jako eigenvariable lub nie znajdowal sie w sekwencie
wyjsciowym.

Uogolnienie podanego wyniku na sekwenty zawierajace wyrazenia funk-
cyjne prowadzi generalnie do rezygnacji z uzyskania modeli skoniczonych.
Oczywiscie incydentalnie moga pojawié sie liscie atomowe, ktore pozwolag na
uzyskanie skoniczonego modelu falsyfikujacego na danym etapie. Generalnie
jednak musimy przyjaé, ze konstrukcja algorytmu powinna po prostu po-
zwoli¢ na to, by predzej czy pdzniej kazdy term z listy wszystkich termoéow z
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danego uniwersum Herbranda (lub po prostu wszystkich terméw — por. uwa-
ga 9.8) zostal uzyty przy zastosowaniu regut (V =) i (= 3). Nieformalny opis
algorytmu tego typu dla RS mozna znalezé np. w Buss [20], natomiast Gallier
[48| zawiera bardzo szczegolowe i formalne potraktowanie takiej procedury.

9.7 Wzmocnienie twierdzenia o eliminacji (Cut)

Gentzen [50] zaprezentowal tez mocniejsza postaé¢ twierdzenia o eliminacji
ciecia, ktora okreslimy mianem twierdzenia o sekwencie posredniczacym?.
Sam Gentzen uznal je za wzmocnienie twierdzenia Herbranda, W istocie
jest to tylko jego szczegdlny przypadek. Nieporozumienie wynikato stad, ze
wynik Herbranda w oryginalnej postaci sformutowany byt w do$¢ zawity
sposob, a jego dowdd zawieral bledy. Watpliwoséci odnosnie faktycznego za-
siegu rezultatu Herbranda zostaly rozproszone dopiero w pracach [33] i [34].
Cho¢ wynik Gentzena jest w istocie mniej ogolny od twierdzenia Herbranda,
to jednak sformutowany i dowiedziony w przejrzysty sposob, a [50| zawiera
jego interesujace zastosowanie w dowodzie niesprzecznosci arytmetyki liczb
naturalnych bez zasady indukcji.

Dla prostszego wystowienia twierdzenia o sekwencie po$redniczacym, czy-
li mocnego twierdzenia o eliminacji (Cut), zdefiniujmy (kontekstowo) wyste-
pujace w nim pojecie.

Definicja 9.6 D jest dowodem z sekwentem posredniczgcym wtw wszystkie
requty dla spdjnikow zastosowane sq¢ powyzej regut dla kwantyfikatorow.

Zatem dowdd o tej wlasnosci rozpada sie na dwie czesci: od korzenia do
sekwentu posredniczacego jest czes¢ kwantyfikatorowa, powyzej czesé¢ zda-
niowa. Rozgalezienia wystepuja oczywiscie tylko w czesci zdaniowej.

Przed dowodem twierdzenia o sekwencie posredniczacym dowiedziemy
nastepujacy:

Lemat 9.12 Kazdy dowdd LK, w ktorym pewne aksjomaty zawierajqg kwan-
tyfikatory, mozemy zamienié na dowod, w ktorym zZaden aksjomat nie zawiera
kwantyfikatorow.

DowoD: Jako krok wstepny odnotujmy, ze dowolny aksjomat postaci Qry =
Qxp moze by¢ zastapiony przez aksjomat postaci p[z/a] = ¢[z/a]. Np. dla
Q@ =V mamy:

7 Funkcjonuje ono w literaturze pod nazwami sharpened hauptsatz lub mid-sequent
theorem.
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( ¢lz/a] = p[z/a]
) Vap = plz/d]
Yrp = Vap

—~ <
4

Oczywiscie a musi spelnia¢ warunek nienalezenia do ¢. Jezeli p[z/a] :=
Qxy to procedure powtarzamy az otrzymamy aksjomaty, ktérych formu-
ty nie zaczynaja sie od kwantyfikatorow. Jezeli uzyskane w ten sposob ak-
sjomaty skladaja sie z formul nieatomowych, ktorych sktadniki zawieraja
kwantyfikatory, to odwolujemy sie do twierdzenia 4.1, ktore uzasadniato dla
LK-KRZ mozliwosé¢ zastapienia dowolnych aksjomatéw przez atomowe, a
dla uzyskanych w ten sposéb aksjomatoéw ztozonych z formut kwantyfikato-
rowych ponownie stosujemy podang wyzej redukcje. W ten sposéb systema-
tycznie zastepujac kazdy aksjomat zawierajacy kwantyfikatory przez odpo-
wiedni dowdd z aksjomatéw zbudowanych z podformut uzyskujemy stosowny
dowod tego samego sekwentu. W

Zauwazmy, ze nie jest niezbedne wymaganie, zeby wszystkie aksjomaty
byly atomowe.

Przystepujac do dowodu twierdzenia o sekwencie posredniczacym mo-
zemy na mocy lematu 9.12 ograniczy¢ sie do dowoddéw z aksjomatami bez
kwantyfikatoréw. Ponadto rozwazaé¢ bedziemy tylko PV-dowody. Wstepnie
zdefiniujmy pojecie rzedu dowodu:

Definicja 9.7 o [l0$¢ zastosowan requt zdaniowych wystepujgcych w do-
wodzie ponize] zastosowania requlty kwantyfikatorowej nazywamy rze-
dem tej requty kwantyfikatorowey.

o Suma rzedow wszystkich regut kwantyfikatorowych zastosowanych w do-
wodzie to rzqd tego dowodu.

Jak widaé¢ kazdy dowdd z sekwentem posredniczacym ma rzad 0. Przy-
stapimy teraz do dowodu zasadniczego twierdzenia.

Twierdzenie 9.4 (O sekwencie posredniczacym) Dowolny PV-dowdd bez
(Cut) sekwentu, ktory zawiera tylko formuty preneksowe mozna przeksztatcic
na PV-dowdd bez (Cut) z sekwentem posredniczqcym.

DowoD: Przez indukcje po rzedzie dowodu.

Baza: jezeli rzad dowodu = 0, a formuty z kwantyfikatorami nie wystepu-
ja w aksjomatach, to musi istnie¢ sekwent .S, w ktérym albo kwantyfikatory
wogole nie wystepuja albo jedynie przed formutami (z zalozenia, ze sekwent
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koncowy zawiera tylko formuty preneksowe). W pierwszym przypadku jest
to nasz sekwent posredniczacy. W drugim przypadku, skoro rzad dowodu =
0, to formuly kwantyfikatorowe mogly byé¢ wprowadzone jedynie przez (W).
Kasujemy wszystkie takie formuty, a otrzymany sekwent S’ jest sekwentem
posredniczgcym. Operacja wykasowania tych formul z dowodu S nie wplywa
na dowiedlnos$é¢ sekwentu S/, gdyz wykasowane formuty byly jedynie formu-
tami parametrycznymi w zastosowaniach regul zdaniowych. Nastepnie do
dowodu sekwentu posredniczacego S’ stosujemy (W) i (P) az ponownie uzy-
skamy S. Podsumowujac, dowdd rzedu 0 albo juz ma wymagana postaé albo
uzyskuje ja przez dokonanie permutacji tych zastosowan (W), ktére wpro-
wadzity formuty kwantyfikatorowe, wzgledem wystepujagcych ponizej regul
zdaniowych.

Nastepnie dowodzimy kroku indukcyjnego zaktadajac, ze twierdzenie za-
chodzi dla dowodu o rzedzie n. W dowodzie o rzedzie n+1 znajdujemy takie
zastosowanie reguty kwantyfikatorowej, pod ktérym bezposrednio wystepuje
zastosowanie reguly zdaniowej i dokonujemy ich permutacji tak aby reguta
zdaniowa wystepowata wyzej na galezi. Tak przeprowadzona transformacja
zmniejsza rzad dowodu o 1, zatem nowy dow6éd podpada pod zatozenie in-
dukcyjne. Dow6d kroku indukcyjnego wymaga zatem pokazania jak mozna
dokonaé¢ permutacji dowolnej reguty kwantyfikatorowej z reguta zdaniowa na
dowolnej galezi. Rozwazmy najpierw przypadki, gdy jaka$ reguta zdaniowa
jednoprzestankowa wystepuje pod reguta kwantyfikatorowa, np. (=—) pod
(= V). Fragment dowodu postaci:

., T = A, x, plz/d]
P, I'= A, x, Vo
(& P) 2 TR Vo x
I'= A Vxp, ¢ — x

zZamieniamy na:

Y, T = A, x, plz/d]
Y, T = A, plz/a], x
I'= A plz/a], 9 — x
((i]\j) = A — x,plz/d]
(= P) I'= A¢— x,Vzp

I'= A Vep, ¢ — x

(= P)
(=-)
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Wykonane operacje nie maja wplywu na poprawnos¢ zastosowania (= V).
Analogicznie dokonujemy permutacji innych regut zdaniowych jednoprze-
stankowych wzgledem dowolnej reguty kwantyfikatorowej, ktora znajduje sie
nad nig. Zauwazmy, ze w sytuacji gdy formuta jest wydedukowana za pomoca
reguly kwantyfikatorowej, to nie moze by¢ ona formuta poboczng zastosowa-
nej nizej reguty zdaniowej. Jest to wykluczone przez zaltozenie, ze sekwent
koricowy zawiera jedynie formuly preneksowe — formula kwantyfikatorowa
moze byé¢ formula poboczng jedynie dla zastosowania reguty kwantyfikato-
rowe;j.

Rozwazmy przypadek, gdy wystepujaca nizej reguta zdaniowa jest dwu-
przestankowa, np. (= A) wystepuje pod (= V).

I'= A4, plz/a]

((:;V)) I'= A9, Vap

(= A) I'= A, Vap, ¢ I'= A, Vap, x
I'= A Vxp, ¥ Ax

Zastepujemy przez:

(= P)(= W) I'= A4, plx/a] I' = A, Vrp, x (= P)(= W)
I'= A plz/a], Ve, T = A pz/a],Yrp, x (= A)
p L= A, plx/a), Yo, A x
(= P) I'= A Y Ax, Vo, lz/a]
(=V)

I'= A0 A x,Vep, Vep

(=)= P) I'= A Vxp, 9 A x

W analogiczny sposéb dokonujemy innych permutacji systematycznie re-
dukujac rzad dowodu. W

Uwaga 9.10: Uogdlnienia rezultatu dotyczacego permutacji regut dokonat
Kleene [85]. Ograniczenia w odniesieniu do RS dla logiki intuicjonistycznej
omowione sa w [147].

9.8 Teorie elementarne
Jak pokazaliSmy w rozdziale 8 w standardowym podejsciu Hilbertowskim

istnieje wtasciwie tylko jeden sposéb budowy teorii elementarnej w oparciu o
system aksjomatyczny. Dla odmiany, za pomocg RS mozna w rézny sposob
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formalizowaé teorie aksjomatyczne. Ponadto rozmaite rozwiazania maja inne
wlasnosci teoretyczne; np. rozmaicie zachowuja sie w kwestii problemu do-
puszczalnosci regut strukturalnych, w tym (Cut). Za Negri i von Plato [101]
wyroznimy cztery zasadnicze sposoby budowy teorii na bazie RS. Dysponu-
jac ustalonym systemem RS dla KRK budujemy teorie elementarng RS-T w
jeden z nastepujacych sposobow:

1. Dodajac do zbioru sekwentéw aksjomatycznych sekwent = ¢ dla kaz-
dego aksjomatu ¢ teorii T.

2. Dodajac odpowiednie sekwenty (bazowe) odpowiadajace aksjomatom
danej teorii do RS (Gentzen [52]).

3. Traktujac zbiér aksjomatéow I' jako kontekst dowodzonych twierdzen;
dowodzimy wtedy sekwentéw postaci I' = ¢, gdzie ¢ jest tezg teorii I'
(Gentzen [50]).

4. Dodajac do RS odpowiednie reguty, np. dla aksjomatu o postaci ¢ — ¥
regule postaci v = A / ¢ = A, a dla aksjomatu postaci ¢ regule
postaci p = A / = A.

Pierwsze trzy rozwiazania byly wprowadzone przez Gentzena, natomiast
ostatnie zyskalo na popularnosci znacznie pézniej. W szczegblnosci Negri
i von Plato rozwineli interesujaca metodologie konstruowania regutowych
wzmocnien RS, ktora pozwala na wykorzystanie wielu metod strukturalnej
analizy dowodu wykorzystywanych w RS dla KRK. Te cztery podejscia do
kwestii formalizowania teorii na bazie RS sa rownowazne w tym sensie, ze
zbior sekwentéw dowiedlnych (w przypadku podejscia trzeciego z dodanym
poprzednikiem I') jest taki sam w przypadku dowolnej teorii T. Jednak po-
szczegblne rozwiazania rozmaicie zachowuja sie z punktu widzenia kwestii
eliminowalnosci ciecia i procedur szukania dowodu W szczegblnosci, dwa
ostatnie pozwalaja na dowod dopuszczalnosci (Cut) dla teorii tak sforma-
lizowanej. Omoéwimy je kolejno.

9.8.1 Systemy RS z dodanymi aksjomatami

Pierwsza metoda budowania teorii elementarnych na gruncie RS jest prostym
przeniesieniem na grunt RS metodologii zaczerpnietej z Hilbertowskiej teorii
dowodu. Dodanie do zbioru sekwentéw pierwotnych przeliczalnej ilosci sche-
matow aksjomatéw postaci = ¢ lub skoiiczonej iloéci takich aksjomatow, ale
domknietych na podstawianie, jest rozwigzaniem prostym, ale niezbyt zado-
walajacym. Przede wszystkim (Cut) nie jest eliminowalne w RS-T. Wyraznie
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wida¢ to na schemacie dowodu lematu 3.3. w podrozdziale 3.2, uzytego do
demonstracji wyprowadzalnosci MP. Wystarczy w nim skasowa¢ schematy
D wiodace do dedukcji = ¢ i = ¢ — ¥ i uznaé, ze mamy do czynienia z
aksjomatami tej postaci, a = 1 nie ma dowodu bez uzycia (Cut).

Pierwsze rozwigzanie mozna przeksztalci¢ trywialnie na rozwigzanie dru-
gie dopuszczajac oczywiste transformacje typu uzycie ¢ = 1 zamiast = ¢ —
1, po ewentualnym wczesniejszym usunieciu kwantyfikatoré6w uniwersalnych
jezeli takie wystepuja przed implikacja. Gentzen [52| rozwaza wezsza kla-
se takich teorii, ktore mozna zaksjomatyzowaé przez uzycie tzw. bazowych
sekwentow, czyli sktadajacych sie z formut atomowych.

Dla RS-teorii tego typu mozna dowiesé¢ tzw. mocnego twierdzenia o elimi-
nacji (Cut), ktére de facto jest jednak w pewnym sensie stabszym wynikiem®.
Mozna je sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 9.5 Jezeli S - T' = A, gdzie S jest zbiorem sekwentow do-
mknietym na podstawianie, to mozna go przeksztatcié na dowod, w ktorym
kazde zastosowanie (Cut) ma przynajmniej jedng przestanke z S.

DowOD: Szczegotowy dowdd pomijamy, gdyz nie wnosi nic nowego do reper-
tuaru technik dowodowych. Jedyna réznica polega na tym, ze standardowe
redukcje wykorzystywane we wczesniejszych dowodach prowadza do sytuaciji,
gdy jedna z przestanek (Cut) nalezy do S i wtedy (Cut) nie daje sie catko-
wicie wyeliminowa¢. Warunek domkniecia S na podstawianie jest niezbedny,
gdyz, jak pamietamy, kroki redukcyjne zwiazane z kwantyfikatorami wyma-
gaja zastosowania tej reguly do wszystkich sekwentéw bedacych powyzej
wlaczajac w to licie, a te moga naleze¢ do S. M

W przypadku podejécia trzeciego wykorzystanego przez Gentzena w [50]
aksjomaty dodaje sie nie w formie dodatkowych sekwentow aksjomatycz-
nych, ale jako dodatkowe elementy poprzednika. Przyktadowo, jezeli chcemy
udowodnié¢ sekwent I' = A na gruncie teorii zawierajacej schematy aksjoma-
tOW @1, ..., Yn, to dowodzimy sekwentu II,T" = A, gdzie II jest skoriczonym
zbiorem podstawienn schematéw aksjomatéw wybranych ze zbioru ¢, ..., y,.
Takie rozwiazanie ma jedna zalete — dowod twierdzenia o eliminacji (Cut)
przenosi sie automatycznie na tak formalizowane teorie. Jednak z punktu
widzenia stosowalnosci RS jako narzedzia poszukiwania dowodu metoda ta
wprowadza duza doze indeterminizmu, gdyz nawet jesli wiemy, ze dany se-

8 Buss [20] uzywa okreslenia “eliminacja wolnych cie¢”, ktére ma charakter neutralny;
okreslenia “mocne twierdzenie o eliminacji (Cut)” uzywa np. Girard [53] czy Avron [7].
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kwent jest dowiedlny w teorii, to nie wiadomo z gory, jakie podstawienia i
ktorych aksjomatéw moga by¢ przydatne do znalezienia dowodu.

Réwnowaznosé tych trzech podejsé do formalizowania teorii tatwo sie
dowodzi w oparciu o lemat 4.17. Inny dowod mozna znalezé w [101].

9.8.2 RS z dodatkowymi regulami

Wynik podany w podrozdziale 4.4 umozliwia tez rozmaite formalizacje re-
gutowe dla teorii elementarnych na bazie RS, ale nie wszystkie maja inte-
resujace wlasnosci teoriodowodowe. Ponizej oméwimy dwa podejscia: jedno
rozwiniete przez Negri, von Plato [101] dla teorii uniwersalnych i drugie roz-
winigte przez Braiinera [19] dla teorii geometrycznych.

Formalizacja teorii uniwersalnych przez reguty zaproponowana przez Ne-
gri, von Plato wykorzystuje jako baze m-ARS dla KRK? i oparta jest na
nastepujacych zasadach:

1. nastepnik sekwentu jest dowolnym i stalym kontekstem we wszystkich
przestankach i wniosku;

2. formuly poboczne i zasadnicze wystepuja tylko w poprzednikach se-
kwentow;

3. formuly poboczne i zasadnicze sg atomowe;

4. formuty zasadnicze wystepuja rowniez w poprzednikach przestanek.

Latwo sprawdzi¢, ze dwa pierwsze warunki dajg nam jedng z form regut
generowana z wyjsciowego sekwentu, ktora rozwazaliSmy w podrozdziale 4.4.
Mianowicie dla sekwentu postaci 1, ..., o = Y1, ..., ¥Yn, k,n > 0 otrzymu-
jemy schemat reguly R postaci:

R Y, I'= A, .. ¢, = A
D1y P, L = A

Jedyna roznica dotyczy tego, ze w podrozdziale 4.4 rozwazali$émy reguly
k-niezalezne, a Negri i von Plato potrzebujg regut k-jednolitych. Warunek
3 prowadzi do dalszego uszczegdlowienia, gdyz ¢;,1; maja by¢ atomowe.

9 Faktycznie Negri i von Plato rozwazajg ogélniejszy i bardziej skomplikowany przypa-
dek regulowych odpowiednikéw uniwersalnych teorii budowanych na bazie RS dla logiki
intuicjonistycznej.
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Poniewaz aksjomaty teorii uniwersalnych nawet po pozbyciu sie kwantyfi-
katoréw nie muszg natychmiast dawa¢ nam schematéw regul speliajacych
ten warunek (chociaz dadza nam regute o podanej wyzej postaci z dowol-
nymi formutami ¢;,1;), to musimy poddaé je wstepnej transformacji. Niech
V1, ..., xpp bedzie aksjomatem uniwersalnej teorii, wtedy dla sekwentu = ¢
budujemy skoniczone drzewo dowodowe metoda zastosowana w podrozdziale
7.4 w dowodzie lematu 7.13. Z otrzymanego drzewa odrzucamy liscie aksjo-
matyczne, natomiast pozostate liScie s atomowe zatem kazdy z nich poddaje
sie transformacji w regute. Poniewaz wszystkie reguty sa odwracalne wigc ¢
jest rownowazne koniunkcji wszystkich nieaksjomatycznych lisci tego drzewa
(a wlasciwie klauzul z niego utworzonych — por. lemat 7.13). W ten sposob
dla kazdego uniwersalnego aksjomatu otrzymujemy skoiiczony zbiér regut,
ktore sa mu dedukcyjne rownowazne.
Warunek 4 zmienia dodatkowo postaé reguty na nastepujaca:

R* 1/&17801?"'780]9711:A?""?"/]n7()017"'780k71—‘:A
cpl,...,gok,f‘:> A

Zmiana ta wynika stad, ze Negri, von Plato uzywaja m-ARS i chcg zeby usta-
lona dla niego dopuszczalnosé kontrakeji zachodzita réwniez dla regutowego
wzmocnienia. W istocie, aby wynik ten zachodzit, niezbedne jest domkniecie
zbioru regut na nastepujacy warunek:

Jezeli zbiér regut zawiera schemat, ktérego podstawienie daje regute po-
staci:

R Y1, P1y ooy Py Piy ooy Py T = A oy Uy 01,4 oy 05, Py ooy 1, T = A
()017"'7()07;7()07:7'“7()0’{7F é A

to musi zawieraé tez regute postaci:

R W1y DLy eees Piy ooy Phs L = AL U 01,5 ey iy ey 0, L = A
@1)"'780i7"'7¢k71_‘ = A

Warunek ten jest tatwy do spelienia, gdyz ilos¢ regul, ktore trzeba do-
da¢ do systemu jest ograniczona. Przyktadowo, w teorii $cistego porzad-
ku mamy aksjomat Vzy(zx < y — -y < z), z ktorego przez eliminacje
V mozemy uzyska¢ r < r — —x < z, ktory implikuje - < . W uje-
ciu regulowym odpowiednikiem tego aksjomatu bedzie schemat reguly bez-
przestankowej = < y,y < x,I' = A, ktéry w wyniku podstawienia daje
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r<z,z<z,I = A, zatem powyzszy warunek wymaga, by do zbioru regul
doda¢ tez schemat z < z,I" = A.

Dla ARS-T, w ktorym powyzsze warunki sa spetnione, tzn. T sktada sie
jedynie z regul spetniajacych cztery warunki definicyjne i warunek domknie-
cia, zachodza twierdzenia o dopuszczalnosci ostabiania, kontrakeji i (Cut) jak
dla ARS. Ponadto dowody nie wykorzystujace (Cut) posiadaja nastepujaca
uogoblniona wiasnosé podformul wyrazona w ponizszym:

Lemat 9.13 JezelitT = A w ARS-T, to wszystkie formuty uzyte w dowo-
dzie sq podformutami T'U A lub atomami.

DowOD: Wlasnosé ta wynika stad, ze przy braku (Cut) jedynie reguty poza-
logiczne pozwalaja by formuta, ktora byta w przestankach nie wystepowala
we wniosku, a formuty te moga by¢ jedynie atomowe. M

Podana wtasnosé, cho¢ stabsza od zwyktej wlasnosci podformut, pozwala
jednak na uzyskanie szeregu ciekawych i waznych wynikéw na drodze struk-
turalnej analizy dowoddéw. Zaliczyé do nich mozna:

1. prosty dowdd niesprzecznodci wielu teorii;

2. syntaktyczne dowody niezaleznosci aksjomatéow;

3. dowody konserwatywnosci rozszerzer;

4. prosty dowod wersji twierdzenia Herbranda dla uniwersalnych teorii;

5. proste procedury poszukiwania dowodu.

Dla ilustracji oméwimy punkt pierwszy i czwarty, natomiast punkt trzeci
i piaty zilustrujemy w podrozdziale o identycznosci. Odnos$nie dowodéw nie-
zaleznosci ogdlna procedura sprowadza sie do tego, ze jezeli aksjomat, ktorego
niezaleznos$¢ chcemy dowie$é wyraza atomowy sekwent S, to po odtaczeniu
odpowiadajacej mu reguty z systemu mozemy latwo sprawdzié¢, ze nie jest
on dowiedlny. Piekng ilustracje takiej procedury zawiera Negri, von Plato
[101], gdzie podana jest regutowa formalizacja geometrii Euklidesowej wraz
z syntaktycznym dowodem niezaleznosci 5 aksjomatu.

Modyfikacja wtasnosci podformul powoduje, ze dowdd niesprzecznosci
(czyli niededukowalnosci =) nie moze by¢ przeniesiony na ARS z regutami
dla teorii uniwersalnych. Tym niemniej, ksztalt tych regut pozwala dowiesé
og6lny wynik o niesprzecznosci dla wielu systeméw, w ktorych nie wystepuja
reguly pewnego rodzaju, mianowicie:



9.8. TEORIE ELEMENTARNE 233

(i) @/ p1,eon, ' = A

(i) 1, =A .., o0, = A /T = A

Twierdzenie 9.6 (Niesprzecznosé) Jezeli ARS-T nie zawiera requt typu
(i) lub (i1), to jest niesprzeczny.

DowOD: Przez analize struktury mozliwego dowodu =-. Z poprzedniego le-
matu wynika, ze dowdd taki nie moze zawieraé zastosowania zadnej reguty
logicznej. Z faktu, ze reguly pozalogiczne dziataja tylko na poprzednikach
wynika, ze wszystkie sekwenty w takim dowodzie maja pusty nastepnik.
Zatem zaden lis¢ nie moze byé¢ aksjomatem logicznym, musi byé wiec po-
staci @1, ..., on =, czyli by¢ podstawieniem pozalogicznej zeroprzestanko-
wej reguly typu (i). Z kolei ostatni krok takiego dowodu musi mie¢ postac
#1 = n czyli jest podstawieniem reguly typu (ii). Zatem jezeli w
systemie nie wystepuje ani jedna reguta postaci (i) lub (ii), to dowdd = jest
niemozliwy. MW

Zauwazmy, ze reguly typu (i) odpowiadaja sekwentom atomowym po-
staci @1, ...,.on =, a typu (ii) sekwentom = 1, ..., . Zatem warunkiem
wystarczajacym, aby uniwersalna teoria byta niesprzeczna jest to, by w zbio-
rze klauzul wszystkich matryc w postaci KA dla kazdego aksjomatu nie byto
klauzul czysto pozytywnych i czysto negatywnych. Oczywiscie wystepowanie
takich klauzul nie oznacza, ze teoria jest sprzeczna, a jedynie, ze nie mozemy
udowodnié jej niesprzecznosci w podany wyzej sposob.

Negri, von Plato podaja tez prosty dowod dla pewnej wersji twierdzenia
Herbranda!®. Rozwazmy RS-T utworzony w opisany wyzej sposob dla pewnej
uniwersalnej teorii T. Niech ¢ bedzie dowolng IIs-konsekwencja takiej teorii,
tzn. formuls preneksows postaci Vay, ..., 27, Jy1, ..., yxtp. Zachodzi:

Twierdzenie 9.7 (Herbrand) Jezeli T F= ¢, to istnieje skoriczona se-
kwencja termow 7; 5, i <r,j <k, taka ze T b= 1], ..., gdzie

Yy =l /ar, v /an Y /T o YR/ TLRD

V= Ylr/ar, o x/an, yi /ey - Y/ Trkl

DowoOD: Dla uproszczenia przyjmijmy, ze | = k = 1, wtedy ostatnie wiersze
dowodu maja postacé:

10 Por. tez Kleene [84] i Buss [20], gdzie znalezé mozna bardziej ogélne wersje tego
twierdzenia dowiedzione za pomoca RS.
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= ’QZJ[ZL'/CL, y/Tl,l]a H?ﬂl)[l‘/a}
(=) = Jylz/a]
= Vadyy

(=3)

Konstrukcja dowodu moze dalej przebiegaé¢ badz przez zastosowanie regut
zdaniowych do ¢[z/a,y/T1 1, badz przez dalsze stosowanie (= 3). W pierw-
szym przypadku otrzymujemy I'; = Aj, Jyyr/a] (i ewentualnie 'y =
Ao, Jytp[z/al, jezeli reguta byla dwuprzestankowa), gdzie I';, A1 (ewentu-
alnie I'y, Ag) skltadaja si¢ z podformut ¢[z/a,y/m11]. W drugim przypadku
otrzymujemy = [z/a,y/1 1], ¢¥[x/a,y/T21], Jy[z/a]. Proces ten moze by¢
powtarzany wielokrotnie, ale poniewaz ¢ jest teza T, wiec w pewnym mo-
mencie otrzymujemy drzewo skonczone, ktore jest dowodem. Co wiecej, kaz-
dy sekwent wystepujacy jako wezel ma postac: I' = A o], ..., 9], Jy[z/al,
dla n < r, z I', A skladajacych sie z podformul instancji ¢, i < n. Do-
wolny lis¢, ktory jest aksjomatem pozostanie nim po skresleniu Jyip[z/al,
podobnie w przypadku zero-przestankowych regul teorii T. Jezeli do tak
zmodyfikowanych lisci zastosujemy ponownie wszystkie reguty logiczne i po-
zalogiczne, ktore byly wczesniej uzyte, oraz kontrakcje, to otrzymamy dowod
= 1], ..., ... Dla wigkszych wartosci k i | dowod przebiega tak samo. W

Powyzsza wersja twierdzenia Herbranda ma ograniczone zastosowanie z
racji zawezenia do tez teorii T, ktére posiadaja specjalng postaé. Naszym
celem w tym przypadku jest jedynie pokazanie, w jaki sposob uzycie RS
pozwala prosto otrzymywaé i przejrzyscie reprezentowaé¢ znane wyniki me-
talogiczne.

Na koniec kréotko scharakteryzujemy rozwiazanie zaproponowane przez
Braiinera [19]. Jego wynik sformulowany jest wprawdzie dla modalnych lo-
gik hybrydowych i to sformalizowanych w postaci systeméw DN, ale moz-
na tatwo przenie$¢ go na teorie elementarne (a konkretnie geometryczne)
sformalizowane jako RS. W obu przypadkach korzystamy z regut translacji,
ktorych tu nie bedziemy omawiaé; zainteresowanego czytelnika odsytamy do
Indrzejczak [74]. Przypomnijmy, Ze teorie geometryczne mozemy zaksjoma-
tyzowaé za pomoca formul o postaci:

Var, e p(@1 A e A@n — Y1, o yi(01 Vo Vb)),

gdzie k > 1,l,n,m > 0, kazde ¢; jest atomem, a kazde ; atomem lub
skonczong koniunkcja atoméw.

Kazdemu sekwentowi otrzymanemu w wyniku eliminacji V i zastosowaniu
=— odpowiada na mocy wyniku z podrozdzialu 4.4. (tutaj w wersji k-
jednolitej) reguta postaci:
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I'= A1 ... T= A g, v, I=A ... ¥, 'S A
I'= A
gdzie k > 1,1,n,m > 0, i kazde V¥, jest zbiorem instancji atoméw, ktore
tworzg, koniunkcje ; przy czym zaden parametr, ktéry zostal podstawiony
za y; nie wystepuje w I'; A ©1, ..., 0.

Bratiner udowodnit dla swoich systeméw DN twierdzenie o normalizacji,
ktoremu odpowiada twierdzenie o eliminacji (Cut) w przetozeniu na forma-
lizacje RS zbudowana przy uzyciu regul tego typu.

9.8.3 RS-KRKI

Przesledzimy powyzsze rozwiazania na przyktadzie teorii identycznosci. Dla
uproszczenia rozwazymy jezyk bez terméw ztozonych. Standardowo forma-
lizuje si¢ taka teorie identycznoéci dodajac do zestawu sekwentéw aksjoma-
tycznych dwa dodatkowe:

=T1=T71i7 =", 0[x/T1]| = ¢lx/T], 2z @ € AT

Jest to rozwiazanie typu 2, gdzie oba dodatkowe sekwenty sa bazowe
w sensie Gentzena. Jak wiemy, zastosowania (Cut) w takim systemie nie
moga by¢ eliminowalne ale moga byé zredukowane do takich, w ktorych co
najmniej jedna przestanka jest pozalogicznym aksjomatem. Dowdd symetrii
= moze postuzy¢ jako przykilad; a = b = b = a mozna w takim systemie
wydedukowaé jedynie przez (Cut) na =a=aia=b,a=a= b=a, gdzie
drugi sekwent jest podstawieniem drugiego aksjomatu z 7 (= a,72 (= b i
p:=x=a.

Lepszym rozwiazaniem jest formalizacja typu 4, ktéra w wersji Negri,
von Plato polega na przyjeciu pary regut postaci:

= B) r=7T=A (=) plz/m], 1 =7, p[/T0], T = A
=8 Tr=n— - 1 =T, p[x/7], T = A

gdzie ¢ jest formuly atomows.
Druga z regul stwarza mozliwo$é powtorzenia tej samej formuty w po-
przedniku, gdyz jej instancja jest np.

b=ba=b,a=0b1= A
a=ba=0"= A

Jednak nie musimy dodawaé specjalnej reguty, aby warunek domkniecia
byl speliony, gdyz powyzszy schemat po dokonaniu kontrakcji (oczywiscie
przed réwniez) stanowi instancje zastosowania (= FE). Faktycznie, Negri, von
Plato taka specjalng regute postaci:
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b=ba=5b1=A
(Rep) "= 25 = A

dodaja do swojego systemu gdyz jest ona niezbedna dla udowodnienia jego
konserwatywnosci. System z taka dodatkowa reguty jest redundantny, gdyz
mozna wykazaé, ze jej zastosowanie pozwala wyeliminowaé¢ z kazdego dowo-
du uzycie (= E). Natomiast dowod twierdzenia o konserwatywnosci opiera
sie wlasnie na eliminacji kazdego wystapienia (= E) z dowodu. W rezulta-
cie otrzymujemy adekwatny system dla KRKI z uzyciem (==) i (Rep) dla
ktorego zachodzi:

Lemat 9.14 (konserwatywno$é¢) Jezeli I' = A nie zawiera = i jest do-
wiedine w ARS-KRK+(==)+(Rep), to jest dowiedine w ARS-KRK.

DowoOD wynika z ksztaltu regul i wlasnosci podformut. Uzycie ktorejkol-
wiek pozostawia w dowodzie formute identycznosciowa, ktora jedynie (= E)
mogloby usunaé. M

Latwo zauwazy¢, ze dowody w tym systemie (i kazdym innym, ktory
zawiera tylko reguly tego ksztaltu) mozna sprowadzi¢ do pewnej postaci
normalnej. Dowod dowolnego sekwentu mozna rozbi¢ na dwie czesci: 1) li-
nearne dedukcje atomowych sekwentéw z wylacznym uzyciem regul poza-
logicznych 2) dowdd sekwentu koncowego zawierajacy jako liscie aksjomaty
lub sekwenty otrzymane w 1) i zbudowany wylacznie z zastosowaniem re-
gul logicznych. Dyktuje to pewna procedure poszukiwania dowodu dowolne-
go sekwentu. Najpierw stosujemy wytacznie regulty logiczne, a nastepnie do
kazdego uzyskanego sekwentu atomowego dodajemy atomy do poprzednika
za pomocy pozalogicznych regut az uzyskamy sekwent aksjomatyczny.

Stosujac formalizacje Braiinera musimy zastapi¢ (==-) przez nastepujaca
regule:

(=) I'= A plx/m] I'=Amn=n olz/m], T = A
- I'=A

Adekwatnosé i dopuszczalnosé (Cut) dla takiej formalizacji KRKI wyni-
kaja z ogbélnego rezultatu Braiinera.



Rozdziat 10

Niestandardowe typy RS

W rozdziale 2 wyréznilismy trzy zasadnicze typy RS zwiazane ze standar-
dowym pojeciem sekwentu, a wydzielone ze wzgledu na proporcje ilosci se-
kwentéw aksjomatycznych do regul sekwentowych w systemie. Byty to:

1. RS w stylu Gentzena, oparty na uzyciu regut dla charakteryzacji sta-
tych logicznych;

2. RS w stylu Hertza, oparty na uzyciu sekwentéw dla charakteryzacji
statych logicznych;

3. typ mieszany, wykorzystujacy zaréwno sekwenty jak i reguly.

Dotad ograniczyliSmy sie do eksploatacji réznych wariantéw standardo-
wego RS Gentzena, ktory nalezy do typu pierwszego i dodatkowo spelnia
warunek progresywnosci dla regul logicznych (por. podrozdzial 4.5). Pomi-
nelismy takie systemy nalezace do typu pierwszego, w ktorych dopuszczamy
inne rodzaje regut niz reguty wprowadzania statych do argumentéw sekwen-
tu. Koncentracja wytacznie na tej odmianie pierwszego typu RS byla uza-
sadniona, gdyz odegral on najwieksza role w badaniach teoriodowodowych.
Pozostate propozycje nie doczekaly sie jak dotad omoéwienia w literaturze
przedmiotu choé, przynajmniej niektére z nich, wydaja sie zastugiwaé na
szersze rozpropagowanie.

W tym rozdziale uzupelnimy prezentacje systeméw RS o najciekawsze
propozycje nalezace do trzech wyréznionych typoéw. Zaczniemy od omoéwienia
innych rodzajow RS nalezacych do typu pierwszego, w tym system Gentzena
z [51], ktory takze nalezy do typu pierwszego, ale jest przyktadem sekwen-
towego systemu DN. Nastepnie krotko oméwimy kilka systemdéw RS naleza-
cych do pozostalych dwoch typow. Szczegdlng uwage poswiecimy omdwieniu

237
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rachunku Suszki, ktory reprezentuje typ drugi (10.2). Na koniec (10.4) omo-
wimy skrotowo relacje RS do innych rodzajow systemoéw dedukeyjnych.

10.1 Regulowe systemy RS

W obrebie typu pierwszego wystepuja systemy RS, w ktoérych rola sekwentow
aksjomatycznych jest zredukowana do minimum. Oproécz standardowego RS,
w ktéorym reguly dodatkowo spelniaja warunek progresywnosci, naleza do
niego m.in:

1. sekwentowy system DN Gentzena [51][;

2. systemy logikow rosyjskich (Ershow, Palyutin [39], Lawrow, Maksimo-
wa [96]);

3. system Andrewsa [5];

4. DN Suppesa [133] i Lemmona [90];

5. RS Hermesa [64] oraz Ebbinghausa, Fluma i Thomasa [38|;
6. system Leblanca [88, 89];

7. system Dosena [30].

Omowimy je w kolejnosci podyktowanej stopniem podobieristwa do systemu
sekwentowego DN Gentzena z [51].

10.1.1 Sekwentowy DN Gentzena i jego warianty

W [51] Gentzen uzyl w dowodzie niesprzecznosci arytmetyki Peano takiej
formalizacji KRK, ktora stanowi rodzaj kompromisu miedzy LK a jego sys-
temem dedukcji naturalnej NK. Jest to c-system z sekwentami intuicjoni-
stycznymi, w ktérym mamy reguty wprowadzania stalych do nastepnika, ale
zamiast regul wprowadzania stalych do poprzednika mamy reguly elimina-
cji tychze w nastepniku. System jest zatem oparty na interpretacji 4 (por.
podrozdziat 2.3), gdzie poprzednik reprezentuje ciag aktywnych zalozen, a
nastepnik formute od nich dedukcyjnie zalezng. Aktualna dedukcja odbywa
si¢ zasadniczo na nastepnikach, za wyjatkiem (= 3FE).

Faktycznie Gentzen implicite wprowadzit taki system juz w [50] w dowo-
dzie adekwatnosci NK. Gentzen wykazuje tam jego réwnowaznos¢ z aksjoma-
tyczna formalizacjg KRK przy pomocy LK. Jedna z cze$ci dowodu pokazuje
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jak dokonaé¢ transformacji kazdego dowodu NK w dowéd LK. W tym celu
kazda reguta inferencji NK zostaje przepisana z dodaniem listy wszystkich
aktywnych zalozen dla przestanek i wniosku. W efekcie otrzymujemy, niejako
przy okazji, system sekwentowy, ktory w [51] jest juz zdefiniowany eksplicite.

Jako sekwentow pierwotnych Gentzen uzywa jedynie ¢ = ¢ a ponad-
to reguly strukturalne (W), (P), (C) na poprzedniku. Reguly logiczne sa
nastepujace:

0 BT eon s

(= AE1) % (= AE2) Pl?:f@l/}
.= I o s Y1\ T
(=V) % (=V) FL;;%

(o= B) S o)

(= VE) %ﬁ% (= v)! F?jéﬁfﬁ”

(= 3) %5;{;] (= 3E)? F:>E!a:gor’Ag0:[;’c{ﬁa],A:>¢
Ograniczenia:

1. pod warunkiem, ze a nie jest wolne w I'.
2. pod warunkiem, ze a nie jest wolne w I', A i w 1.

Latwo zauwazy¢, ze (Cut) w sekwentowym systemie DN jest reguta wy-
prowadzalna dzieki zastosowaniu (=—) i (=— E).

Sekwentowy system Gentzena podporzadkowany jest sztywnej koncepcji
rachunku DN opartego o pary regul logicznych dzialajacych wylacznie na
nastepnikach sekwentéw. Jedyne operacje na poprzednikach maja charakter
strukturalny. Wyjatek wydaje sie stanowi¢ (= 3JE), jednak jest to po prostu
analogon reguly (= VE), naturalny przy rozumieniu 3 jako alternatywy w
skoniczonej dziedzinie.

Trzeba przyznaé, ze w perspektywie pozniejszego rozwoju, sekwentowy
DN Gentzena okazal sie bardzo popularnym rozwiazaniem na gruncie prak-
tycznych formalizacji logiki, rywalizujac skutecznie z ujeciem DN pochodza-
cym od Jaskowskiego. Po wojnie powstalo szereg systeméw dedukeyjnych,



240 ROZDZIAL 10. NIESTANDARDOWE TYPY RS

ktore wzorowane byly na omoéwionym wyzej sekwentowym DN Gentzena.
Niektore roznity sie minimalnie — zazwyczaj doborem regul, ale przy zacho-
waniu tzw. schematu int-elim, czyli pary regut dotaczanie-eliminacja. Poja-
wily sie tez jednak rozwigzania, przez ich autoréw zaliczane wprawdzie do
systemow DN, ale ktore w doborze regul wykazywaly znacznie wieksza ela-
stycznos¢ dopuszczajac réwniez reguty logiczne dziatajace na poprzednikach.
Popularnosé takich systeméw DN wiaze sie z dwiema wlasnosciami:

1. reguly logiczne na nastepnikach sekwentéw sa takie same jak w stan-
dardowych systemach DN na formutach (por. podrozdzialy 1.6 oraz
8.6.);

2. kazda formula ma (w poprzedniku) liste wszystkich aktywnych zatozen.

W szczegoblnosei, druga wlasnosé umozliwita zastapienie niewygodnego w
praktyce formatu T-dowodu (czyli dowodu w postaci drzewa) przez dowod
linearny nie wymuszajac wprowadzania dodatkowych technicznych srodkdw
do zaznaczania zaleznosci od zaltozen, jak to ma miejsce w systemach w stylu
Jaskowskiego (por. podrozdziatl 1.6). Co wiecej, bierny charakter poprzed-
nikow sekwentéw w regulach umozliwit rezygnacje z przepisywania formut
parametrycznych — mozliwo$¢ wykorzystana w pelni przez Suppesa [133].

10.1.2 Systemy DN logikéw rosyjskich

W Rosji sekwentowy DN Gentzena jest popularng formg podrecznikowe;j
prezentacji logiki klasycznej. Pojawia sie np. w Ershow, Palyutin [39], czy w
Lawrow, Maksimowa [96]. W tej drugiej propozycji w postaci niemal iden-
tycznej jak w DN Gentzena dla KRZ; w pierwszej z regutami dwuprzestan-
kowymi k-jednolitymi. Co do regut logicznych w obu systemach inaczej cha-
rakteryzowana jest —:
I'—p=
I'= ¢

I'=s¢p TI'=-p

("B =) =

(= -E)

W rozszerzeniu dla KRK Ershow, Palyutin [39] wykorzystuja jednak re-
guty ze standardowego RS Gentzena (czyli wprowadzajace formulty kwanty-
fikatorowe do poprzednikow); dowodza tez rozmaitych regut wtornych, ktore
wprowadzaja operacje logiczne w poprzednikach. W Lawrow, Maksimowa
[96] T jest scharakteryzowany jak w standardowym RS, a V jak w DN, tzn.
przez regulte dotaczania i eliminacji w nastepniku. W obu przypadkach za-
chowany jest Gentzenowski format dowodow jako drzew.
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10.1.3 DN Andrewsa

Jest to c-system na sekwentach intuicjonistycznych, ktory rézni sie jednak
istotnie doborem regut od innych propozycji. Wszystkie reguty wieloprze-
stankowe sg k-jednolite. W systemie tym dowod zdefiniowany jest jako ciag
sekwentow. Dobér regul jest nastepujacy:

1. W grupie regutl strukturalnych jedyny sekwent aksjomatyczny ma po-
sta¢ I' = ¢, gdzie ¢ € I'. Dodatkowo wystepuje jedna zbiorcza reguta struk-
turalna odpowiadajgca kontrakcji, permutacji i ostabianiu na poprzedniku
dowolnego sekwentu.

2. Spojniki sa scharakteryzowane tylko 3 regutami, ktére odpowiadaja
regutom konstrukeji dowodu w systemie DN na formutach. Sa to: (=—), (=
VE) (w wersji k-jednolitej) oraz dla —

I'—p= 1

(~E =) I'=o

Zamiast osobnych regul, ktore sa sekwentowymi odpowiednikami regut

inferencji ze standardowego DN, Andrews wprowadza zbiorczg regute:

gdzie ©1 A ... A p, — 9 jest tautologia KRZ!.

3. W charakterystyce kwantyfikatoréow reguly eliminacji sa takie jak u
Gentzena (z tym, ze (= 3JE) jest regula k-jednolita). Reguly dotaczania
maja postaé¢ uogdlniona;

I'= 4y Vvolz/aVx
=y VvVrpVy

['=¢Volz/r]Vx

(=vU) I'=yvVvdrpVy

(= 3U)

Oczywiscie (= VU) musi spelnia¢ warunek nowosci dla a oraz w obu
regutach dopuszcza sie, ze ¥ lub y nie wystepuje. Ponadto w zestawie regut
pierwotnych jest jedna reguta zbiorcza pokrywajaca efekt dziatania czterech
regul De Morgana dla kwantyfikatoréw i reguta zamiany nastepnika dowol-
nego sekwentu na jego alfabetyczny wariant.

Latwo zauwazy¢, ze system Andrewsa jest redundantny, ponadto — przy-
najmniej w czedci zdaniowej — schemat int-elim dla regut jest zarzucony.
Jako osobne reguty dla spdjnikéw wyrdznione sa tylko takie, ktérych nie da
sie ujaé jako sekwentow, gdyz w standardowym DN sa regutami konstrukcji
dowodu.

! Podobne rozwigzania stosuja tez niektorzy autorzy standardowych systeméw DN, np.
Quine [115].
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10.1.4 Systemy DN Suppesa i Lemmona

Jak wyzej wspomnieliSmy sekwentowy DN Gentzena otwiera duze mozliwo-
sci jezeli chodzi o jego uproszczenie i dostosowanie do praktyki dowodowe;.
Zostaly one w pelni wykorzystane przez Suppesa [133] w jego podreczniko-
wej wersji DN spopularyzowanej potem w wielu podrecznikach logiki, np. w
Lemmon [90], Forbes [45]. Uproszczenie sprowadza si¢ do dwoch krokow:

1. Zamiast T-dowodow (tj. drzew) mozna w takim systemie uzywaé dowo-
dow linearnych (takie rozwiazanie jest tez u Andrewsa), ale bez stosowania
dodatkowych technik zaznaczajacych zasieg aktywnych zaltozen, gdyz kaz-
da dedukowana formuta (nastepnik sekwentu) niesie ze soba cala potrzebna
informacje w poprzedniku. Takie rozwiazanie z praktycznego punktu widze-
nia ma przewage zaréowno nad standardowym DN w stylu Gentzena z [50]
(z dowodami drzewami), jak i nad DN w stylu Jaskowskiego (z dowodami
linearnymi). W pierwszym przypadku unikamy wielokrotnego przepisywania
partii dowodu w sytuacji, gdy to samo zalozenie stuzy do dedukcji wielu
formut. W drugim przypadku uzyskujemy wicksza elastycznosé¢ w konstruk-
¢ji dowodu, gdyz jako bezposrednio sasiadujace wiersze moga wystepowaé
formuly zalezne od réznych zatozeri, co w DN Jaskowskiego jest niemozliwe
(por. podrozdziat 1.6.).

2. Bierny charakter poprzednikéw umozliwia unikniecie przepisywania
formut; zamiast tego mozna skorzystaé¢ z numerdéw wierszy, w ktorych zo-
stalo wprowadzone odpowiednie zatozenie. Pomyst ten pojawit sie po raz
pierwszy u Feysa i Ladriere’a [40] w ich tlumaczeniu Gentzena [50] na fran-
cuski. Rozwigzanie takie powoduje, ze otrzymujemy pozornie system DN
zdefiniowany na formutach.

Oczywiscie, aby w ten sposob “przerobi¢” system Gentzena nalezy w ze-
stawie regul wyeliminowaé takie, w ktoérych na elementach poprzednika do-
konuje sie logicznych operacji, w szczegdlnosci (= IE). U Suppesa wystepuje
regula postaci:

I'=3ep [ T= ple/ay,, .l

gdzie mamy do czynienia z bezposrednia eliminacjg 3, ale w rezultacie do-
konujemy skolemizacji, gdyz a jest nowym parametrem indeksowanym przez
zmienne wolne w . Dodatkowo taka reguta wymusza znaczace komplikacje
w sformutowaniu poprawnej reguly wprowadzania V. Totez lepszym rozwia-
zaniem jest reguta Lemmona postaci:
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gdzie a jest parametrem nowym dla I', A ¢, ).
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10.1.5 Systemy Hermesa i Ebbinhgausa, Fluma, Thomasa

Hermes [64] zaprezentowatl system dla KRKI, ktory przez niego samego okre-
slany jest jako system DN, ale ktory odbiega pod wieloma wzgledami od se-
kwentowego DN Gentzena czy jego transformacji w systemie Suppesa. Przede
wszystkim dlatego, ze swobodnie wykorzystuje reguty dolaczania i elimina-
cji zrowno w nastepniku jak i w poprzedniku. Oczywiscie uniemozliwia to
zastosowanie rozwigzania Suppesa z numerami zastepujacymi formulty w po-
przednikach, ale pozwala na duza elastycznos¢ w konstruowaniu dowodéw.
Rachunek jest réwniez c-systemem zdefiniowanym na sekwentach intuicjoni-
stycznych. Jako sekwentéw pierwotnych Hermes uzywa jedynie: ¢ = ¢ oraz

= 7 = 7. Reguly logiczne sa nastepujace:

(~F =) F,<p:>F1bA:A>,JP:>¢ (= —E) F:>F({,)A:A>
(= AE) FF: pAY (= AE2) Tl?:gfy/f
S = V=) SRR
(V) e (V) 1550

=) SERRSRERTY ) B

(= VE) % (=) ri?vfw
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I'= 4 2 F7 Y= 1/}
(=3 I'= dze 3=) I'dzp = 9
(==) [= ¢ (Subst)? L=¢

Ty =1= plz/7] "= ¢/

Ograniczenia:
1. pod warunkiem, ze x nie jest wolne w I'.
2. pod warunkiem, ze x nie jest wolne w I' i w ).
3. gdzie I, ¢’ s uzyskane przez podstawienie z I, .

Dow6d w systemie Hermesa jest definiowany liniowo, ale nizej uzyjemy jed-
nak reprezentacji drzewnej przy prezentacji przyktadow.

Co do regut to odnotujmy co nastepuje: V i 3 jest scharakteryzowane jak
w standardowym RS Gentzena, a A iV jak w sekwentowym DN, z tym, ze
przy regutach kwantyfikatorowych nie stosuje sie podstawiania, ktére wyste-
puje jako osobna reguta pierwotna. — jest scharakteryzowane prawie jak w
RS Gentzena, ale (—=>) nie jest regula separowalna (por. podrozdzial 4.5),
gdyz zawiera w jednej z przestanek —. Sama — jest scharakteryzowana w
zupelnie niestandardowy sposob; (—F =) to wariant dowodu rozgalezionego
(przez przypadki), a (= —F) to wariant reguty Dunsa Szkota.

Bardzo nietypowa cechg systemu Hermesa jest brak regut strukturalnych,
mimo iz jest to c-system. Reguly te sa jednak wyprowadzalne. Wyprowa-
dzalnosé¢ (P) wynika ze sposobu, w jaki Hermes definiuje podstawialnosé i z
reguly (Subst). Wyprowadzalnos¢ (W) demonstruje ponizszy schemat:

I'=p =
L= oAy
Ly =

=N
(= AE)

Mimo, ze MP nie wystepuje jako pierwotna reguta, to w systemie Herme-
sa (Cut) jest rowniez reguta wyprowadzalna, co pokazuje ponizszy schemat:

I'=op - = P
A>90:>¢ Fa_‘SD:>7/J
A=y

(= -E)

(—E =)

Jak widaé¢ obie reguly dla — sg bardzo silne dedukcyjnie i w zasadzie obejmu-
ja mechanizm ciecia; umozliwiaja tez dowdéd MP jako reguty wtornej. Hermes
chcac zwiekszy¢ tatwo$é dowodzenia w swoim systemie wykazuje wyprowa-
dzalnosé jeszcze wielu innych regut w tym réwniez takich, ktére dokonuja
operacji logicznych na poprzednikach, np. dla A wprowadza:
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Lo = X Lond = x
A=) YT X AE =) 2P =X
(h=) rohv =X ( ) Tlo 0= x
Bardzo podobny system dla KRKI w jezyku z —,V, 3 i dowodami linio-
wymi zawiera [38]. Roznice sa nastepujace:

1. Wszystkie reguty dwuprzestankowe sa k-jednolite.

2. Wymusza to dodanie reguty (W) jako pierwotnej, gdyz nie jest ona dtu-
zej wyprowadzalna (por. podany wyzej dowod Hermesa, gdzie korzystamy z
reguly k-niezaleznej dla A), a jest niezbedna dla ujednolicania poprzednikow
w sekwentach, do ktérych chcemy zastosowaé reguly dwuprzestankowe. W
systemie Ebbinhausa, Fluma i Thomasa jest jedna reguta strukturalna, ktéra
umozliwia na poprzedniku zaréwno kontrakcje jak i permutacje i ostabianie.
Dodatkowo sekwent aksjomatyczny wystepuje w postaci I' = ¢, gdzie ¢ € T’

3. Dla negacji mamy zblizona pare¢ regul, ktora podajemy nizej. (—E =)
(zwane reguta dowodu przez przypadki) jest takie samo jak u Hermesa (cho¢
w wersji k-jednolitej) natomiast (= —FE) (zwana regula sprzecznosci) ma
nieco inng postac:

(~E =) F,(p:>1%:>1;,/)—|g0:>1/1 (= —E) F,ﬂw:>gle:>F1Lﬂ¢:>ﬂ¢

Regutla (= —F) Hermesa (w wersji k-jednolitej) jest wyprowadzalna jako
druga reguta sprzecznosci, podobnie reguta (Cut) zwana reguta taricuchows.
W dowodzie schematu pierwszej wystarczy do obu przestanek zastosowaé
ostabianie wprowadzajace —1), a potem zastosowaé pierwotna (= —F); do-
wod wyprowadzalnosci (Cut) jak u Hermesa.

4. Pozostale reguly (dla vV,3 i = ) jak u Hermesa z ta roznica, ze brak
jest osobnej reguty podstawiania. Za to efekt podstawiania wtopiony jest w
same reguly — tak jak u Gentzena.

10.1.6 System Leblanca

Leblanc w pracach [88, 89| zaprezentowal pewien wariant LK na int-sekwentach,
ktory ma charakter sekwentowego DN, ale z uogélnionymi regutami elimina-
¢ji. Roznice w stosunku do sekwentowego DN Gentzena sa nastepujace:

1. Wszystkie regulty wieloprzestankowe sa k-jednolite.

2. W regutach (= V) i (= JE) nie ma podstawiania parametru (nowego)
a za x, ale x musi spelnia¢ warunek nie wystepowania jako wolna zmienna
w I (i¢Y w (= 3JE)). Obie reguly majg wiec nastepujacy ksztaltt:
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= o I'=sdzp T o=
=Y 1=Vep (= 3E) =

3. Reguly dla — i V s takie same jak u Gentzena (pomijajac to, ze
(= —) i (= VE) sa k-jedolite), natomiast w pozostalych przypadkach mamy
nastepujace reguly eliminacji:

(= vE) L= Y29 Fii[:ﬂ/y] = ¢ (= AE) F:skoFéFiso,wix
(oo p) izt Tsleox)—e

I'=

Specyficzna forma regut eliminacji dla —, A 1 V jest oparta na schemacie
regut eliminacji dla V i 3. Wprowadzenie takich regut pozwala Leblancowi
udowodni¢ interesujaca wlasnosé, ktora jest ostabieniem wtasnosci podfor-
mul. Dla kazdego dowiedlnego w KRZ sekwentu S mozna zbudowaé¢ dowod,
w ktorym kazda stata wystepujaca w dowolnym sekwencie tego dowodu wy-
stepuje rowniez w .S. Wynik ten nie zachodzi dla KRK. Zauwazmy, ze mimo
iz w systemie Leblanca fukcje reguty eliminacji dla — pelni reguta eliminacji
podwdjnej negacji, to nie wystarcza to by w takim zestawie regul otrzymac
charakterystyke klasycznej implikacji za pomoca MP (tak jak w systemie
Gentzena). W systemie Leblanca zastapienie podanej wyzej reguty (=— F)
przez MP daje implikacje intuicjonistyczna. Oczywiscie, aby otrzymaé gene-
ralnie system dla INT trzeba tez ostabié¢ regute eliminacji dla —, czyli zamiast
regulty Gentzena (tj. eliminacji podwodjnej negacji) uzy¢:

I's ¢ I's—p
I'=

(= ~E)

Interesujace zastosowanie dla tego typu regul eliminacji, ale na gruncie
standardowego systemu DN znalazta Negri i von Plato [101]. Zauwazmy, ze w
tym kontekscie kazda reguta eliminacji staje sie reguta konstrukcji dowodu,
gdyz nie rozbijamy zlozonej formuty bezposrednio, ale za pomoca poddowo-
du, w ktérym dedukujemy konsekwencje jej sktadnikow aby przeniesé je do
dowodu nadrzednego. Jak pokazal von Plato takie rozwigzanie pozwala na
uzyskanie prostszego dowodu twierdzenia o normalizacji dowodéw w DN.

10.1.7 Strukturalny system DoSena

Dosen [30] zaproponowal tzw. strukturalna wersje LK w jezyku bez negacji,
ale z L, w ktorej pierwotny (i nieeliminowalny) jest zestaw regul struktu-
ralnych natomiast kazda stala logiczna jest scharakteryzowana za pomoca
jednej, ale obustronnej reguty:
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o, '= Ay I's A I'ss Ay
=) R NI

W kazdym przypadku mamy oprécz reguly wprowadzania réwniez regu-
ly eliminacji danej stalej (czytajac schemat od dotu). Latwo tez wykazacd,
wykorzystujac lemat 4.13, ze brakujace reguly wprowadzania statych z RS
Gentzena sg regutami wyprowadzalnymi w systemie DoSena (przy uzyciu
(Cut)). Czytelnik z pewnoscia zauwazy, ze reguly te odpowiadaja podanym
za pomocg réwnowaznosci w podrozdziale 2.4 charakterystykom spojnikdw
na gruncie relacji konsekwencji Scotta. Mozna oczywiscie uzy¢ dla kazdego ze
spojnikow regut modelowanych na drugiej z podanych tam réwnowaznosci.
Gdyby patrzeé na tego typu system jako narzedzie konstruowania dowodu, to
oczywiscie przyjecie samych regut jednoprzestankowych (w jedna strone) mo-
ze wydawaé sie rozwiazaniem korzystniejszym. Dla Dosena taki motyw byt
nieistotny, gdyz zaproponowany przez niego system mial stuzy¢ osiagnieciu
pewnych celéw teoretycznych, ktore krotko scharakteryzujemy.

System Dosena shuzy ilustracji jego przekonan odnosnie kryteriow lo-
gicznosci, a dokladniej proby ustalenia co to jest stala logiczna. Punktem
wyjécia analizy statych logicznych jest dla Dosena przekonanie, ze logika jest
nauka o formalnych dowodach. W jego ujeciu dowdd formalny to inaczej
dowdd strukturalny, czyli taki dowoéd w RS, w ktorym zastosowano jedynie
reguty strukturalne?. Wyrazenie jest wg. Dosena logiczne wtw poddaje sie
analizie czysto strukturalnej. Obustronne reguly logiczne w jego systemie
sg w tym sensie wyrazem takiej analizy, ze po jednej stronie kreski mamy
sekwenty czysto strukturalne tj. nie zawierajace wystapienia zadnej stalej
logicznej. Zdaniem DoSena aby jakies wyrazenie mozna bylto uznaé za stata
logiczna konieczne jest znalezienie obustronnych regut tego typu, ktore po
dotaczeniu do zestawu regut strukturalnych pozwalaja uzyskaé¢ pelna cha-
rakterystyke danej statej. Warto zauwazy¢, ze tego kryterium logicznodci nie
spelnia wiele wyrazen, np. funktoréw modalnych, ktére powszechnie sg trak-
towane jako state logiczne. Jednak przy przej$ciu do uogélnionych postaci
RS mozna znalezé bardziej zadowalajace zestawy regul (por. np. Wansing
[148] czy Poggiolesi [108].)

Warto wspomnieé, ze podobna idea wystapita znacznie wcze$niej w serii
prac Poppera (np. w [110, 111]), gdzie byta jednak stabo wyartykulowana

2 Jest to w pewnym sensie rozwiniecie programu Hertza, o ktérym wiecej powiemy w
nastepnym podrozdziale.
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i zwigzana z wadliwa proba zbudowania teoriodowodowej semantyki. Pro-
jekt Poppera zostal poddany krytyce przez wielu logikéw, m.in. Kleene’ego
i Curry’ego, ze wzgledu na jego niesp6jnosé. Tym niemniej, jak przekonu-
jaco pokazal Schroeder-Heister [122]|, prace Poppera zawieraly interesujaca
propozycje okreslenia kryteriow bycia stalg logiczng. Popper probowat scha-
rakteryzowaé state za pomoca tzw. inferencyjnych definicji, z ktérych mozna
wyprowadzi¢ obustronne reguty charakterystyczne dla statych o postaci:

X=p— PN =X
p =X YP=x ) e =X
(v) eV =x ()ﬁx,wéw

10.2 Typ strukturalny RS Hertza

Systemy pierwszego typu, na ktérych koncentrowalismy sie dotad, reprezen-
tuja skrajny typ RS, w ktérym mamy tylko jeden wzglednie dwa schematy
aksjomatyczne natomiast state logiczne charakteryzowane sg z pomoca re-
gul sekwentowych. Przeciwny biegun reprezentuje typ RS, ktory okreslilismy
mianem typu Hertza lub strukturalnego. W tym podejsciu reguty maja wy-
tacznie charakter strukturalny natomiast charakterystyka statych logicznych
jest zawarta w sekwentach pierwotnych. Z tego powodu typ ten mozna okre-
gli¢ jako czysto strukturalny RS3.

Zwiazek z Hertzem ma charakter historyczny. W [65] P. Hertz wprowa-
dzit m.in. pojecie sekwentu (typu intuicjonistycznego), reguty sekwentowej,
dowodu w postaci drzewa i zapoczatkowal program rozwiniety pozniej przez
Gentzena. Nalezy podkresli¢, ze Hertz nie przedstawil konkretnego systemu,
ktory dawalby formalizacje jakiejs logiki. Jego podejscie byto czysto abstrak-
cyjne; przedstawit raczej schemat systemu, w ktérym jedyne reguty inferencji
maja charakter czysto strukturalny. Poza regutami kontrakcji, permutacji i
ostabiania w poprzedniku Hertz uzywal nastepujacej reguty sylogizmu, ktéra
jest rodzajem réwnoczesnego ciecia:

=0 . = 0n  0Lenpn, A=
Iy, ..., A=

Gentzen w swojej wezesnej pracy [49] wniost pewien wktad do rozbudo-
wy teorii Hertza. W szczegdlnodci przedstawil czysto strukturalne kryteria,
ktore musi spetniaé¢ dowolny RS tego typu, aby jego zestaw sekwentéw aksjo-

3 Nalezy odroznié to rozumienie od sensu strukturalnosci, ktory wystapil w poprzednim
podrozdziale w odniesieniu do systemu DoSena.
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matycznych byt niezalezny. Gentzen zastapil w [49] regute sylogizmu Hertza
przez (Cut), ktory jest szczegdlnym przypadkiem tej reguty dla n = 1.

Podejscie Hertza jako sposob charakteryzacji logiki nie znalazto zastoso-
wania poza jednym znaczacym przypadkiem, ktéry obecnie oméwimy. Przy-
jelo sie natomiast jako sposob formalizowania teorii na bazie danego (regu-
towego) systemu RS dla ustalonej logiki (sposoby 1 i 2 oméwione w podroz-
dziale 9.8).

10.2.1 System Suszki

Wydaje sie, ze jedyny konsekwentny system typu Hertza dla konkretnych
logik rozwinat Roman Suszko. W latach 40-tych zaproponowal w swoim dok-
toracie [136] (por. tez [135]) interesujaca alternatywe dla systemu Gentzena,
ale rowniez Herbranda i Jaskowskiego. Chociaz Suszko nie wspomina Hert-
za, to jego system stanowi przykiad konkretnej realizacji programu Hertza,
opartego na dodatkowych zalozeniach zaczerpnietych od Ajdukiewicza. Pro-
blem, ktéry sobie postawil, okreslit jako problem logiki bez aksjomatows.
Mozna go wyrazi¢ nastepujaco: czy jest mozliwe zbudowanie rachunku dla
logiki klasycznej bez aksjomatéw, a opartego wyltacznie na wlasciwych regu-
tach inferencji? Tezy logiki maja by¢ z pomoca tych regut wydedukowanie
z dowolnych formut. Jest to formalny sposéb wyrazenia idei, ze analityczne
zdania (= logiczne tezy) sa implikowane przez dowolne zdanie.

Zdaniem Suszki wszystkie nieaksjomatyczne systemy zaproponowane wcze-
$niej byly wadliwe w tym sensie, ze zawieraly pewne reguty niewtasciwe. Ale
co to sa reguly wlasciwe? W ujeciu Suszki sa to reguly, w ktorych zaré6wno
schematy przestanek, jak i wniosku sg formutami kontyngentnymi. Latwo za-
uwazy¢, ze np. reguty konstrukcji dowodu oparte na twierdzeniu o dedukcji
nie sa wlasciwe w sensie Suszki, gdyz konkluzja ich zastosowania jest teza
implikacyjna. To samo odnosi sie do innych regul tego typu, jak dowod nie
wprost czy dowdd przez przypadki. Suszko opieral sie w swoim pogladzie
na pomysle Ajdukiewicza [3] i traktowal takie reguly jak przykltady aksjo-
matycznych postulatow. Wydaje sie jednak, ze obiekcje Suszki wobec takich
regul sa przesadzone, gdyz ich schematy nie zawieraja schematow konkret-
nych tez w konkluzji, co wiecej, nie wszystkie zastosowania tych regul w
dowodach prowadza do dedukcji tez (np. wtedy, gdy nie wszystkie zalozenia
sa zamkniete). Bez wzgledu na stusznosé przyjetych zatozen Suszko odrzucit
tego typu reguly, w rezultacie budujac specyficzny rodzaj RS.

Suszko nazwal swoj system LS i przedstawit go w dwoch wersjach:
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S1 — formalizacja KRZ w jezyku implikacyjno-negacyjnym

S2 —system LS dla logiki pierwszego rzedu z identycznoscia i deskrypcjami
okreglonymi*

Obiekty rozwazane przez Suszke jako formalne reprezentacje regut okre-
slal jako logistyczne sekwensy i prezentowal za pomoca nastepujacych sche-
matow:

1
— )
©n

Nieformalnie, — wyraza relacje dedukowalnosci generowana przez system
aksjomatyczny. Dalej bedziemy je prezentowadé jako sekwenty intuicjonistycz-
ne.

W [135] Suszko zaprezentowal jedynie adekwatna formalizacje KRZ w
jezyku implikacyjno-negacyjnym, sktadajaca sie z nastepujacych siedem se-
kwentow:

1.1.1. o = Py

112, (p—¢)—x = h—x

113, o= @W—=x) = (p—=v)—=(p—x)

1.1.4. o= = (x—e) = (=7 —Kx—1v)
1.1.5. o, 0= = P

1.1.6. (p—Y)—=x = —p—o¥x

1.1.7. o=, ~p—Y = @

W [136] pojawia sie reszta regul. Dla innych zdaniowych statych mamy
nastepujace sekwenty:

1.2.1. p—=% = PAx—Y

1.2.2. =Y = XANp—=1

123. o= W —=x)h7— W =08 = p—(y— @ —xAJ))
1.3.1. (e—=v)—=x = (peot)—x

1.3.2. (=) —=x = @) —Xx

133. o= @W—=x)7—>Kx—=v) = o—=(O— <)
1.4.1. p—=Y = @e—=YPVy

1.4.2. p—=Y = p—=xVY

143. o= W —=x),7—=00—=%) = e—=(—=@Vi—=X)

4 Prezentacje regut dla deskrypcji, ktore stanowia, formalizacje teorii Hiberta i Bernay-
sa, pomijamy. Pelne omoéwienie systemu mozna znalezé w Indrzejczak [73].
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Alternatywnie, zamiast sekwentow 1.2.1. — 1.4.3., Suszko rozwaza zbior
o$miu sekwentow, ktore takze wystarczaja do wyrazenia znaczenia A, V, <:

1.2.1. <p—>(1/)—>x) = pAY— X
1.2.92/. OANY —x = (p—>(zp—>x)
131, o=@ —=x)hp—=KxX—v) = ¢— (<X
1.3.2". p—=Wex) = o= (=X
1.3.3". p—=Wex) = p—=Kx—)
1.4.1. p—=YP,x—Y = eVx—u
1.4.2/. gO\/l/}—>X = =X

1.4.3". OV >y = Yo

Dla kwantyfikatoréw mamy nastepujace reguly:

2.1. plr/a] = Vxp

22.1. Va(p—1v) = ¢ — Vay
222, V(Y — ) = dxp—p
2.3.1. o=V = ¢ —Y[z/T]
232, Jzp—yY = /1| —=

Oczywiscie w schematach 2.2.1. 1 2.2.2. w ¢ nie ma wystapienia x. Sche-
mat 2.1. jasno pokazuje, ze = u Suszki odpowiada relacji -, a nie 5 jak =
w RS Gentzena.

Dla identyczno$ci mamy dwa sekwenty:

31. ¢ = Jz(z=a)
32. ¢ = T1=m10— @[11//T)

gdzie 7; reprezentuje dowolny term, a ¢ w 3.1. jest dowolna, formuta.

Aby wydedukowa¢ inne sekwenty z sekwentow pierwotnych Suszko uzywa
roznych form (doktadnie szesciu) regulty podstawiania z rachunku aksjoma-
tycznego ale stosowanych do catych sekwentéw oraz cztery reguty struktu-
ralne znane z RS Gentzena, czyli regulty ostabiania, permutacji i kontrakcji
(w poprzedniku) oraz (Cut). Reguly te sa explicite podane w [136]; w [135]
sa jedynie implicite stosowane.

Suszko nie zwracal uwagi na forme reprezentacji dowodéw w swoim sys-
temie. W [135] podaje jedynie nieformalne (cho¢ doktadne) opisy dowodow
trzech aksjomatow systemu Lukasiewicza dla KRZ. W [136] podanych jest
ponad 100 dowiedlnych sekwentéw ze wskazéwkami dotyczacymi ich uzasad-
nienia, ale bez formalnych dowodéw. Choé¢ Suszko nie definiuje formalnie
pojecia dowodu, to mozna to zrobi¢ na co najmniej dwa sposoby:
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e traktujac LS jako rachunek sekwentéow w stylu Gentzena, gdzie kazda
reguta inferencji jest sekwentem aksjomatycznym (elementami dowodu
sa sekwenty);

e traktujac LS jako forme dedukcji naturalnej, w ktorej reguly inferencji
podane przez Suszke pozwalaja na wyprowadzanie nowych formul w
dowodzie (elementami dowodu sg formuty).

Pierwsze rozwiagzanie wydaje sie bardzo naturalne; traktujemy jego sys-
tem jako rodzaj RS i definiujemy dowody jako drzewa binarne z lis¢mi etykie-
towanymi przez sekwenty pierwotne. Oczywiscie kazdy dowiedziony sekwent
moze byé tez uzyty jako sekwent startowy w dalszych dowodach.

Przyktad 10.2:

113.p—(g—=r)=pP—qg —pP—r) =@ —pP—r)=qg—(p—r) 112

p—(@—=r)=q—p—r) cut

Ten prosty dowod daje uzasadnienie dla schematu reguty komutacji:

=W —=x)=¢—(p—x

W dalszym ciagu bedziemy jednak przezentowaé¢ dowody w formacie li-
nearnym, gdyz — w przeciwienistwie do dowodéw w RS Gentzena — drzewa
w systemie Suszki zawieraja zawyczaj dosé dlugie sekwenty juz jako liscie i
trudno je zmiesci¢ na stronie.

Interesujaca cecha tego systemu jest to, ze jedynie sekwenty z niepustym
poprzednikiem moga byé¢ wydedukowane z sekwentéw pierwotnych za pomo-
ca regut strukturalnych. Takie sekwenty naturalnie reprezentuja reguty infe-
rencji, ale w jaki sposob wydedukowaé tezy? Przeciez system Suszki nie jest
formalizacja jakiej$ czysto inferencyjnej logiki, w rodzaju logiki Kleene’'go
K3. Tezy logiki klasycznej sa tu dedukowalne w postaci tzw. sekwentow ab-
solutnych o postaci ¢ = 1, gdzie ¢ jest formuly atomowsa nie wystepujaca
jako podformuta 1. Oto przyktad dowodu tezy:
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L. p=p=>@p@—p—((p—q9—p@P—0q) 114

2. p—=pp—p—-Ww—9—-P—q) 115
=pP—-9—-P—9

3. p—=pp—p=>pP—q —(@—q) 1,2, (Cut)

4. p—p={@—q¢ —(®—2q 3, kontrakcja

5. p=p—p 1.1.1

6. p=@P—q9—P—q 4,5, (Cut)

7. =9 —>pP—oq9=p—((p—q —q) komutacja

8. p=p—(p—q) —q 6,7, (Cut)

9. pp—=(p—q9 —q=pP—q9 —q 1.1.5.

10. pp=(—q) —q 8,9, (Cut)

U p=pEP—9q —q 10, kontrakcja

12. (p—q)—q=q—q 1.1.2.

13. p=q¢—q 11,12, (Cut)

Zauwazmy, ze dowod ¢ = ¢ jest latwy w systemie Suszki (jedno zasto-
sowanie (Cut) na 1.1.1. i 1.1.5.), ale nie mozemy zastosowaé¢ twierdzenia o
dedukcji, aby otrzymaé absolutny sekwent z wiersza 13 powyzej.

W praktyce, jezeli potraktujemy LS jako rodzaj rachunku sekwentowego
to napotkamy szereg trudnosci przy zapisie dowodow. Czesciowo mozna je
obejéé, gdy zastosujemy linearny zapis dowodu, ale ciggle dowody sa zazwy-
czaj dtugie i operuja dtugimi sekwentami. Wieksze uproszczenie uzyskamy
gdy zdefiniujemy dowdéd w LS nie jako ciag sekwentow, ale ciag formut, w
ktorym pierwsze wiersze zawieraja elementy poprzednika dowodzonego se-
kwentu a ostatni wiersz zawiera nastepnik. W tym ujeciu sekwenty pierwotne
nie sg jednostkami dowodu ale raczej opisami pierwotnych regut inferencji
na formutach. Dowéd p = ¢ — g mozna wtedy przepisa¢ w bardziej zwartej
i czytelnej formie:

L. p poprzednik
2. p—p 1,1.1.1.

3. (p—p)—(p—q¢ —(—q) 2,114

4. (p—q)—(—q 2,3,1.1.5.

5. p—=(p—q) —q) 4, komutacja
6. (p—q) —q 1,5,1.1.5.

7. ¢g—q 6,1.1.2.

W kolumnie uzasadnienia odwotujemy si¢ jedynie do numeru pierwot-
nego sekwentu lub nazwy dowiedlnego i wierszy, w ktérych wystapity ich
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poprzedniki. Zastosowania (Cut), kontrakeji itp. wystepuja implicite. Taka
forma reprezentacji dowodu czyni LS bardziej praktycznym (krotsze dowody
zrobione z krotszych formut), a otrzymany system wydaje si¢ blizszy de-
dukcji naturalnej. Zachodzi jednak istotna réznica miedzy LS a systemami
DN. W LS nie ma poddowodoéw, ani regut zamykania dodatkowych zatozer.
Taki wariant LS jest za to podobny do systemu linearnego wnioskowania
wystepujacego u Herbranda.

Podsumowujac: LS potraktowane jako RS typu Hertza ujawnia podsta-
wowg praktyczna wade takich systeméw — dowody w postaci drzew sa nad-
miernie rozwlekte choé¢ strukturalnie proste. Dla odmiany LS potraktowane
jako forma dedukcji naturalnej zdradza nastepujace podobienistwa do stan-
dardowego DN:

e sekwenty jako reprezentacje schematow regul inferencji;

e dowod sekwentu jako ciag formut wiodacy od jego poprzednikow do
nastepnika.

Jednak w gruncie rzeczy jest to system innego rodzaju, gdyz:

e brak w nim poddowodéw;

e brak regul zamykania dodatkowych zatozen.

Suszko przedstawit syntaktyczny dowod adekwatnosci swego systemu. Je-
zeli chodzi o S1, to w jedng strone wystarczy odnotowaé, ze reguty inferencji
wyrazone przez sekwenty 1.1.1.-1.1.7. sa dowiedlne w systemie aksjomatycz-
nym tukasiewicza dla KRZ w jezyku implikacyjno-negacyjnym. W druga
strone, Suszko zaprezentowal detaliczny opis jak dowies¢ w swoim systemie
nastepujace trzy absolutne sekwenty:

Ls = (p—=9—¢g—r)—=(p—r))

2.5 = p—(wn—aq)

3.5 = (p—p —p
ktoére sa odpowiednikami 3 aksjomatow Lukasiewicza; reguta Modus Ponens
jest juz obecna jako sekwent 1.1.5. W [136] adekwatnos$é catego systemu LS
jest dowiedziona przez demonstracje rownowaznosci z aksjomatycznym syste-
mem LF, ktory jest formalizacja Hilberta i Ackermanna dla logiki pierwszego
rzedu z deskrypcjami okreslonymi. Suszko dowodzi:

Twierdzenie 10.1 Frr ¢ wtw Frs ¥ = ¢, dla dowolnego absolutnego se-
kwentu 1 = .



10.2. TYP STRUKTURALNY RS HERTZA 255

Dowod tego twierdzenia pomijamy. Pod koniec [136] Suszko poczynit tez
uwagi odnosnie formalizacji pewnych zdaniowych logik nieklasycznych.

1. System sktadajacy sie jedynie z sekwentéw 1.1.1. — 1.1.5. daje formalizacje
PRZ (Pozytywnego Rachunku Zdan).

2. Dodanie:

(P=P)—¢ = ¢
do LS-PRZ daje implikacyjny KRZ.

3. Zastapienie 1.1.7. w zdaniowej czesci (1.1.1.-1.4.3.) przez dowolne z po-
nizszych:

= = (p— W) - W
o= = (p— ) —-p

daje formalizacje INT.

4. Na koniec, jezeli w LS-INT zastapimy takze 1.1.6. przez:
(p=W)—x = —p—x

to otrzymamy formalizacje MRZ (Minimalny Rachunek Zdari) Kolmogorova,
Johanssona.

Suszko nie byt catkiem zadowolony z LS poniewaz projekt totalnej eli-
minacji aksjomatow na rzecz wtasciwych regul inferencji nie zostat w pelni
zrealizowany. Sekwent 3.1. jest absolutnym sekwentem wyrazajacym kryp-
toaksjomatyczna regute. Totez choé¢ dla LS zachodzi twierdzenie, ze jezeli
zdanie jest dedukowalne z dowolnego zdania, to jest analityczne (tzn. jest te-
za), to konwers nie zachodzi, przynajmniej jezeli uwzglednimy identycznosc.
Ale Suszko sie mylit, gdyz identycznosé tez mozna scharakteryzowac z pomo-
cg regul wlasciwych; mozna np. uzyé sekwentéw odpowiadajacych regutom
dla identycznosci, ktore zastosowali w swoim systemie DN Kalish/Montague
[78]:

V(e =7 — @) = ¢r)
p(r) = Va(r=71— )

Te sekwenty wyrazaja reguty wlasciwe w sensie Suszki i wystarczaja dla ade-
kwatnej charakterystyki logiki pierwszego rzedu z identycznoscia. Zatem dla
LS z powyzszymi regutami zamiast 3.1. 1 3.2. réwniez zachodzi prawidtowosé,
ze jezeli zdanie jest analityczne, to jest dedukowalne z dowolnego zdania.
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10.3 Typ mieszany
Posredniego rozwigzania dostarczaja takie systemy RS, w ktorych logiczne
state sa czesciowo charakteryzowane przez sekwenty pierwotne, a cze$ciowo
przez reguly sekwentowe. Jest tu mozliwa duza ilo$¢ kombinacji, ktore da-
dza adekwatna charakterystyke logiki klasycznej. Rozwazania na ten temat
mozna znalezé np. u Bernaysa [13|, Poppera [110] i wielu innych autorow.
Ponizej zilustrujemy ten typ RS za pomoca kilku przyktadow.

Faktycznie pierwsze rozwiazanie tego typu pojawia sie juz u Gentzena w
[50], gdzie zauwaza, ze wiele regul sekwentowych LK mozna zastapi¢ bazo-
wymi sekwentami:

® :>307_'<)0

® 1, =

s oA =

* YA =1

* V.Y =AY
e =V
oY=V

* pVY =1
* ==
o Vryp = p[x/al

o plr/a] =y

Jak widaé¢ daje to podstawe do catkowitej eliminacji regut dla —, A, V; pozo-
staja jedynie trzy logiczne reguty sekwentowe: (=—), (= V) i (3 =). Reguly
strukturalne i sekwent aksjomatyczny pozostaja bez zmian.

Niech LK* oznacza LK, w ktérym wymieniono wszystkie reguty logiczne,
oprocz trzech wyzej wspomnianych, na podane sekwenty, zachodzi:
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Twierdzenie 10.2 F;x I' = A wiw b« T = A.

Dowob:

<= Wystarczy w LK dowies¢ podane sekwenty. Dowod dla wszystkich
oprocz dwoch pierwszych i dwoch ostatnich mamy z faktu 4.1 w rozdziale 4;
dla pozostalych dowod oczywisty.

= Trzeba pokazaé, ze wykluczone reguty sa dowiedlne w LK*. Wystar-
czy w tym celu odwotaé sie do lematu 4.13 z podrozdziatu 4.4. H

Oczywiscie (Cut) nie jest eliminowalne w LK* gdyz MP wystepuje tu w
wersji inferencyjnej (sekwent), a nie jako reguta sekwentowa jak w sekwen-
towym DN Gentzena (por. 10.1.).

10.3.1 Kleene i sekwentowe DN

W znanym podreczniku [83] (rowniez [84]|) Kleene wprowadza wprawdzie
system aksjomatyczny jako podstawowy, ale szybko na jego bazie udowad-
nia szereg wtornych regut dotaczania i eliminacji, ktére faktycznie tworza
adekwatng formalizacje KRK. W przeciwienistwie do Gentzena, Kleene uzy-
wa z-sekwentéw z jednym nastepnikiem, w rezultacie A i — charakteryzuje
tak samo jak w LK* za pomoca odpowiednio, trzech sekwentéow dla A oraz
sekwentu wyrazajacego inferencyjny MP oraz reguty wyrazajacej TD. Dla
wprowadzania alternatywy uzywa tez dwoch sekwentow, ale eliminacji nie
moze wyrazi¢ przez sekwent ¢ V b = 1, x, wiec uzywa reguly (V =) w
wersji k-jednolitej (oczywiscie z nastepnikiem jednoelementowym). Dla ne-
gacji stosuje dwa sekwenty: ¢, ~p = ¥, "~ = @, oraz regule sekwentowsa
o= YT, = /T = —yp. Dla kwantyfikatorow uzywa dwoch sekwen-
tow 1 dwoch regut (oczywiscie na sekwentach intuicjonistycznych) jak w LK*
Gentzena.

Latwo dowies¢, w oparciu o lemat 4.13., ze zestaw regul Kleene’go jest
adekwatny wzgledem KRK, ale pod warunkiem, ze dolaczymy jeszcze se-
kwenty aksjomatyczne ¢ = ¢ oraz ostabianie dla poprzednika i (Cut) jako
reguly pierwotne. Permutacja i kontrakcja jest zbedna, gdyz uzywamy z-
sekwentow; (Cut) jest nieeliminowalne gdyz, podobnie jak w LK*, uzywamy
inferencyjnej formy MP (sekwent, a nie reguta).

System, ktory mozna oprzeé na zestawie regul Kleene’go jest bardzo bli-
ski standardowemu systemowi DN zaprezentowanemu w podrozdziatach 1.6
i 8.6. Réznica dotyczy tego, ze w standardowym DN z pomoca regul in-
ferencyjnych przetwarzamy formuly natomiast u Kleene'go przetwarzamy
bezposrednio sekwenty reprezentujgce regulty inferencji. Jest to wiec wersja
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sekwentowego DN, ale rézniaca sie od sekwentowego DN Gentzena i jego
wariantéw opisanych w podrozdziale 10.1 tym, ze state logiczne sg charakte-
ryzowane zaréwno sekwentami jak i regutami sekwentowymi, a nie wytacznie
regutami. Korespondencja miedzy systemem Kleene’go a standardowym DN
jest taka, ze regutom inferencji z DN odpowiadajg sekwenty a regutom kon-
strukcji dowodu — reguly sekwentowe. Ta korespondencja jest pelna, jezeli
chodzi o charakterystyke A,V i — (pomijajac fakt, ze u Kleene’go (V =) jest
k-jednolita, a w DN (VE) jest k-niezalezna). Jezeli chcemy uzyskaé¢ system
w stylu Kleene’'go, w ktérym mamy dokladne odpowiedniki regut DN, to
musimy dokonaé nastepujacych zmian:

1. W przypadku negacji uzy¢ sekwentow: ¢, —~¢p = 1 oraz 1 = ¢ za-
miast ¢, 7@ = 1), pozostawiajac ——p = ¢, aby utrzymac logike klasyczna.
Zamiast reguly Kleene’'go uzy¢ regulty I'p = L / I' = —¢. Zmiany te
wynikaja stad, ze Kleene nie uzywa L. Mozna tez uzy¢ reguly sekwentowe;j
odpowiadajacej regule (- E), co czyni sekwent ~—p = ¢ zbednym (por. 1.6).

2. W przypadku kwantyfikatoréw zamiast (3 =) nalezy uzy¢ odpowied-
nika (3E) o postaci I' = Jzp; A,px/a] = ¢ / T, A = 1 z warunkiem
ograniczajacym, ze a jest parametrem nie wystepujacym w ¢, i zbiorach
I’ A. Co do (VD) to w DN jest to wprawdzie reguta inferencji, ale obciazona
globalnym warunkiem dotyczacym aktywnych zatozen, wiec trzeba ja wyra-
7zi¢ z pomoca reguly (= V). Regutom (VE) i (3D) odpowiadaja sekwenty z
LK*.

10.3.2 System Hasenjaegera

Hasenjaeger [61] zawiera RS zdefiniowany na intuicjonistycznych (ale bez
dopuszczania sekwentéw z pustym nastepnikiem) c-sekwentach dla KRZ®, w
ktorym oprocz regut strukturalnych (na poprzednikach) i (Cut) mamy tylko
dwie reguty dla —, konkretnie: (=—) i jej konwers zamiast (—=>); jak wiemy
(por. paragraf 10.1.7. o wariancie strukturalnym DosSena) daje to adekwat-
na charakterystyke (intuicjonistycznej) implikacji, ktoéra wzmocniona przez
klasyczna negacje daje implikacje klasyczna.

Pozostate spojniki sa scharakteryzowane przez sekwenty pierwotne; A
jak w LK*, podobnie dla V w nastepniku. Sekwent charakteryzujacy V w
poprzedniku musi by¢ inny z tej racji, ze w nastepniku nie dopuszczamy
wiecej niz jedna formute; mamy wiec:

® Dla KRK przedstawia inny system, ktorego reguly operujg na formutach, a nie se-
kwentach.



10.3. TYP MIESZANY 259

=X =X, VY =X

Dla negacji jest rowniez inna charakterystyka:

hd 907_'90:17[}
s - Y- Y=

Pierwszy sekwent jest taki sam jak w LK* Gentzena, z tym, ze v jest
dodane do nastepnika, gdyz nie moze byé on pusty. Drugi sekwent zastepuje
= ¢, @ z powodu niedopuszczalnosci wiekszej ilosci formut w nastepniku.

W systemie tym mamy jeszcze wieksza redukcje regut sekwentowych na
rzecz sekwentéw pierwotnych, niz w przypadku systeméw opisanych w po-
przednim paragrafie, ktére dosé Scisle odpowiadaty standardowym systemom
DN w oparciu o korespondencje: reguta inferencji — sekwent bazowy, re-
guta konstrukcji dowodu — reguta sekwentowa. W istocie rzeczy mozna
w systemie Hasenjaegera zostawié¢ tylko jedng regute odpowiadajaca TD, a
zamiast jej konwersu uzy¢ inferencyjnej wersji MP (czyli tez sekwentu) —
por. podrozdziat 4.4. Takie rozwiazanie pojawia sie np. u Surmy [134], cho¢
dobér sekwentow aksjomatycznych jest nieco inny.

Aby wykazaé¢ adekwatnos$é systemu Hasenjaegera dla KRZ wystarczy wy-
kazaé¢ jego rownowaznosé z systemem LK*. W tym ostatnim tatwo mozna do-
wiesé obu sekwentéw dla — i V, ktore zastepuja sekwenty Gentzena z dwiema
formutami w nastepniku. To daje formalizacje wystarczajaca dla INT (z racji
strukturalnego ograniczenia na sekwentach dla INT przy identycznosci re-
gul). Nastepnie wystarczy dowiesé¢ prawa wytaczonego srodka, aby pokazac,
ze system Hasenjaegera, mimo ograniczenia na sekwentach, daje formalizacje

KRZ. Oto dowodd:

=V e
(=-) ————
S = Vg =9 — pVp = OV P, — @V P = oV o

(=—) (Cut)

= 9 — oV op o — oV op=pVop
= @V op

(Cut)

10.3.3 System Riegera

Oryginalny system sekwentowy zdefiniowany na sekwentach typu 1-1 (jedna
formuta zaréwno w poprzedniku jak i w nastepniku) zawiera praca Riegera
[119]. Zestaw sekwentow pierwotnych sktada sie z nastepujacych:
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e Y=

o=eVy

p=PVe
* pANY =
* YANp= ¢
e pAWVX)= e AYVoAX
° (pVY)A(pVX) =V AX
* pANp=1
*Y=pVyp
* YVYP =9 =9
* v —=YP= VY
o Vrp = ¢[x/a)
e plx/al = Jxp
Dodatkowo mamy nastepujace regulty pierwotne:

(TR) =1 Y=x

=X
X=¢ x=9¢ p=x Yv=x
(=) X= pAY (V=) Vi =x
1 Y= 1 =
(=V) Y = Vap 3=) Jxp =9
Ograniczenia:

1. pod warunkiem, ze x nie jest wolne w .

Dowdd definiuje Rieger jako ciag sekwentéw. Podobnie jak w przypadku
systemu Suszki nie jest tutaj mozliwa dedukcja sekwentu z pustym poprzed-
nikiem. Poniewaz Rieger jest zainteresowany dowodami tez w zaksjomatyzo-
wanych teoriach elementarnych przyjmuje, ze teza teorii T jest zdanie ¢ wtw
dowod ma sekwent A = ¢, gdzie A jest koniunkcja (podstawien) aksjoma-
tow teorii T. W przeciwienistwie do systemu Suszki, Rieger udowadnia dla
swojego systemu twierdzenie o dedukcji postaci: ¢ = ¥ wtw x = ¢ — 1,
gdzie x jest dowolnym zdaniem.
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Wybor takiej formy sekwentéw przez Riegera w pewien sposéb kompliku-
je zarowno dowody, jak i spos6b ujecia pewnych wtasnosci statych logicznych
w regutach. Przyktadowo, Rieger potrzebuje osobnych sekwentéow wyrazaja-
cych prawa dystrybucji (konwersy sa dowiedlne) dla uzyskania pelmosci. Inng
konsekwencja uzycia sekwentéw typu 1-1 jest to, ze niektore sekwenty aksjo-
matyczne nie sa separowalne (por. podrozdzial 4.5). Jednak wybor takiego
typu sekwentéw nie jest przypadkowy, a wynika stad, ze praca Riegera do-
tyczy algebraicznych aspektow KRK i zar6wno sekwenty, jak i reguly tego
typu lepiej wyrazaja algebraiczne wlasnosci logiki®. Rieger wprowadza zresz-
ta sekwenty postaci ¢ < 1, ktore bezposrednio odpowiadaja réwnosciom w
odpowiednich strukturach algebraicznych.

10.4 RS a inne systemy dedukcyjne

Wielokrotnie w tej pracy wspominaliémy o zwigzkach RS z DN, a uzycie
RS jako punktu odniesienia pozwolilo nam na podzielenie systeméw DN na
cztery klasy. Pierwszym kryterium jest charakter obiektow, ktore wystepuja
jako wiersze dowodu (wezly drzewa dowodowego). Sa to formuly lub sekwen-
ty”. W zaleznosci od tego mozemy wyréznié standardowe systemy DN (pod-
rozdzial 1.6 1 8.6) i sekwentowe systemy DN (podrozdzial 10.1 i 10.3). W
ramach pierwszej grupy istotnym kryterium dalszego podziatlu jest format
dowodu: linearny (Jaskowskiego), ktory zmusza do zastosowania dodatko-
wych srodkéw wydzielania poddowodéw, i drzewny (Gentzena), ktory tego
nie wymaga. W ramach drugiej grupy stosowanie dowodéw linearnych, czy
w postaci drzew ma znaczenie tylko praktyczne, totez istotnym kryterium
podziatu jest to czy dany sekwentowy system DN nalezy do typu pierwszego
czy trzeciego w typologii systeméw RS8.

Potraktowanie RS jako ogélnej ramy teoretycznej pozwala na wydefinio-
wanie rowniez innych klas systeméw dedukcyjnych. Dla ilustracji naszkicu-
jemy zwiazek RS z systemami tablicowymi, rezolucji i koneks;ji.

Zauwazmy, ze podane w podrozdziale 2.3 interpretacje sekwentéw pro-
wadza do dwoch mozliwych uproszczenn RS traktowanych jako praktyczne
metody szukania dowodu; mozemy:

6 Podobnie w Dunn i Hardegree [36], gdzie rozwaza si¢ takie sekwentowe formalizacje
dla logik réwnowaznosciowych.

7 Mozna oczywiscie wyrézni¢ jeszcze systemy, w ktorych reguly operuja na innego
typu obiektach, np. formutach etykietowanych. Obszerne omoéwienie takich systemoéow w
Indrzejczak [74].

8 System Suszki lub jemu podobne, nalezacy do typu drugiego, z trudnosciag mozna
uznaé za system DN, jak zauwazyliSmy w podrozdziale 10.2.
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e zastapi¢ sekwenty zbiorami formutl;

e odwrocié¢ kierunek dowodzenia (sprawdzania), budujac odwrocone drze-
wa z korzeniem u gory.

Po takiej przerébce interpretacja druga (w terminach falsyfikowalnosci)
prowadzi do konstrukeji systemu tablicowego Hintikki [66], natomiast in-
terpretacja trzecia (w terminach weryfikowalnosci) do konstrukeji systemu
Rasiowej/Sikorskiego [117]. Konkretnie:

Kazdej regule RS dla A, V, — odpowiada reguta Hintikki wedtug wzorca:

= A I, =A'

I'= A’ — r,-A

I=A I'= A 7, - A
7= A" = T,-A [T, A

W systemie Rasiowej/Sikorskiego mamy odpowiedniki dualne. Oprocz te-
go w obu systemach mamy regule eliminacji podwojnej negacji: I', == / T', ¢

Reguly dla kwantyfikatoréw otrzymujemy w oparciu o odpowiednie re-
guty dla ARS:

I'Vzo I, Vo ! [ 3zp ! I, ~Jzp
F,V.’EQO,QO[QZ/CL] Faﬁw[x/a] F,g@[l‘/a] F7 ﬁEIJ:()Oa"SD[‘/IT/CL]

1. gdzie a jest zmienna wolna nie wystepujaca w I' i .

Ponownie, w systemie Rasiowej/Sikorskiego mamy odpowiedniki dualne.

Dowiedlnoéé I' = ¢ w systemie tablicowym sprowadza sie do istnienia
(odwroconego) drzewa, ktorego kazdy 1is¢ to zbior formul zawierajacy pare
wyrazen sprzecznych a korzen to zbior I', —¢ (w systemie Hintikki) lub —T', ¢
(w systemie Rasiowej/Sikorskiego).

Dalsza ewolucja systeméw tablicowych prowadzita do kolejnych prak-
tycznych uproszczen majacych na celu wyeliminowanie ktopotliwego przepi-
sywania formut parametrycznych. W rezultacie powstaly systemy, w ktérych
reguly nie przetwarzaja zbioréw, ale pojedyncze formuly. W szczegdlnosci,
mozna tu wyrdznic:

e diagramy Betha [14], czyli dwukolumnowe tablice, w ktorych jedna
kolumna odpowiada formutom prawdziwym a druga fatszywym;

e systemy Lisa [93], Smullyana [131], w ktorych formulty wystepuja z
prefiksami oznaczajacymi ich status.
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Latwo odnotowaé zwiazek obu rozwiazan z postaciami normalnymi dla KRZ:

e system Hintikki odpowiada sprowadzeniu —¢ do postaci alternatywno-
koniunkcyjnej, w tym sensie, ze w uzyskanym drzewie atomowym kazdy
li$¢ odpowiada koniunkcji literatow;

e system Rasiowej/Sikorskiego odpowiada metodzie Posta (sprowadze-
niu ¢ do jej koniunkcyjno-alternatywnej postaci) gdyz kazdy lis¢ od-
powiada klauzuli.

Mozliwe sg oczywiscie jeszcze dwa inne sposoby:
e sprowadzenie —p do jej koniunkcyjno-alternatywnej postaci;

e sprowadzenie ¢ do jej alternatywno-koniunkcyjnej postaci.

Pierwsze rozwiazanie odpowiada najpopularniejszej w automatycznym
dowodzeniu twierdzeri metodzie rezolucji wprowadzonej przez Robinsona
[120]. Sama regula rezolucji jest zreszta szczegolna postacia (Cut), w ktorej
z dwoch klauzul zawierajacych sprzeczne literaly dedukujemy klauzule bez
tych literalow. Drugie rozwiagzanie prowadzi do konstrukcji metody koneksji
wprowadzonej przez Bibela [15].

Powyzsze uwagi ujmuja kwestie zwiazkéw miedzy RS a innymi typami
systemoéw dedukcyjnych w bardzo upraszczajacy sposéb, ktory wiasciwie da
sie utrzymacé w takiej postaci jedynie na gruncie rozwazan nad formalizacja-
mi KRZ. Rozwd6j badan nad kazdym ze wspomnianych rodzajow systemow
dedukcyjnych doprowadzil do powstania wielu form systemoéw, dla ktérych
trudno wskazaé¢ tak proste reguly transformacji z RS jak wyzej podane?;
mozna tez relacje miedzy tymi klasami systeméw ujmowaé w inny sposob
(por. np. Avron [7]). Wydaje sie jednak, ze z rozmaitych wzgledow, syste-
my RS zajmuja pozycje centralng w niezwykle bogatym spektrum systemdow
dedukcyjnych.

9 Jezeli chodzi o systemy tablicowe w sensie Hintikki, to dobry przeglad rozmaitych
rozwiazan zawiera [59]; dla systemow Rasiowej/Sikorskiego podobna role pelnié¢ moze Or-
towska i Golinska-Pilarek [105].



Rozdziat 11

Dodatek

W dodatku zebrane sa podstawowe fakty z zakresu teorii mnogosci oraz do-
wodoéw indukecyjnych, ktore wykorzystywane sa w tej pracy. Czytelnik moze
zaglada¢ tu w razie potrzeby, np. w przypadku watpliwosci notacyjnych.

11.1 Zbiory, relacje, funkcje

Przypomnijmy, ze dowolny zbiér mozna scharakteryzowaé przez wyliczenie
jego elementow, np. {a, b, c,d} lub za pomoca operatora abstrakcji:

{z : p(x)} - zbior tych x, ktore spelniaja warunek ¢

Ten ostatni sposéb charakteryzacji jest bardzo przydatny przy definio-
waniu konkretnych zbioréw, np. powstalych przy pomocy zastosowania od-
powiednich operacji — oto lista uzywanych w ksiazce:

Zbior pusty: @ = {z:x # z}

HNoczyn (przekrdj) dwoch zbiorow: AN B ={z:x € ANz € B}
Suma dwoch zbiorow: AUB ={z:2€ AVz € B}

Roznica dwoch zbiorow: A — B={zx:x € ANz ¢ B}

Zbior potegowy: P(A) ={B: B C A}

W ostatnim przypadku w definiensie uzyty jest predykat inkluzji C dopusz-
czajacy identyczno$é obu zbiorow. Dla inkluzji ostrej (wykluczajacej iden-
tyczno$é) uzywamy symbolu C.

Pojecie iloczynu i sumy mozna uogélni¢ na dowolna (réwniez nieskoriczo-
na) ilosé¢ zbiorow. Wygodnie jest wtedy operowaé pojeciem rodziny (zbioru)
zbioréw, ktoérych przekrédj lub sume budujemy. Niech A oznacza taka niepu-
sta rodzine wtedy:

264
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lloczyn rodziny zbiorow: (JA={z:VA(Ac A -z c A)}={r:VA €
A,x e A}

Suma rodziny zbioréw: |JA = {z : JA(A € ANz € A} = {z:JA €
A,z e A}

W terminach zbioru mozna sukcesywnie zdefiniowac nastepujace pojecia:

para uporzadkowana: (a,b) := {{a}, {a,b}};
trojka uporzadkowana: (a,b,c) := ({(a,b),c);
ogolnie — n-ka uporzadkowana (lub ciag): (ai, ....,an) := ((a1, ..., Gn_1), an);

W przypadku zbioréw zaréwno kolejnosé elementéw jak i ilosé ich po-
wtorzen nie odgrywa roli, tzn: {a,b,c} = {b,c,a} = {a,b,c,a,c,c}, gdzie a,b
i ¢ to dowolne rézne od siebie obiekty.

Ale w przypadku ciagdéw zaréwno ilosé jak i kolejnosé sa wazne, tzn.:
(a,8) # (b, a) # (a,a,b).

Pogredniego typu struktura sa multizbiory czyli zbiory z powtoérzenia-
mi oznaczane zazwyczaj za pomoca [,]. Nie rozrozniaja one kolejnosci, ale
rozrozniaja ilosé powtorzen danego elementu. Znaczy to, ze:

[a, b, c] # [a,b,a,c] ale [a,b,b,c] = [b,c,a,b)].

Formalnie multizbiory mozna potraktowaé jako pary (A, fa), gdzie A jest
zbiorem, a f4 funkcja, ktora kazdemu elementowi A przypisuje liczbe natu-
ralng (ilos¢ wystapien). Wtedy operacje iloczynu i sumy mozna zdefiniowaé
na multizbiorach nastepujaco:

AN B:=(ANB, fa ), gdzie fa p(x) =min(fa(z), fp(x)).
AU B :=(AUB, faB), gdzie fa p(x) = max(fa(z), fr(x)).

Operowanie n-kami uporzadkowanymi pozwala wprowadzi¢ pojecia rela-
¢ji i funkcji w oparciu o operacje iloczynu kartezjanskiego, w szczegdlnoSci:

iloczyn kartezjanski 2-giego stopnia: A x B = {(z,y) : x € ANy € B};
lloczyn kartezjanski n-tego stopnia: Ay X ... x Ay, = {{(x1,...,xp) : 1 €
AiN.. Nz € An}

Jezeli Ay = ... = A, to piszemy zwykle A", w szczegoélnosci A% zamiast
A x A.

R jest relacja 2-argumentowa (binarng) na zbiorach A, B wtw R C A x B.

R jest relacja n-argumentows na zbiorach Ay, ..., A, wtw R C A1 X ... X A,,.
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Jezeli R C A x B, to:
e dziedzina R: Di(R) ={x € A: 3y € B, (x,y) € R},
e przeciwdziedzina R: D,(R) ={x € B:3Jy € A, (y,x) € R}.

Zamiast pisa¢ (z,y) € R zazwyczaj bedziemy pisa¢ R(zy) lub Rzxy.

Niech R C A% a z,y, 2z oznaczaja dowolne elementy A, ponizsza tabela
podaje kilka waznych wtasnosci relacji:

nazwa warunek

serialnosé VedyRxy

funkecyjnosé Veyz(Rrzy A Rrz — y = 2)
ZWrotnosé VeRxx

przeciwzwrotnosé¢ | Ve~ Rxx

przechodniosé Vaxyz(Rzy A Ryz — Rxz)
symetria Vay(Rxy — Ryz)

asymetria mocna | Vaxy(Rxy — —Ryz)
asymetria staba | Vay(Rxy A x # y — —Ryx)
euklidesowosé Vaxyz(Rxy A Rxz — Ryz)
spOjnosé Vay(Rxy V Ryx)

spojnosé staba Vzy(Rxy V Ryx V x = y)

Dwuargumentowa relacja R C A? jest rownowaznoscia wtw spelnia wa-
runki zwrotnosci, symetrii i przechodniosci. Niech R bedzie réwnowaznoscia
na A wtedy:

1. [x]gr = {y : Rxy} jest klasa abstrakcji z-a wzgledem R;

2. Ajp = {[z]r : ¥ € A} jest struktury ilorazowa (zbiorem wszystkich
klas abstrakcji).

Dla relacji rownowaznosciowych zachodzi tzw. Zasada Abstrakcji: Jezeli
R jest relacja rownowaznosci na A, to A p jest podzialem logicznym A, tzn.
spelnia warunki:

e adekwatnodci: A = (J A p;
o rozlqcznodci Yo,y € A(lelr # [z — [dlr N [blr = 2);

e niepustosci: Vo € A, [z]g # @.
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A oto wybrane rodzaje relacji porzadkujacych:

R jest quasi-porzadkiem wtw jest zwrotna i przechodnia;

R jest czesciowym porzadkiem wtw jest quasi-porzadkiem stabo asy-
metrycznym;

R jest liniowym porzadkiem wtw jest czeSciowym porzadkiem mocno
spojnym;

R jest Scistym czesciowym porzadkiem wtw jest przechodnia i mocno
asymetryczna;

R jest Scistym liniowym porzadkiem wtw jest $cistym czesciowym po-
rzadkiem stabo spéjnym.

Zarowno relacje jak i funkcje sg zbiorami. Mozna wiec na nich przepro-
wadzac¢ zwykte operacje okreslone wyzej dla dowolnych zbioréw. Oprocz nich
wyréznimy kilka waznych operacji specyficznych dla relacji:

e tranzytywne domkniecie R C A? to najmniejsza przechodnia relacja
Rt C A? taka, ze R C R™.

e tranzytywne zwrotne domkniecie R C A? to najmniejsza przechodnia
i zwrotna relacja R* C A? taka, 7e R C R*.

e konwers relacji R C A x B: Rxy wtw Ryz (}v% CBxA)

e zlozenie (iloczyn wzgledny, superpozycja) relacji R € A x Bi S C
B x C:

Ro Szy wtw 3z € B(Rzz A Szy) (RoS C AxC)

Pojecie drzewa jest charakteryzowane na rézne sposoby. W terminach
operacji wprowadzonych wyzej mozna te strukture zdefiniowa¢ nastepujaco:

T =(T,R,), R C T? jest drzewem wtw:

1. istnieje jedyny element r € T zwany korzeniem drzewa taki, ze Vt €
T, R*rt;

2. kazdy t € T r6zny od r ma doktadnie jednego poprzednika, tzn. istnieje
doktadnie jeden t' € T taki, ze Rt't;

3. R jest acykliczna, tzn. Vt € T nie zachodzi R™tt.



268 ROZDZIAL 11. DODATEK

Elementy T sa zwane weztami drzewa 7. Jezeli Rtt', to ¢ jest rodzicem,
a t' dzieckiem; jezeli R*tt', to t jest przodkiem a t’ potomkiem. wezel, ktory
nie ma dzieci to lis¢. N-ka (t1,...,t,) gdzie dla kazdego i < n Rt;ti+1 jest
galezia. Iloé¢ dzieci danego wezla to jego czynnik rozgaleziajacy a czynnik
rozgaleziajacy drzewa to maksymalna warto$¢ czynnikéw rozgateziajacych
jego weztow. W szczegblnosci drzewa binarne majg czynnik rozgateziajacy
= 2. Drzewa skoniczenie generowane to takie, ktérych czynnik rozgaleziajacy
jest pewna liczba naturalna (tzn. kazdy wezel ma skoriczenie wiele dzieci).
Dla drzew tego typu zachodzi wazne

Twierdzenie 11.1 (Ko6nig) Kazde skoriczenie generowane, ale nieskoriczo-
ne drzewo ma przynajmniej jedng nieskoriczong gatgZ.

Przypomnijmy, Ze n-argumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzad-
kowanie) o dziedzinie (zbiorze argumentoéw) A™ i przeciwdziedzinie (zbiorze
wartosci) w B (oznaczana f: A" — B), to n + l-argumentowa relacja
f € A™ x B spelniajgca warunki:

L. Ve, . zneATyeB(T1, .. n,y) € f
2. vwl,...,anAvy,zEB(<x17 --~7$nay> € f A <1131, -"7$n7z> € f — Y=z

Jezeli B = A, to f jest n-argumentowsa operacja (dzialaniem) w A. Wa-
runek 2 umozliwia wprowadzenie notacji funkcyjnej zamiast relacyjnej, tzn.
zamiast pisa¢ (xy,...,x,,y) € f piszemy f(z1,...,2,) = y. W szczegolnosci,
jednoargumentowa funkcja (odwzorowanie, przyporzadkowanie) o dziedzinie
(zbiorze argumentow) A i przeciwdziedzinie (zbiorze wartosci) w B (oznacza-
na f: A — B), to dwuargumentowa relacja f C A x B spelniajaca warunki
serialnodci i funkeyjnosci:

1. VaoeaT3yen(z,y) € f

2. VeeaVyer((z,y) € fA(z,2) € f =y =2)
Rodzaje funkeji:

Niech f: A™ — B, to f jest:

e injekcja (f. roznowartosciows, f. 1-1) wtw Vo0 o ca(f(x1, ..., Tn)
f(y17 7yn) - <I1) 7In> = <y17 ceey yn>)

e surjekcja (f. na) wtw B jest przeciwdziedzing f wtw Vyep3a,, . 2ncA Y =

fz1, ..., x)
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e bijekcja wtw jest zarazem injekcja i surjekcja

Na koniec przypomnijmy, ze dwa zbiory, dla ktérych istnieje jednoargu-
mentowa bijekcja (ktorej jeden z nich jest dziedzinag a drugi preciwdziedzi-
na) sa zbiorami réownolicznymi. Zbiory skoriczone lub rownoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych to zbiory przeliczalne. Moc (czyli licznosé) zbioru nieskon-
czonego, ale przeliczalnego jest oznaczana symbolem Ng. Dla zbioréw tej
mocy zachodzi:

Twierdzenie 11.2 (o enumeracji zbioréw przeliczalnych) Kazdy zbior
przeliczalny daje sie uporzgdkowadé liniowo.

Fakt ten wykorzystywaliSmy wielokrotnie w dowodach twierdzeri o pel-
nosci, odwotujac sie do przeliczalnosci zbioréw formut, termoéw itp.

11.2 Indukcja matematyczna

Czytelnik zapewne zetknal sie juz wielokrotnie z dowodami przez indukcje
matematyczna, tym niemniej ze wzgledu na wszechobecnosé tego typu do-
wodéw w przypadku waznych twierdzen dotyczacych wtasnosci rachunkéow
sekwentowych, warto poswieci¢ im troche wiecej uwagi.

Rozumowania przez indukcje matematyczng byty stosowane juz w XVII
w. przez Pascala i Fermata. Termin i definicja pochodza od De Morgana. Jako
aksjomat arytmetyki pojawia sie u Fregego i Peano. Przypadek paradygma-
tyczny indukcji matematycznej to arytmetyka liczb naturalnych. Przytocz-
my kilka réznych sformutowan zasady indukcji matematycznej w arytmetyce.
Rozrézniamy zasada indukcji stabej i mocnej. Niech N oznacza zbioér liczb
naturalnych, a sz nastepnik liczby z, tzw. indukcja staba jest wyrazana za
pomoca nastepujacych zasad:

P(0) AVaen(p(r) = ¢(s2)) = Yeeny(z)
0(0) A Vaen (p(x) = p(z +1)) = Vaene(z)
0€ ANVyen(z € A— sz e A) - A=N

Indukcja mocna podawana jest m.in. w takiej postaci:

P(0) AVaen(Vyen (0 <y <z — ¢(y)) — ¢(x)) = Veene()
0€ ANVYeen(Vyen(0<y<z —-yecA) -z A) - A=N
VaoeN (Vyen (0 <y <z — ¢(y)) — ¢(2)) — Yaeny(z)
VoeN(Vyen(0<y<az—yecAd) max€Ad) - A=N
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Okreslenie mocna i staba indukcja matematyczna jest mylace — obie zasady
sa rownowazne (zamiast mocna czasem mowi sie zupeina).

Dowody przez indukcje matematyczna opieraja si¢ na powyzszych zasa-
dach i zawierajg dwie czesci:

a. baza indukcyjna — dowodzimy, ze 0 spetlnia dany warunek ¢

b. krok indukcyjny (teza indukcyjna) — zaktadamy, ze liczba z speknia
warunek ¢ (zalozenie indukcyjne) i na podstawie tego zalozenie i ewentualnie
bazy indukcyjnej dowodzimy, ze sx réwniez spetnia .

a. i b. przez zasade indukcji implikuja, ze dowolna liczba spekia .

Przyktad dowodu indukcyjnego w arytmetyce:
Dowodzimy, ze: Ve n—(sx = x) przez indukcje po x

a. baza: ¢(0) := —(s0 = 0)

1. Vgen—(sz=0) aksjomat
2. —(s0 = 0) 1., YO, z/0

b. teza: p(x) — @(sx) := —(sx = z) — —(ssx = sx)

1. —(sx=x) zal. ind.

2. Vayen(sx =sy — o =1y) aksjomat

3. sSsx=8r—sr=ua 2.,V0,z/sz,y/x
4. —(ssx = sx) 1.,3. MT

Nalezy postawié¢ sobie pytanie dlaczego indukcja matematyczna jest po-
prawnym sposobem wnioskowania. Najprostsza odpowiedZ brzmi: bo zbior
liczb naturalnych jest zbiorem indukcyjnym (rekurencyjnym). Co wiecej,
zbiér liczb naturalnych nie jest jedynym takim zbiorem. Dlatego ogolniej
powiedzmy, ze dowody indukcyjne mozna stosowaé¢ do dowolnych twierdzen
postaci:

Vo(z € A=z € B) (lub Vu(p(z) — ¢(2)))

pod warunkiem, ze A jest zbiorem indukcyjnym (¢ jest wlasnoscia zdefinio-
wana rekurencyjnie).

Zbiory indukcyjne to dowolne zbiory, ktore zdefiniowane sg za pomog

definicji indukeyjnych. Kazda definicja indukcyjna zawiera trzy czesci:

1. bazowa — wymienia elementy wyjsciowe, ktére bezwarunkowo zawieraja
sie w definiowanym zbiorze
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2. indukcyjna — okresla jak nowe elementy definiowanego zbioru powstaja
z elementow juz do niego nalezacych (podaje reguty konstrukeji zbioru
indukcyjnego)

3. konicowa — stwierdza, ze nic innego poza obiektami uzyskanymi przez
odwotanie sie do 1. lub 2. nie nalezy do definiowanego zbioru

Alternatywnie mozna wystowi¢ definicje indukcyjng nastepujaco:

A jest zbiorem indukcyjnym wtw A jest najmniejszym zbiorem spetnia-
jacym warunki 1.1 2.

Formalnie schemat takiej definicji mozna wyrazi¢ nastepujaco:
A jest zbiorem indukcyjnym wtw:

1. BC A,

2. CL(A,0),

3. Ve(BC CACL(C,0) — ACO),

gdzie B to zbior elementéw wyjsciowych, C'L(A, O) oznacza, ze A jest do-
mkniety na kazda operacje ze zbioru O, tzn. x1,...,x, € A — o(x1,...,2y) €
A, dla kazdej n-argumentowej operacji (reguly konstrukeji) o € O (n > 0),
a war. 3. wyraza fakt, ze A jest najmniejszym zbiorem spelniajacym 1. i
2. Istnienie takiego najmniejszego zbioru jest zagwarantowane przez teorie
mnogo$ci — jest to iloczyn wszystkich zbioréw zawierajacych B i domknietych
na wszystkie operacje z O.

Przyktad: definicja zbioru liczb naturalnych N
N jest najmniejszym zbiorem spelniajacym warunki:
1. 0e N,
2. jezelix € N, to sx € N.

W tekscie wielokrotnie pojawialy sie definicje takich zbioréw, np. definicja
zbioru formut FOR dla KRZ i KRK. Obecnie popularnym alternatywnym
sposobem definiowania jest uzycie tzw. notacji Backusa/Naura. Definicja
FOR wyglada wtedy tak:

p € FORwtw p:=p || (pAY) | (V)] (p— )

Jest to forma definicji rownowazna klasycznej definicji rekurencyjnej — do-
wody indukcyjne stosuja sie rowniez do tak zdefiniowanych zbioréw.
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11.2.1 Stosowanie dowodéw indukcyjnych w logice
Zasadniczo mozna wyrdzni¢ dwa sposoby:

A. bezposrednie zastosowanie indukeji matematycznej (zazwyczaj mocnej)
do przyjetej miary, np.:

1. dlugosé formut (ilos¢ symboli);
2. ztozonos¢ formut (ilog¢ statych logicznych);
3. dlugos¢ dowodu (ilosé wierszy).
B. wprowadzenie zasady indukcji strukturalnej — np. w wersji dla FOR:
Jezeli:
1. kazda zmienna zdaniowa ma wtasnosé 6,
2a. jezeli ¢ ma wtasnosé 6, to ~¢ ma wlasnosé 6,

2b. jezeli ¢ i ¢ ma wlasnosc 6, to (¢ A1), (¢ V), (¢ — 1) ma wlasnosé
9,

to kazda formula ma wtasnosé 6.
Przeanalizujmy trzy przyktady dowodéw indukcyjnych w logice:
1. przyktad ilustracyjny — parowanie nawiaséw;
2. zachodzenie reguty ekstensjonalnosci;

3. twierdzenie o dedukcji.
Przyktad 1 jest bardzo prosty.

Twierdzenie 11.3 W kazdej formule x ilo$é nawiaséw lewych (nl(x)) jest
réwna ilosci nawiaséw prawych (np(x))-

Indukcja strukturalna
a. baza: formuta x jest zmienna, zatem nl(x) = np(x) =0
b. teza: zatozenie indukcyjne: dowodzone twierdzenie zachodzi dla ¢ i ¢

— jezeli formuta y ma postaé¢ -y, to ma tyle samo nawiaséw co ¢, wiec z
zalozenia indukcyjnego nl(x) = np(x)
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— jezeli formuta x ma postaé¢ (¢ x 1), gdzie * to dowolny spojnik dwu-
argumentowy, to twierdzenie zachodzi, gdyz ni(x) = nl(¢) + nl(¢) + 1 i
np(x) = np(e) +np(¢) +1, a z zalozenia indukcyjnego mamy nl(p) = np(p)
inl(y) = np(v).

Zatem twierdzenie zachodzi dla dowolnej formuty. W

Przyktad 2 — reguta ekstensjonalnosci.
Twierdzenie 11.4 Reguta ekstensjonalno$ci RE jest reguta wyprowadzalng.

Dowob: Wykazemy, ze z ¢ < 9 jest w KRZ dedukowalne x < x[¢//],
gdzie x[¢/ /1] oznacza zastapienie co najmniej jednego wystapienia ¢ (jako
podformuty y) przez .

Wstepnie odnotujmy bez dowodu nastepujacy:

Lemat 11.1 Kazda formuta podpadajgca pod jeden z ponizszych schematow
jest tezq dowolnego petnego systemu dedukcyjnego dla KRZ:

(P o)A (y=0) = (pVy <y Vi)
ey ed) = (p—reod—0)
Dowodzac naszego twierdzenia stosujemy indukcje (mocna) po dtugosci
X przy zatozeniu indukcyjnym, ze RE zachodzi dla kazdej formuty krotsze;j.
Rozwazamy pie¢ przypadkow:

a. x jest zmienna, zatem operacja jest wykonalna wtw x := ¢, ale wtedy
jest to operacja trywialna, tj. x[¢//v] ==

b. x := —vy. Z zalozenia indukcyjnego mozemy z ¢ « 1 wydedukowaé
v < v[p/ /Y], wiec przez lemat 11.1, a. otrzymujemy —y < —y[¢/ /1]

c. x := (y A d). Do rozwazenia mamy trzy przypadki:

— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w v, czyli x[p//¥] == (v[¢/ /Y] N 0). Z za-
tozenia indukcyjnego mamy vy < ~v[¢//v], przez lemat 11.1, b. otrzymujemy

(YA G) « (vlp/ /Y] A 6).
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— zastapienie ¢ przez ¢ tylko w 6, czyli x[p//v¥] :== (v A d[e//1]). Ana-
logicznie jak w poprzednim przypadku tylko przez lemat 11.1, c.

— zastapienie ¢ przez ¢ zarowno w v jak i w 0, czyli x[p//¢] := (v[¢/ /V]A
d[e//v]). Z zatozenia indukcyjnego mamy zaréwno v < y[p//¢] jak i § <

d[e/ /). Przez lemat 11.1, h. otrzymujemy (v A J) < (v[p/ /] A dlp//Y]).

d. i e. dowodzimy tak jak c. w oparciu o lemat 11.1 (odpowiednie przy-
padkidlaVvi—). M

Czytelnik moze dla urozmaicenia udowodni¢ powyzsze twierdzenie przez
indukcje strukturalna.

Przyktad 3 — twierdzenie o dedukcji dla aksjomatycznego systemu KRZ z
rozdziatu 1.

Twierdzenie 11.5 (Twierdzenie o dedukcji dla KRZ) Jezelil', o 1,
tol'k p — .

DowOD przez mocna indukcje po dtugoséci dowodu I', ¢ F 9.

Z definicji I', ¢ F 9 znaczy, ze istnieje skoriczony ciag v, ..., Yn, Z Yn := ¥.
Wykazujemy, ze dla dowolnego 1 < i < n zachodzi twierdzenie, tzn., zZe
I' F ¢ — 7; przy zatozeniu indukcyjnym, ze zachodzi dla dowolnego j < i.

Mamy 4 przypadki do rozwazenia:

a. v; € I dotaczamy do dowodu podstawienie aksjomatu 1. o postaci
~vi — (¢ — 7 1 stosujemy MP otrzymujac ¢ — ;.

b. v = ¢; wlaczamy do dowodu podstawienie aksjomatu 1. o postaci
© — (¢ — ¢ 1 prze MP otrzymujemy ¢ — .

Nastepujaca sekwencje krokow (dowod ¢ — ¢):

c. 7; jest aksjomatem — postepujemy jak w przypadku a.

d. ~; zostalo wydedukowane przez MP z wczesniejszych wierszy dowodu
o postaci v; (j < @) 1y; — ;. Poniewaz obie przestanki podpadaja pod
zalozenie indukcyjne, zatem mamy ¢ — (v; — ;) 1 ¢ — ;. Wprowadzamy
do dowodu podstawienie aksjomatu 2 postaci: (¢ — (v; — %)) — (¢ —
v;) — (¢ — 7). Podwojne zastosowanie MP daje nam ¢ — ;.

Zatem w szczegolnosci, twierdzenie zachodzi dla ¢ (przypadek ¢ = n),
czyliThFo —19y N

Podana przez nas wyzej definicja drzewa nie byta indukcyjna jednak moz-
na takie definicje zbudowac i to na dwa sposoby. W jednym ujeciu jedynym
elementem bazowym jest korzen drzewa, a warunki indukcyjne precyzuja jak
drzewo budowane jest od korzenia do lisci. W drugim, zbiorem elementoéw ba-
zowych jest zbior lisci a warunki indukcyjne precyzuja jak z lisci generujemy
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kolejne wezly. W zaleznosci od przyjetej definicji dowody indukcyjne wlasno-
$ci drzew mozna prowadzi¢ réwniez na dwa sposoby stosujac badz indukcje
wstepujaca (od korzenia do lisci) lub zstepujaca (od lisci do korzenia). For-
malne ujecie tych kwestii mozna znalezé w Segerberg [126]; uwazny czytelnik
zauwazy, ze oba typy definicji indukcyjnych i zaleznych od nich dowodéw in-
dukcyjnych pojawilty sie w pracy (definicje dowodu i drzewa poszukiwania
dowodu).
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Summary

In 1934 Jaskowski and Gentzen independently published their groundbre-
aking works on natural deduction. Moreover, Gentzen introduced in his pa-
per another formal system LK, nowadays commonly called sequent calculus.
Although Gentzen presented sequent calculus as a kind of auxiliary system
for showing some properties of natural deduction it appeared soon that it is
a system of a great importance. Modern proof theory is developed mainly
in Gentzen’s tradition with sequent calculi as the basic tool for application.
Unfortunately, in Poland, the country with great logical tradition, this ap-
proach is not very popular.

The book is meant as a detailed introduction to the subject of sequent
calculi and their applications. However, it differs strongly from well known
books on proof theory which use sequent calculi as a tool for exploration and
presentation of metalogical results. Instead, this book focuses on sequent
calculi, their properties, and techniques of proof. Hence it is not a book
on proof theory as such, but rather methodological study of basic tools of
modern proof theory. In particular, we pay special attention to different
techniques of proving cut-elimination theorem which is often seen as the
most fundamental result in the field. We restrict considerations to classical
logic, hence we do not present generalizations of sequent calculi provided for
nonclassical logics. We hope that these matters will be treated in the sequel
to this volume.

Since the book is self-contained the first chapter contains the brief in-
troduction to classical propositional logic (CPL). We describe propositional
languages and notation, Hilbert calculus for CPL and standard semantics.
Special attention is paid to adequacy proofs for Hilbert calculus; we present
several approaches due to Post, Henkin, Asser, Hintikka and Smullyan. Final-
ly, some properties of CPL, like decidability and interpolation are discussed
and formalization in terms of natural deduction.

The general introduction to sequent calculi is provided in chapter 2. In
particular, we discuss the notion of a sequent, sequent rules and sequent

297



298 SUMMARY

calculus; in each case several variants and generalizations of basic notions are
presented. Finally, we discuss different possible interpretions of sequents and
sequent rules and the connections with the theory of consequence relations.
Chapter 3 is devoted to detailed description of original Gentzen’s calculus LK
and its basic properties. Syntactical equivalence with Hilbert formalization
of CPL as well as soundness with respect to standard semantics is shown.
In the next chapter we introduce a plethora of variants of sequent calculi
for CPL. In particular, analytical sequent calculus is introduced with no
structural rules and with invertible rules. Finally, we present a general result
concerning equivalence of rules of several shapes on the basis of standard
sequent calculus, and discuss the most interesting properties of rules.

The cornerstone of the book is chaper 5 which contains a detailed descrip-
tion of different proofs of cut-elimination. After informal discussion of the
general idea of proving cut-elimination /admissibility, we present the original
proof of Gentzen. Next, we introduce three different proofs due to Draga-
lin, Schiitte and Smullyan. Despite the differences all are based on local
transformation steps in proofs, similarly as Gentzen’s proof. Rather different
approach to the problem is represented by Curry and Buss. Their proofs, al-
though different, are based on the strategy of global transformation of input
proof containing applications of cut. A discussion of properties of presented
proofs and their comparison finishes the chapter.

The next chapter focuses on some consequences of cut-elimination. First
of all, we discuss subformula-property, several senses of analyticity, decida-
bility of CPL and strategies of proof-search. Additionaly, the proof of inter-
polation for CPL by means of Maehara strategy is presented. In chapter 7
we show that sequent calculus may be applied succesfully also for presen-
ting semantical results. We restrict our considerations to completeness proof.
Firstly, Henkin-style non-constructive proof is presented in two variants for
sequent calculus with cut. Next, Hintikka-style constructive proofs (also in
two variants) are provided for cut-free sequent calculus. We present also a
completeness proof for sequent calculus with analytical cut which mixes the
properties of Henkin’s and Hintikka’s proofs. Finally, Post method based on
normal forms is adapted to cut-free sequent calculus.

Next we turn to first-order logic. Chapter 8 has similar character to
chapter 1; it is an introduction to first-order classical logic with special at-
tention paid to some language-oriented problems important in the context
of sequent calculi. In chapter 9 we extend to first-order logic the techniqu-
es and results introduced in chapters 3-7 for propositional logic. We focus
on questions particularly important for, or hard to prove in the context of
sequent formalization of first-order logic. In particular, we discuss in detail
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two approaches to characterization of the language (free variables versus pa-
ramaters) and the problem of semi-decidability and proof-search strategies.
Except ordinary cut-elimination theorem (in Gentzen’s and Dragalin’s ver-
sion) we present the strengtened version of this result (mid-sequent theorem)
which may be seen as a version of Herbrand’s theorem. Also four different
approaches to formalization of elementary theories on the basis of sequent
calculi are discussed.

The last chapter is devoted to brief presentation of some other kinds of
sequent calculi which are essentially different from ordinary Gentzen’s cal-
culi explored so far. The first type is based on the idea of characterization of
constants by means of rules, and in this respect is similar to ordinary Gent-
zen’s calculi. The difference is that several calculi of this sort admit rules of
different character than cumulative Gentzen’s introduction rules. The second
type is based on the idea of characterization of constants by means of primi-
tive sequents, with structural rules only. The third type is of mixed character
with rules and sequents equally applicable. We finish with an Appendix pre-
senting briefly set-theoretical, algebraic and arithmetical notions used in the
book; in particular, we pay special attentention to inductive proofs.





