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W s t ę p

Wprowadźmy oznaczenia pewnyoh klas funkoji stosowane w pracy. 
S - klasa funkcji f(z) » z + + ••• # holomorficznych i

jednolistnyoh w kole K = ̂ z s |z| <l} •
Ś*- klasa funkcji w - f(z)€S, odwzorowujących koło K na ob

szary gwiaździste względem punktu w s 0.
, 0 c M  » - klasa funkoji f(z)€ S H spełniających waru
nek Re dla z€K. 

f(z)
Mf przypadku gdy ot * 0, S * * 3 * •

R(M), M > |  , - klasa funkoji f(z)€S i takioh* że

|f'(z)

V , 0 :£©< , - klasa funkoji f(z)eS spełniająoyoh warunek 
Re f'(z)> o(, z € K.

Rm, 0 < m  - klasa funkoji f(z) e S i takioh* że
f'(z) £ 'P m, 'Pm jest rodziną funkoji postaci

r \  _iep(z) r j 2 e- ■ d jul (o ) , gdzie ji(o) Jest niemalejąoą 
J 1- mze”-*-

funkoją z unormowaniem*2*
;i(0) r ^(0+) * 0, J  d ju(G) = U  

klasa funkoji F(z) r z + aQ + —1 + ,

* meromorficznyoh i Jednolistnyoh w obszarze |z| >  \

r -  klasa funkcji w * J~!, odwzorowująoyoh koło |zj >  1 na



obszary,Jctórych dopełnienia są zbiorami gwiaździe 

stirmi -wzgledem punktu W = 0 .

2ot,0^o<<1, - klasa funkoji F(z) € ̂ spełniających warunek

Re i r ^ A >  o( * dla |z| >  1.
F(z)

* *S(k), S^(k), S (k) (ks1»2,.,.) - podklasy k-symetryoznyoh funk- 
ojl f(z) odpowiednio klas S » 1 S , funkoje te są postaol

f(z) . z + X  »nk+1 *“‘C+1*. 
n=1 ^ o

k) , ̂ (k) * J^(k)» (kr 1, 2 , ...) - podklasy k-symetryoznyoh funk- 
ojl F(z) odpowiednią klas ^ 2 » JE] » ijL)°» funkoje te są po
staci F(z) m z 4- JEL •

n=1 ank+1

A - rodzina funkoji f(z) « z + agz2 + ... , holomorfioznyoh w ko
le K 1 odwzorowujący oh to koło na obszary będące k-symetryoz- 
nymi wielokątami.

B - rodzina funkoji F(z)€j~| (k) odwzorowujących koło |2c|>l na ob
szary# któryoh dopełnienia są k-symetryoznymi wielokątami.

Temat, którym zajmuję się w niniejszej praoy dotyczy dwóch za
gadnień ekstremalnych w klasach funkoji holomorficznyoh i Jedno- 
Ustny oh. Ze względu na odrębność zagadnień umieszczam je w dwóoh 
niezależnych rozdziałach*

W rozdziale pierwszym zajmuję się klasycznym problemem krzywizny 
Kr obrazów okręgu |z{ s r przez funkoje f(z) danej klasy. Problemem 
krzywizny - ohodzi tu o jej dolne i górne oszacowania, zajmowano 
Bię Jeszoze w poozątkaoh lat dwudziestyoh. Mianowioie w 1921 r»



Biebierbach [2j otrzymał oszacowania krzywizny Kr w klapie S. 
Oszacowania te nie były jednak ostre. Długo czyniono usilne 
próby polepszenia wyniku Bieberbaoha leoz bez rezultatu. Lata 
pięćdziesiąte są w zasadzie początkiem systematycznych badań % 
tego zakresu w klasie S i Jej podklasach. W roku 1951 Mironisz- 
ozenko [lo] otrzymał ostre dolne oszacowanie krzywizny Kr w kla
sie S leoz tylko w pierścieniu 2 - -/5T-g |z|<1. w roku 1952 
Zmorowioz [14] uzyskuje ostre osozaoowania krzywizny Kr w klasie 
funkcji S°(k), S°- (2.l) rozdz.I i^T° - (3.1) rozdz.I. W tym 
samym roku Basylewicz [i] znajduje ostre oszaoowanla krzywizny 
Kr w klasie S . V/ roku 1955 Korycki [©] rozwiązuje problem krzy
wizny Kqo w klasie S^k)* K0O oznaoza krzywiznę obrazu promie
nia R przez funkcję f(z) danej klasy. R =» (z: z =  relc°J- , 
gdzie 0 < r < 1 ,  zaś 0O , O eo <2j[ Jest dowolną ustaloną liozbą, 
Koryoki [8] otrzymuje także oszacowania krzywiony Kr w klasach 
funkoji A i B, Ponieważ funkcje klas S (k), S(£) i^(k) można 
aproksymować odpowiednio funkojami rodzin A i B, więc w szcze
gólności wyniki otrzymare woześniej przez Zmorowicza i Bazyle- 
Wicza odnośnie klas V ° , S(k) i S(k) przenoszą się bez zmian 
na klasy A i B.
Ponadto w roku 1957 Korycki [9] uzyskuje ostre oszacov;anie od_* i
góry krzywizny Kr w klasie JjCk) • W roku 1960 w pracy [7] Koryc
ki uogólnia słuszność tego ostatniego wyniku na klasę 5J(k), 
oraz uzupełnia wspomniany tu Już wynik Mironiszczeiiki ra całe 
koło K* W 1965 r* Zmorowicz [l®J uzyskuje ostre oszacowanie krzy-

.V.
wizny Kr od góry w klasie funkoji S0<(fc) .

W tym samym roku Erroohl [4] rozwiązuje problem krzywizn 
Kr i K©0 w klasie funkoji . Wielu innych mat'patyków rajaowało



się i aktualnie zajmuj© tym zagadnieniem. W roku 1970 W .Janowski 
[ft] otrzymuje dokładne oszaoowania krzywizn Kr 1 Kq 0 w klasach 
R(M) 1 Rm .

W rozdziale pierwszym niniejszej praoy otrzymuję dokładne 
oaźaoowanla z góry* i z dołu krzywizny Kr w klasie funkcji 
^ w y p u k ł y c h  Sę^ , (2 ,3 ) rozdz.l. Dolne oszaoowanle krzywizny Kr 
w tej klasie uzyskał na Innej drodze w 1970 r. Eenigenburg [3 ]. 
Ponadto rozwiązuję problem krzywizny Kr w klasie funkoji £2°, 
(3.3) rozdz.l, W rozważaniach stosuję metodę Zmorowioza [14]. 
Przedmiotem badań drugiego rozdziału jest promień fi -wypukłośoi 
((t.1) rozdz .Ii) klasy ^ . Problem wyznaczenia procilenia wypuk
łości rodziny S został rozwiązany przez Nevanllnnę ̂ ] w 1919 r. 
Udowodnił on mianowioie, że r . 0P S - promień wypukłości rodziny s 
wyraża się wzorem r.c.S *=• 2 — VlT .
Odpowiednia funkoja esktremalna należy do rodziny S* , więc 
r.o.S*= 2 - -Jz' .
Analogiczny problem dla rodziny rozwiązał Gołtizin [5] 1 otrzy

mał, że r.o.2 =  1 , 7 8 ...... Odpowiednia funkcja ekstremalna
nie należy do rodziny jp*. Dla tej klasy funkcji zagadnienie 

rozwiązał Robertson [1 3] i otrzymał, że r.c. .
Wyznaczenie r . 0 , zapoczątkował Robertson (c/ s Jj2] , a 
rozwiązał kompletnie to zagadnienie dla każdego ot , 0 6oC<1 
Zmorowicz [15] , który wyznaczył również r.o.S^ dla każdego
o (, 0 ^ 0(0 , [1 5 ] .
W tej częśoi praoy w oparciu o wyniki prawy Zroorowicza pj 5] , wy- 

«naozojn promień j3 -wypukłości rodziny jp*, 0 *=cX £ oćo, gdzie o( 0 ̂c*
Jest pewną liczbą z przedziału (o,l).



fi o z 4 ’i i « t I 
, Oszaoowanle krzywizny Kr w klasaoh funkoji Sof i
§ 1 • prowadzenie

Wiele ważnyoh podklae funkcji klasy S mo&na określić za po- 
mooą wzorów strukturalnyoh. Są one postaoi

fCz) «= C^(z,ji(e)) f (1,1)
gdzie <̂ > Jest pewną funkcją dwóch zmiennych, ̂ i(©)c M , H-rodzi- 

na funkoji niemałe Jąoych w przedziale ,7T> z unormowaniem
C-J) ) «  ̂ lC-JT + o) , î(JI ) -  1. (1 .8)

Opierając się na tym przedstawieniu można dowolny rzeozywisty 
funkojonał J(f(z)),Cz€ K, f € T, T - ustalona podklasa rodziny 3 
funkoji (t.O) zastąpić pewnym funkcjonałem rzeczywistym:

J ^ C e ) )  , (t.3)
określonym na rodzinie M , Dzięki temu problem wariacyjny w kla
sie (1.1) sprowadza się do pewnego problemu wariacyjnego w ro-

' ̂
■dżinie M, W rodzinie M istnieją funkoje nieciągłe, wobeo ezego 
klasyczny rachunek wariacyjny nie stanowi na ogół właściwej me
tody badań zagadnień ekstremalnych w klasaoh funkoji przedsta
wi alny oh wzorami strukturalnymi
£o dość szerokiej klasy funkcjonałów (ł.3) stosuje się metoda

* . i ’ 1

wprowadzona przez Zmorowioza - I tak, nie oh funkojonał jCp) 
ma następująoe własności:

£ Ty) *  jfyx) + + £2b(ji^} j € )  0*4)
d a  dowolnej funkoji ]}(■©) o wahaniu ograniczonym m przedziale

3 JT} » 5F
~  Ji'(®) d^Ce) « ij * '(.Ul)

gdzie r j e )  Jest l^nkoją rzeczywistą smleemej <9 w  przedziale
Jr



(-Tl ,JI> zależną próoz togo ©d wyboru funkcji p. - ^i(e) ro
dziny M leoz ta sama dla dwóoh funkoji równoważnyoh rodziny W.
Jeżeli V * r  n(a)<U 1 fg| < V  ,

-jr<e k JT/

gdzie U i V są dostatecznie małymi liczbami dodatnimi, to 
| B( j i  , i ) i £ )1 < B Q » Bq jest absolutną stałą dodatnią,

Nieoh A  J( p) s J( jx+ E t)) - J(
oraz <f J( /i) s €A( jł, 9) • ( 1 .6)

Z (1.4) wynika, że jeżeli A( ^  0, to
sqn A  J(j\) * *<jn J(/x) dla E o dostatecznie małym module* 
Jeżeli zatem /*o(0) jest funkcją ekstremalną, tzn. taką, że 
A  J( => 0 lub A  J( |i0) -£0 to A( r 0. JC^u) mz,Y~
wamy wnrjaoją funkojonału J( p ) ,

Następnie w oyt.ov;uneJ praoy (14 '/.morowioz formułuje 1 udowcri- 
nia dwa następująoe twierdzenia;

Twierdzenie (A). Jeżeli dla każdej funkcji fM funkcja
F (0) jest oiągła w przedziale i śoi le monoto Uznar
w dostatecznie CHłym lewo lub prHWo-atronrmu otoczeniu Każdego 
punktu 0, Gf <'-JT tjl) , to funkoja ekstremalna ^ o(0) wx '] > r -m 
funkojonału J( j a )  jest nieciągła w każdym punkcie jej w: ro ;u.

Punkt ©.j nazywamy punktem wzrostu funkoj i jxi}(©), JeśJ i dla 
dowolnego 6 > 0 istnieje takie 6? , gdzie -ii st 0*<6^<7r,
U <6^- 6, « f  , że /i0(er) < / 0(&B).

Twierdzenie (B). Jeżeli 6' jest punktem nieoią • U JoJ f uikoji 
ekstremalnej >*o(0) wzglądem funkojonału J( ̂ 1), to J? (o) o dą- 
ga ekstremum „(absolutne) w punkcie 0'. Ponadto, Jeżeli 6 " ,



0" ^  e; są punktami nieoiągłośoi funkoji (6), to

* F/k0(°")9

Wniosek. Funkoja ekstremalna J*0(Q) Jest funkoją sohodkową
• liozble skoków niewiększej niż liozba punktów ekstremalny oh 
funkoji F (©), 0 € (-JI ,JI y , dla każdego u £ M.
W powyższym przez ekstremum rozumie się stale maksimum albo 
stale minimum.

§ 2. OszacowanieJtoz£wizn£_Kr_w_kląBie_Sof

Nieoh S° oznacza podklasę S funkoji wypukłych t.j. edwzoro** 
wująoyoh koło K na obszary wypukłe. Wiadomo, że f(z)cs° wtedy
i tylko wtedy, gdy

Zr - 2 -^logCe1*- 3 )d/i(t) 
f(z) r J e * 3 (2 .1 )

o
dla pewnej funkoji /̂u(t) e M.
Dla dowolnego ustalonego ot , 0 ±o( <1, oznaozmy przez sS 
podklasę rodziny S utworzoną z funkoji f(z) takioh, że

yi A*/ \
Ro(l + -— „— c( dla każdego * € K. 

f'(z)
Ponieważ f(z) € S° wtedy i tylko wtady, gdy Re(l + *L£liił) > 0

t'( z)
*

dla każdego z e K, więo S* C S 0 dla każdeg* € <0 ,1 ).
Wreszoia, nieoh V  będzie rodziną funkoji p(z) holoiuorf ioznyoh 
w kole K i takioh, że

p(0) r i oraz Re p(z)>  0 dla z € K (2 .2)



Łatwo ■twierdzić, że f « sj? wtedy i tylke wtedy, gdy

1 +  L l l l 5 ł _  = PU )
O - ° 0  t'<*)

dla pewnej funkoji p(z) £ 8* •
A więc

T\
i + L/1'llł----  r f ! ± J L S l _  d *(t) . ,.(»)« u.

(1 -o<) f'(z) 1- * e~u
Zatem

L C < S >  , f S - Ą -  M ( t > .
f'(z) 1-* e

Stąd J

f(.) = J  -!l0‘( , U -3)a^ ‘) ii
O

Niech x, z ̂  O, będzie dowolnym ustalonym punktem koła K* 
Przyjmijmy * s r e , r>0, O ^  2Jf i ©znaozmy przes

) krzywiznę obrazu okręgu- fzj r * w punkoie w • f(r e*^), 
gdzie f(z) € Sof* Wiadomo, że

B,(,+ Ł S Z i z i  )
Kr( ^ >  = ------- Llll---- , i , r

|z f'<.z)|

Nie ograniczająo ogólnośoi rozważali można przyjąć 0, bowiem
gdy f(z) c to również e iJt f(e"1^  *) e S <5 dla dowolnego
rzeczywistego #  . Oznaczając więo dla każdego przez
Kr , mamy .

R.C1+ ~ V -̂ )
---------------------. U .4)

(2.3)



Na mooy wzoru (2.3) otrzymujemy
; f

|f'Cr)| = e“Cl” °<)-)J7 lo« ^ * 2r °®»t + rBh  t)

•raz jr (2 .5)
1 + Re r f ro<008 t +(2<*~l) r2 , x

~ J ------'------?— — ----- * >*(t) .f Cr) 1 - 2 r cos t + r2
Stąd wobao (2.4) i (2.5) dostaniemy 

J l  *

Kr 1 fP(t) ... ( i - * ) /  log F(t)d
= ? J R t J  d ^ Ct)- * *  .

-Ti
gdzie

P(t) = 1 - 2 r aoat + (2 o<- l)r2t
F(t) s 1 - 2 r oost + r* . (2*17'

Dla dowolnyon ustalonych r t . O f o , ^  or,2 r> 0 < p < , m .
ważajmy funkcjonał K ^ . r t r  określony na rodzinie a, t.«. 
funkojonajc

J
(l-«*> / log F(t)d u(t) i , V

J(n) s « J  • I K t )  „ , sr J jfJT a )> <») (2.8)
-/7

Ni0oii 9 (t) będzie funicoją taką, że ja£t)* .€ y (t) * M aia £
o dostateoznie ma<tym module.
Wówczas na mooy (1 .4) 1 ( i . s )  po uwzględnieniu równości

Jl

(l-°0/log F(t)d I) (t) I

* jl = log F(t)dJ? (t)+0(£*)
otrzymamy >7

j\ ji
lo*F(t)dn(t) r

A ^ . i ^ r e  *  7 J
-Jl

Stąd

( 1 ~°0( 7^j^£^d^( t))l0gy(_ dł̂ ( t)



J l.g F(t)ai)(t)
V t)= •

/f

Ci— oc/Kij dji(t))logF(t)+
Jf

gdzie P(t) i F(t) określone są przez (2.7).

Aby wyznaczyć ekstrema funkcjonału J( ;jl) należy przede wnzyst- 
Jcim* opierająo się na wniosku z twierdzenia B* znaleźć punkty 
w któryoh funkcja F (t) osiąga ekstrema w przedziale (-JF, •/*

Lemat 1. Funkcja F^(t), t ̂ Jt , osiąga minimum w punkfca^
*1 * ®» *2 *dzio dt © «ą pierwiastkami równania A . N(t),r
a maksimum - w punktaoh t a O i t r Jl •3 *

Dowód. Różniozkując funkoję F (t) względem t otrzymamy
r

3̂ ( t ) r r ^ t)) “  («*P [d-oO JlogF(t)d /*(t)J ) p /1-N(t)j , (2.9) 

gdzie jj
1-r2A a f  d u(t) , N(t) = 

P J FCt) r F(t) .
-Jf

Funkoja F (t) osiąga ekstremum w punkcie t a t* » gdzie t* = 0,
** _  ' yt =sjI lub t jest pierwiastkiem równania

A^ - N(t) a 0 (2 .10)

o niewiadomej t, ~JF< t î JT .

Nieoh f(x) r p(ftr0 ooa , 1 £  x £  1.
F(aro cos x)

Łatwo sprawdzić# że f(x) jest funkoją rosnąoą, wobeo ozego

więo
f(-l)*£ A^ ^  f(l) ,

A - N(0) £ f ( l )  - N(0)
Z1



Ponleważ
2 c<rI V. w  - IN̂ O; - -

Zatem

f(l) - N(o) r - — °LL- < 0  ,
% - r

A - N(o) ^  0,
f

Wobeo (2.9) otrzymujemy stąd, że F (t) osiąga w punkoie t* * 0 
maksimum*

Nie oh t* = JT 
więo

- N(Ji ) fef(l) - N(Ji ) e L £ f L >  o  .
1 + r

Zatem F (t) osiąga w punkoie V* ejf maksimum.r
Równanie (2.10) ma dokładnie dwa pierwiastki w przedziale 
(-JI , Jl) • Istotnie* stwierdzamy najpierw, że funkcja N(t) 
jest ćoiśle malejąoa w przedziale <0,J|> , a następnie, te 

N(t) r N(J> ) ć A  ^  max N(t) - Kl(o)

Zatem Istnieje dokładnie jeden punkt ©, 0e(O,ii) taki, że 
N(6) « A i w konsekwencji A —  N(t)<0 dla t<0 oraz

^(t)>0 dla t > ©, t « (0, jT). Wobeo (2*9) otrzymujemy za
tem, że funkoja F (t) osiąga w punkcie t = © minimum, więor
FuCt) osiąga w punkoie t = » © również minimum*
r
Tym samym lemat I został udowodniony*

W myśl lematu 1 funkoja F (t) osiąga w dwóch punktach maksimum, 
więo na mocy wniosku » twierdzenia B, funkoja ̂ o(t) dla której 
funkcjonał j( osiąga maximum Jest funkcją sohodkową o 00 

najwyżej dwóch skokaoh.
Analogioznie, funkoja ̂ ( t )  odpowladająoa minimum J( ;i) ma 00 

najwyżej dwa skoki*



Zajmiemy się obecnie wyznaczeniom maksimum funkojonału j(|i). 
Zauważmy najpierw, że funkoja jw^t) jest postaol

) i c(t) V
O gdy -Jl ̂  t < O
^  " 0 ^  t<5ł 

" t *)F ,
bowiem ma ona oo najwyżej dwa skoki.
Następnie, wobeo (fi.11), (2.7) 1 (2.8) mleć będziemy
j(p0) = j(r ,o< tX ) =

__ |~4(l-o<)r + 1+2o<r+(2o<-l)rg 
L 1-r2 (1+r)2

( 2  ,11)

'1+p / i(2 J2)

0 < r < 1 ,  OasfoCO, 0 «£ A. 1 •

Lemat 2. Nieoh

a = A(r.oO -  log
1 - r  1+r

B *  B ( r , o C )  as +  r  1 + ( 2 o ( - 1  )r 1 log1 ~r L J 1+r
(£.13)

oraz

s» -------- rr f -  +2o< +(2oC-l)r 1 1 = £ ______ 1
J U r  B(1~<oOlog l a1+r

15 1+i
(2.14)

dla 0 < r < 1  , 0 ̂  o( <1,
Jeżeli <p(riO<) ^  1, tp

mar jr(r,o<,X) — J(r,o<, 1) , 
gdy zaś <p(r,°0<1, wówozas

maje j ( r , o < , X ) »  j ( r #o< ,<p(r ,Ot))  .



Dowód. Bóżniozkująo funkoję J ( r » o ( ,X )  względem X otrzy
mamy 2Cl-cx)+1 „ e(i-«)A 
*CCr.o(,A) « 2(1-«0<1+r) (!=£_) (AA.+ B).

2 (2 .17) wynika bezpośrednio, że A(r,<*)<0 dla każdego
o <:r <1, o o< <1 •
Mamy następnie BCr,0*)̂ - 0 dla każdego o<r<1, 0 i  c * d .  
Istotnie, wobeo

B' (r ,©<) r -^L.. 3.-2of'f (g<*-l)r + (20< .-j) log W  
r 1 -r 1 - r  1+r

oraz

B " (r.o<) .  6(l-°Uo<» ł  rs)/ / __ w . __— ----------- ---- >  O
(1-r) (1-r2)rr

^ z uwagi na równość
B' (0,o() r 0 
V

otrzymujemy, że B(ri°0 jest funkoją rosnąoą zmiennej r, zatem 
B(r,o<)> o, bowiem B(0 , <=0 - o,
2 powyższego wynika, że jeżeli ^ ( r , ^ )  ^  1, to

, A ) ^  0 dla o < r  <1> 0 ̂  crf <1, o i  X  , gdy 
Zaś *}P(r »°0 <1 , wówozas J{(r ,c* ,x) i  O dla
o < r  < 1 , o -:©<^ 1, o < X  —  ‘P C r , ^ )  oraz 
Jx(r,©< , X-) 6 0 dla o <r <1, o ś  o< <1, (rjOĆ) ̂  ^  1 •
Tym samym lemat 2 został udowodniony.

Lemat 3. Jeżeli o £:©< £  £ 1 to 0 <<p(r ,cx ) -c *r dla każdego 
**» o er <1.

Dowód. Przyjmijmy
1 +rt = log --- t o < t <1 •1*rr



rznaozając stąd r i podstawiając do (2.14) otrzymujemy

1 -  1 _  Q(
2t aSt.t ^ 7 7

f K  r , o ( ) = Y ( t , o ( ) .  ---------- ---------  *1 .. oC
^ ^  <1, o < t <  oo •
rkażemy, że "'/'(t.oO Jest funkcją ściśle malejącą zmiennej t, 
< t < o o  oraz, że

(2.15)
Tym samym udowodnimy tezę lematu 3.

Lech
u(t) =  1 ( ^  + - ^ 1^ — ) ,  o c t c o o  .

Różniczlcująo funkoję ̂ pCt.oC) względem t otrzymamy

Cł-c*)y;ct,°0 =  -^? + S SEI o 5

i  * 2 t  t
^ ---2 + 1 — §-- 5 =  u(t)

2t Ce -1 ) 2 Ce +l)
Bfliy następnie

uCt) =  - ^ 1
j 2t2Cet+e_t-2)
4zie VCt) .  t2+2-et-e't .
L * * . n
Ponieważ V(t) —  2t *• e* + e~ oraz V  (t) s g ««e*~ e~ <0,
atem wobec V(o) » 0 i V(o) = 0 wnioskujemy,
$e V ( t) < 0 ,  a więo u(t)<0. W takim razie "^(tjOO Jest funkc-

» '  >

** ściśle malejąoą zmiennej t. 
równość (??. 15) wynika z faktu, że

lim^y/Ct,**) = - oraz lim Y(t,o<) = 0.
t-*-O0



Leiaat 4. Nie oh

^  (r) l £ £ _____ 1--------- ---- o < r <  1, (2 .1P.)
(Ur)log

oraz <p(r,oO będzie określone wssorem (£.14).
Jeżeli (r), to 0 <  ?>(r .<* ) < 1 ,M
jeżeli zaś 0<(r) i  o< wówczas <p(r,oO ^  1.

Dowód. Zauważmy najpierw, że <p(r,oO Jest fuukoją rosn^oą 
zmiennej , o £  <1 •
Przy ozym

1°  0<<p(r, 0 ) < £
2° <p(r, 1) s c O  .

Zatem istnieje dokładnie jedno rozwiązanie o ( Q r: 0( c( r) r^-Ma- 
nia <p(r,°0 = 1 o niewiadome j c* , przy ozym o< q c ̂  (r), 
gdzie °^(r) jest określone wzorem (2.24).
Z lematu 3 wynika, że of(r)>~.2
Ponieważ Cp(r,^(r)) e 1 
więo

cp ( r , o < ) <  i gdy l c o ( < 0 ^(r)
w

oraz
ęp (v  t ©<) ̂  1 gdy (r) i  0( <i.

Co kończy dowód lematu 4.
Jako wniosek z lematów 2, 3 i 4 mamy

Lemat 5. Nieoh <jP(r,°Oi JCrjC*,^) 1 Ctf(r) będą określone 
wzorami (2.14) (2.12) i (2.16).
Jeżeli 0 O  1 t to



mag j(r,o(,X) e J(r,o<,<p(r*oO),O-P-41
gdy ~  <ę A  <1 , wówczas

max J(r,o<,X) =  o,A<i
J(r»o< ,<p(r,o<)), o ile <o<(r)

J(r,o<, 1) , o ileOĆ(r) s£ oć <  1.
£rzy tym, wobea (2*12) i (2.14) jest

JCr,o(,cp(rłc^))s 2r

(1 -r2) log 1±Ł 1-r

[l-fr(l-2<
(l+rd ^  
1-r

-2o()r2
log "T+r

JCrj0<t D  =
(1-r)*4 1

Twierdzenie 1. Nieok < p ( r , o ( ) i 0((r) będą określone odpo
wiednio wzorami (2.14) i (2.16) oraz So»° będzie rodziną funkoji 
£(z) postaci (2.3)• Nieoh ponadto Kr oznaoza kres górny krzywiz
ny obrazu okręgu |z| * r, o < r < 1 ,  t odwzorowaniu w =  f(z),
t ( z ) e s j .

Jeżeli o ~ s to

Kr ss» / * >«2*> 1~Kt(1-r ) log —
CliE)

1+(1-goOra
2r _  1

lo® £1"
,2s°<, _  1+r 1-r' 

-r
(2.17)

4
jeśli zaś <C1» wówczas

(li2) M - r y

1i(l-2Q()r8
2r

(l-r2f l o g  \1+r-r

1®S 
* gdy ' (2.18)

1- (2°^-1 )r 
r(l-r)2c*~1 « «dyof(r) «so< < 1



Oszaoowanla (g.17) i (2 .1 8) są ontre•
Znak równości w (2.1 7 ) 1 (2.18) ma mlejeoa . punkole * * r .ivS1,
o , odpowiednio dla funkoji

^ (z) r e ^ ( e  z), jeżeli o 3: ̂ ^ ^ ( r ) ,  (*> ^gj
** 1 \> i ̂
* (z) = O f2^e z)» jeżeli 0<(r) ^ o ( < i t (2 .20)
gdzie

z
f i(z) r f ------li_____________________<r)(  . X

J i u i p t ' 1* ? ~ * y  f  (r,° °

oraz „ t . .2<*-1
tAz) . 1

8°<- 1

Dowód, Nierówności (8.17) i (2 .1«) wynikają bezpośrednio 
Z (2 .q), (2.8),(2.12) i lematu 5.
Na mooy wzorów (2 .2), (2.11), (2.12) oraz lematów 2,3,4 otrzy
mujemy, że funkcje ekstremalne w oszaoowaniaoh (2 .1 7 ) I (2.10)
są odpowiednio postaol (2.19) i (2.2l>). Co korfozy dowód twier
dzenia 1 .

Mini urna funkojonału J T/i) określonego wzorem (2.a) wyznaozymy 
analogioznie Jak maksimum tego funkcjonału. Wobeo lematu 1 i 
Wnic :ku z twierdzenia B funkcja ^ 0(t) dla której funkcjonał 
J( /*) osiąga minimum Jest postaci

0 gdy -3T 3gj t < -  ©
A gay - « ź t  <  e (3>21)
1 gdy 6 £  t ś  Jf

Mo(t) =

lemat 6. Niech o <r <1. 0 ±ot <  1, wówozas



P 1 -
min J( /i) s J( pQ) r (1 -r ) . (2 .22)

Dowód. Wobeo (2.21), (2,?) i (2.8) otrzymujemy

j( ̂  ) r , (2.23)
r  [?(«)] 

gdzie 6 Jest pierwiastkiem równania (2.10), dla
/i(t) s >*0(t). Wobeo (2.7) i (2.21) z równania (2 .1 0) 

Otrzymujemy łatwo 0 r aro cos r» a następnie w/,ór (

Twierdzenie 2. IMieoh S cy będzie rodziną funkcji postaoi 
(2.3 ) i nisoh Kr oznacza kres dolny krzywizny obrazu okręgu 
|z| z r, w odwzorowaniu w = f(z), f(z>€SotC, wówozas

—  Kr , gdzie o < r < 1 ,  o £  c/<1 (2.24)r
Oszacowanie (2.24) Jest ostre. Pówneść w (2.24) zachodzi w 
punkcie z e r e , 0  6 2iT dla funkoji

ł 15 ..if (z.) r e1 f(.ze 1 ' ; , (g.f:rj>
gdzie

z

f ( z )  = 0 - 3 .“ ^ r ^ s r r

o f x  ^ 1, 0 r ar° 008 r •

Dowód. Wobeo (2 .fi), (2 .8) i lerru tu 6 natychmiast dost^.j^my 
nierówność (2.24). Z (2.21),(2 *22>, (a .5 3) oraz (2 .3 ) wynika, 
że funkcja ekstremalna jest postaci (2.25).

Tyra. samym twierdzenie 2 zostało udowodnione.



S 3* O szacowanie _^z^wizn^_Kr_'w_kląsią

Niech JET oznacza klasę funkcji <̂ >(z) r z+ aQ + _JL + ... 
|sł|> 1, holomorficzny oh i Jednoligtnycb.

Zaś JST"’0 oznaczmy podklasę rodziny otworzoną z funkoji 
wypukłych <̂ >(z) ( t.zn. odwzorowuj ąoy oh koło |z|>1 na ob
szary, któi*yeh dopełniania są zbiorami wypukłymispełniają- 
nyoh warunek

//
z <*(z>(1 ł - . i- ) >  0, |z| >  1.
cp {z) )

Niech $ U )  bidzie dowolni) funkcją klasy Y~,° 1 zq dowolnym 
ustalonym punictera koła |z| >  1 . Wiadomo [14], te ma miejsce 
następujący wzór strukturalny

logO- —  ) d u(9>
dj , (3.1)

zo

gdzie ^j(g ) jest nieniale jącą funko ją w przedziale ^-JT >.>0
2 unormowaniem Jf

/ i ( - J l )  = ;i(-Jł I-O), u(,JT) « 1, / e l8 dyi(e) r  0. (3.2)
-7/

Rodzinę waaystkioh funkoji u(9) spełniających warunki ( 3 .2) 

oznaczać będzieny M* , oczywiśoie M* C M - M rodzina funkoji 
Ji(6) określona w (1.2).
Przez JL^* ° ~  o/<1 °znaozray podklasę funkcji <^>(z) rodzi- 

cO y y  , spełni-jąoyoh warunek

Re (1 + ^  ) >  0< , >  1.

Podobnie jak ula funkcji klasy S ^ °  otrzymujemy wzór struktu-



rainy w rodzinieJJT®, analogiczny do wzoru .1). 
Jeat on postaci

ji ie

$c»> = w 0 + j , f
zo <13 » Cs.3)

«dzJe ^(0) €M.

Njeoix z, |z|>1, będzie dowolnym ustalonym punktem. PrzylmlJ-
m i^ y z = r e , r > 1, 0 ̂  3 Jł 1 oznaczmy przez Kr(\9) 
krzywiznę obrazu okręgu |z|*r w punkcie w (
Stale £ .(a)f v c .

* M
f r 1

KrC$) =  : *—  » z * r©1^  ( ^ 4 )
2 1

^le ograniczając ogólności rozważań można przyjęć 0, bo 
*raz z furjccją ^Cz)f^J^» również funkcja e4 *c5(e“* z) C V 10
o Jest dowolną liczbą rzeczywistą.
Oznaczając więo KrCo) -Kr, na mocy wzorów (3.3) 1 (3.4) ma/ny 

jr

f i

Kr s  ' C3.S5;
re

ty

f d/l

gdzie P * F(0) = 1 —  2 « R  g o s e - (J2<y-1 )rR,
F *» FCO) » 1 - 2R 003 e + R?, (3ł6)
R - ~ a ̂ i(0)

Rozważmy funkcjonał j(u)
rł

j(̂ l) as r Ki' =r"i!--  --------- , (3.7)
exp [(1-0*.) y ios jr d̂ j



gdzie ju przebiega rodzinę U * r» r >  1 i o( , o s£ C<<1 t *
aą dowolnymi ustalonymi liczbami.
Z definioji rodziny M *  wynika bezpośrednio, że zagadnienie 
poszukiwania ekstremum funkojonału J( ja) w rodzinie M *  Jest 
równoważne zagadnieniu o wyznaczaniu ekstremum tego funkcjona
łu w rodzinie M przy warunkaoh pobooznyohs 

J  J>
J  oos © d ^  ■ 0 » J Sin H j u  s 0, (3.8)

Przyjmijmy
^  M Ti
J( ̂ i) r J(yi) + C| J oos © d ji + Cg /  sin © d , (3.9)

-J ->/

gdzie o^, Cg są dowolnymi liozbami rzeożywistymi*
Aby wyznaozyć ekstremum funkcjonału 7(yu) zastosujemy metodę 
przedstawioną » ( 1 pracy.
Na mooy (1.4), (1.5), (1.6) i (3.7) znajdziemy wariaoję
funkojonału (3.9).

Ji

cffc^) = /j^u l0® f]+ C1 oos ©+ Cg sin ©| d 9 (3.10)

Wobec (3.10)?(1.5) I (1.6)

1^(0) r ĵ | + (1- )Au log jfj + ct oos © + Og sin © , (3.11)

r 1 J
0 = . (1- V l O 8 F M > 0 ,  0

Aby znaleać ekstremum funkojonału J ( ji) należy wobeo wniosku
2 twierdzenia B znaleźć punkty, w któryoh funkoja F (e) osiąga 
ekstrema w przedziale ( -)? , JI > • Wykażemy, że funko ja ^(e) 
ma ekstrema najwyżej w oztereoU punktaoh przedziału ( ,ji> .



Lemat 7. Nieoh

P(6> = ii + F - 3 - 0 0 4 * ®  . (3-12)r
6dzie C, D są dowolno liozby rzeczywiste, A jest dowolną 
liczbą dodatnią, funkoja F = F(e) Jest określona wzorem (3.6) 
Wówczas równanie

p(©) * 0 (3.13)
na najwyżej trzy pierwiastki w przedziale (0,ji ).

Dowód. Różniozitująo (3 .12) względem 6 mamy

P'Ce) • l -ŚL  . ,  (e) . (3<14)
sin ©

gdzie , (e) = sin* e ( ^  - S_ . (3<15)

Ponieważ - —  - <  0 w przedziale (0,3? ), wystarozy zbadać 
sin ©

funkoję q (©) w tym przedziale.
Rozpatrzmy najpierw funkoję q (e) w przedziale (0, J,/2).
Po zróżniczkowaniu (3.15) względem 6 otrzymamy

q'(e) = 3 sin2 e oos 8 - i B ,in8 e). (3 .ie)

g
Wobeo (3.6) mamy oos 6 r ~ ,2R
Stąd wyrażenie w nawiasie (3.16) przyjmie postać •

I D  ■ <3-17>

gdzie H U )  . 6(1-R2)2 + 2 A(l-fis)2 - « (1 +R2) I-A(l+R2)r2-Ajr3, 
Q,(F) * 6 R(3 + AF) >  0. (3.18)



2 (3.18) mamy
H "(F )  « - 2 A(1 + R'~ ł 3 F) , (3.19)

Funkoja F r F(6) jest rosnąca względem zmiennej 6 w  prze
dziale (0, ^/2> , F(o) = (1-R)P , F(^) r 1 + R2 .

Webeo (3.19) funkcja H /'(F) jest malejąoa względem zmiennej
I oraz H"[(1-R)£ | « - 2A [l+R2+3( 1-R)?j <  0 .

r JZatem H(F) jsst fumtcją wypukłą w przedziale <(1-R) ‘ 1 1+R > . 
Ponieważ
H(F(o))» h[(1-R)2J =(1~R2) [ 12R+2A( 1-R; ) 2 ] + 2 AR(1~.. )4 > 0 i 

H(F(4")) - H(l+I<r ) s ~ CR2 [ 3 + (1+R"') a] ^  O, więc funkcjaCj

&(F(d)) przyjmuje wartość zero dokładnie w jednym punkcie 
e|€ (0, ).
Stąd i wobec (3.16), (5.17) i (3 .18) wynika 

q'(u) > O gdy 0 <6 < 6
1 (3 .20 )

q'(©) < 0 giy 6j< 0< |L •
a■
 ̂2auw .'.my następnie, że q(e) jest funkcją malejąoą w przedzia
le /{} , 7T ). ponieważ sin 6 i — —  09 funkojami

2 f ‘(©) F^e)
Malejącymi i dodatnimi w tym przedziale.
Wobeo powyższego i na mocy (3.20) funkcja q(6) jest rosnąca 
w przedziale (0, 6-j) i malejąoa w przedziale (0.. > j| a zatem 
Przyjmuje wartość zero najwyżej w dwóch punktuoh przedziału 
(O, Jl ). st d wobec (3.14.) p^(^) ma najwyżej dwa pierwiastki 
w przedziale (0, Tl ), a wlęo p(©) ma najwyżej trzy pierwiast
ki w tym przedziale, co je.st tezą lematu 7.

Lemat 8. Nie on P(<0 dane będzie wzorem ( 3



1°« Jeśli D > 0 ,  to równanie (3.13) ma dokładnie jeden pier
wiastek w przedziale ( -J , o)•

2°. Jeśli D<0, to równanie (3.13) ma dokładnie Jeden pier
wiastek w przedziale (0,jf).

Dowód. Jeżeli D>0, to wobeo (3.14) i (3.15) p(e)<0 w prze
dziale ( -Jl » O), a stąd wynika 1°.
Jeśli zaś D < 0, to p'> 0 w przedziale (0,J| ), a zatem ma miej- 
BOe 2°.

Lemat 9. Jeżeli Fu(©) jest określone wzorem (3.11 ), wówazas
r

tównanie
f' (e) *» o (3 .2 1 )
/*

&a 00 najwyżej cztery pierwiastki w przedziale ( .

Dowód. Różniozkująo funkoję F (©) względem 8 otrzymamy
r

''/SU -2(1-<*)R(1-K2)C^ sin Q “°1 sln e+C2 003
(3.22)

beteli C2 ■ 0, to równanie (3.21) wobeo (3.22) przyjmie postać

- 2 (1-C*)R(1«*2) sin © j"!^ + |  - cj - 0 , (3 .2 3)

Sdzie A ss — 'y 0 , C • ....... . .1-P? / 2 (1 - o() R( 1 -R2 ) C
Jr

Równanie (3.23) ma pierwiastki ©1 - 0 , ©2 - Ji .

Ponieważ funkoja — •+ j  - 0 jest roanąoa w przedziale (0,71 )

1 malejąca w przedziale ( -Jf, 0), więo przyjmuje wartość zero



ajwyżej w dwóoh punktaoh przedziału ( ~J| , JT). A. więc równa
no (3.21) ma najwyżej oztery pierwiastki. Jeżeli Cg ̂  o, to 
•auważmy najpierw, że 9 będąoe pierwiastkiem równania sin 0 =  0 

jest rozwiązaniem (3.21)«
^tem równanie (3.21) przyjmie równoważną postać

!_ + A ■* O - D otg 0 ^ 0  , (3.24)
Q

Kflzie A., C Jest określone w (3.23), D - --- 2---------- ^  o.2(l-oOR(l-R2)n

^uważmy, że równanie (3.24) spełnia założenia lematów 7 i 8.
^  mooy tyoh lematów natyołuraiast otrzymujemy, że równanie (3.24 
P* najwyżej oztery pierwiastki w przedziale ( -J| , Jl> • Tym 
Samym udowodniliśmy lemat 9.
^ myśl lematu 9 funkoja F^(G) osiąga ekstrema najwyżej w ozte- 
■t>Qoh punktaoh przedziału ( -Jl ,JI> , więo wobeo wniosku z twier
dzenia B, funkoja ekstremalna î0(t) dla której funkojonał J( yi) 
°3iąga minimum i maksimum jest sohodkowa o nie więoej niż dwóoh 
®kokaoh. Z drugiej strony wobeo (3.8) wnioskujemy, że funkoja 
^ 0(t) ma dokładnie dwa skoki. W przeciwnym razie e 10 n 0 dla 
$©Wnego 6, oo Jest niemożliwa. Nieoh 9 i © , fi>0, będą 
Sektami nieoiągłośoi funkcji /iQ(t), a X i 1 — X  odpowiednio 
8tokami w tych punktaoh.
^obeo (3.2) mamy

X  oos 6 + (1-X) oos (© +£) * 0 
X  sin © + (1-X) sin (© +j3) . 0 .

Stąd otrzymujemy fi * JF » a następnie X  = £ •
^tera funkoja ekstremalna Jif.( t) jest postaoi

L



-ac

s(t)

'

0 gdy -Ji ^  t < ©
1 gdy O t <  0 + $  

gdy O + 2* t i*T\ t

^aie 0 Jeat pewną liozbą z przedziału ( —  J  » 0> • 

°beo (3.25), (3.6) i (3.7) mieć będziemy
„ v x 1+2c*(1-2 oosZe t + '( 2 d - 1) R4 ^ 0) . J(R,ot, 6) e ---- *-------------- - fr y T "  ł

[(1+R2)2~ 4RZ ooeZ ej *"

1 s ~ , O C R <1, 0 £  o< <1 , r '

Lemat 10. Nieoii r > 1  * 0 ^  o « 1 ,  wówozas

(3.25)

p a  J( yu) s J( j r » » ~ tj-)
C U  3*) * - *

*** J( s J( l .o f , 0) »
i~2o ( + (aot-i) pę

! 3-<*
(1- 3 >

(3.27)

Dowód. Podstawia jąo w (3.2$) x r coa*" ®» O f  i i i  ,
^^my

») = min J(R,o<, ©) r min U(x),
^  -I<6<o (3,28)

*** J( u) - max J(R,o< * 6) s max U(xj v ' ~ -k<qso o<xśi
^Zie U(x) = S(x) • N(x),

S(x) _ 1 + aotO-frOR^* (2o(~1)R4: f n (x) s [(1*Rs )8~4R2xJ °* 1. 
(1+ b2)“ - «*ai



Łatwo stwierdzić * że funkcje Ś(x) i N(x) eą 0 atnie i rosnąoe 
w przedziale O ^  i ̂  1 » stąd tf(x) Jest funk ją rosnąoą w tym 
przedziale.
Wobeo powyższego, dla R - p

1+ 2o( + (2®<- 1) ~r
min U(x) s U(0) * --------£_____________ E—« 3 - o<

C H r

1- 2o( ^  + (2o<- 1)
max U(x) r U(l) s - ■ - ■ r----- — ------ -—  *

1 3-o<(.1- -g) r
co wobeo (3.27) i (3.28) końozy dowód lematu 10.

W ten sposób otrzymaliśmy odpowiednie wartośoi 6 dla funkcji 
ekstremalnyoh postaoi (3*20)j

6 ---Ł. dla funkoji UQ(t) odpowiadającej min J( ai),
2 (3.29)

e = 0 dla funkoji odpowladająoej max J( yu) •

o
Twierdzenie 3* NieohJT^t 0 —  K  1» będzie rodziną 

funkoji wypukłych postaoi (3.3) i nieoh Kr(\J>-) oznaoza krzy
wiznę obrazu okręgu |a| = r, r>1» w odwzorowaniu w »(£>(z),

( $ > ( z ) ę ^ )  dla z r r e1^  , 0^\9'^2j).

Wówczas
1+ 2 o( lyr + (Eo(-l) Ję 1-2o(i2+(2o<-l) K___________ £_ ^  ttt.(\>)̂  ^  r* (3.30)

e 1 \ 3“°̂  . 1 x 3 -•{r(l+ -w) r(l- -w)r*5 r
Oszacowania (3.30) są ostre* 5 wnoś6 w dolnym oszaoowaniu zaoho-



• i t t .

dzi w punkcie z r r e , O ̂  19-̂  zlf dla funkcji

* z 2 itf- ^
(£)(z) r WQ + |  (1 + V *  > ” d5 * (3 .31)

zo ^
zaś równość w górnym oszaoowaniu (3.30) zachodzi w punkoie 
Z = r 2JI dla funkoji

** ? 2ivJt l-<*
<p(z) = w0 +j (1 - ^-^p) dj . (3.32)

zo ^

Dowód. Nierówności (3.30) bezpośrednio otrzymujemy z (3.5),
(3.7) i lematu 10. Wobec (3 .3 ) oraz (3.29) łatwo wyznaczyć od
powiednie funkoje ekstremalne (3.31) i (3.32).
Twierdzenie 3 zostało udowodnione.

Uwaga I Kładąc 0( = 0 w oszacowaniu (3 .30) otrzymujemy znane 
oszacowanie krzywizny Kr (\9-) w klasie j p °  otrzymane przez 
2morowicza [14],

1 ' -  kt^ >  -  —  ^  .



R o z d z i a ł  II

0 promieniu wypukłości w pewnych klag*oh funkoji 
holoraorfloznyoh i Jednolistnych

ł 1• Sformułowanie postawionego zagadnienia.

Nieoh T będzie dowolną podklasą funkcji rodziny S oraz J3 bę- 
flaie dowolną ustaloną liozbą z przedziału 0 ^  J3 <  1.
Nie oh

r(r> = Sup [r , R. (l+ fi , |«| <  r} .

liczbę
J3 - r.c.T * inf rCf)

f € T
Nazywać będziemy promieniem fi -wypukłości rodziny T. W saozegól- 

przypadku gdy J3 53 0, otrzymujemy promień wypukłości rodziny T 
oznaozamy 0 - r.o.T - r.o.T.

u( 'iPonieważ funkoja G(z) = Re f 1+
 ̂ f (z) '

JQst ciągła względem zmiennej z oraz o(o) » 1>j3 , zatem tak 
°kreślona liczba fi - r.o.T na pewno istnieje i Jest dodatnia. 
Qfcnaozmy przez

f(z)€T
stąd promień £  - wypukłości rodziny T Jest najmniejszym dodatnim 
Pierwiastkiem równania

S2(r) -  f i  * 0 (1 .1)
Wiadomo [5] , te Jeśli f(z) € S lub f(z)€ S* to ma miej soe nastę- 
^Jąoe ostre oszaoowanie



a. (1+ s l M )  ±  Irtets! w  ,  r.
1 f (z) ' 1-r

Jeśli fCz) € sjj , 0*so< <t, to

fie  ( 1+ s l ^ I )  *  H l^ k  = Q ( r ) >  ,  r>

v t'U)' t+r
Na mooy tych oszaoowau i wobeo równania (1.1) natyohmiaot 
otrzymujemy

J 3 - r.o.S = J 3  -  r .o.S* ~ IrL lS Z iH Z . , ( 1#2)
1 +J3

J3- r . o ^ ^  = ’ ° < < J 3  (1.3)



5 2. o promieniu - wypukłości rodziny JJęt

N i e oh^^, 0 ^<*<1 oznaoza klasę funkoji f (z)= 1 +a +»„*+ ...| , z o i • *
holomorficznych i Jednolistnyoh w pierścieniu V=*{z s 0<|s| <l} 
spełniająoyoh warunek

x e K ° • <2 -l) 

Nieoh fi , 0 ̂  J3<t będzie dowolną ustaloną liozbą.
^Znaczmy

u
H , ) =  S“P { r ! - K 1 + fi • °<l*l<r} .
Uozbę

fi — r.o* JCc*« i n f r(F)

F € E *Wzywać będziemy promieniem fi -wypukłośoi rodziny^oC . Jeśli 
A  « 0 ,  to Otrzymujemy promień wypukłoś oi rodziny y * *  i o z m o z m
* r.o.Z£. u

Znieważ funkoja q(z) =  —  Ref 1 +
V f '(z )/

J«at oiągła w pierśoieniu K oraz lim q (z) *=1>ft , zatem tak
* z-^0 *

kreślona liozba ~  r.o.JLc* na pewno istnieje i Jest dodatnia.
* ̂ oku 1965 w praoy [is] Zmorowioz wyznaozył promień wypukłoś oi 
t03ziny . 0 oś ot<1 .
^ierająo się na wynikaoh tej praoy wyznaozamy promień £  — wypukłoś* 
 ̂rodziny2Lo^ » 0 ^ cX ^ o£q » gdzie o ( 0 Jest pewną liozbą z przę

śl ału o<o< <  1.
I »*■^ k  nieoh funkoja i‘(z) ( J  j. Na mooy warunku (2.1) mamy

-SJĆ&. = o t  + Cl -oOp(z) . (2.2)
F (z)



Mz1~ p(z) Jest pewną funkoją rodziny]P określonej w (2 .2 ) 
^oaeiz.i.
 ̂równośoi (£.2 ) otrzymujemy

■ (*-5>

k= - 2L  .
1 -c*.

^looh |( .
*JLj(r) =sr minimum minimum Re< - 1 + ŁJL-jJŁ.11 (2.4)

F (  V"”* l»l*T<1 [L l\z) JJ
^v»ozas promieii ji —  wypukłości rodziny JT^o< J«st najmniejszym
dodatnim pierwiastkiem równania.

ę^o(.Cr) »  0 (2.5)
^obeo (2.3) i (2.4) mamy

^c/(r) sr nvin min Re[(l — oO(p(z)+h)«~ -7^ S$X\ .(2 .6) pu>f p izi=r<< L p(z;+h J

^orowioz wykazał [15] , że minimum (2 .6) Jest równe minimum 
fu*koJi l(ll), a+h-J> sć R a+h+? ,
8dzie

1(r) as (1-©Or + L±J& - a, (2 .7)R

, ?  =  - £ § - .  t. =-2l_ (g.e)
l i ?  ^  1-r2 1-o( .

Różniczkująo (2.7) względem zmiennej R stwierdzamy, te

1 (R)<0 gdy 0 < R < R o ,
(2.9)

lł (R)>0 gdy R > R 0 ,

■ ° - V S 5 '
(2.10;



2 (2 .8) i (2 .to) łatwo wynika, że nierówność a -ł- h — j><R0 ma 
M.ejsoe dla każdego r, 0 < r < 1  i o< , o *ć c<<1.
Jednakże nierówność

R0 ^  R, , R1 *  a + h + f  (2.11)
fiie zawsze Jest spełniona.
Wobeo powyższego oraz z (2.6), (2 .9), (2.10) i (2.11) mamy

r \  , , ,fB>- J l(E0) » + h - ? « 0*a+!i+ęOf-ArJ a= minimum 1 U U  -  V (2 1C)
a+h~J*R£a+h+$ [lCR-j ) gdy a+h+£*Ro

Opierając się na przedstawionych wyżej wynikaoh udowodnimy na- 
9tępująoy lemat.

v-- * ,Lemat 11. Nie oh y . ̂  > 0 ^ c * < 1 ,  będzie rodziną funkoji r(z) 
^definiowaną w (2.1), a l(R) będzie funkcją określoną wzorem
(2 .7). Nieoh ponadto RQ, R1 będą określone odpowiednio wzorami
(2.10), (2.11) oraz____

l ' ' - l i i  “J g U ?| b(r) s  1 + ----F„ JL*Z?Z- , 0 < r < 1  , (2.13)
| 2 r 
®(r) sb —  r3 + 5r2 + 8r + 4>0, 0 < r < 1 .  (2 .14)
^ÓWozas

flCą.) °-oc-̂ 7bW
JL<*(r) =  V  (2.15)

l(Rj gdy ■ 4 4 * 11 • 1+b(r)
WzieS^o<(r) określone Jest równośoią (2 .4).

Dowód. Z (2.11) i (2.12) wynika, że w oelu udowodnienia 
(fi*l5) wystarczy rozważyć nierówność



Uwzględnia J ąo podstawienia (8.8) w tej nierówności. 
podnosząc stronami do kwadratu i porządkując wzgl?<*•• 
otrzymamy

K(h) =  Ah2 + Bh + C ^  0, ( 2 .1?)
gdzie

dla każdego r, 0 < r < 1 .

Obliozająo wyróżnik A  trójmlanu K(h) mamy

a(r) jest określone wzorem (2.14).

Ponieważ s(r)> 0, więo wyróżnik trójmlanu K(h) Jest dodatni. 
Stąd na mocy (s.ie) trójmian K(h) ma dwa miejsca zerowe I^cO
i h g > 0  dla każdego r, 0 < r < 1  .
Zatem nierówność (2.17), a więo i (2.16) ma miejsoe gdy

h ^  hg s- b(r) , (2.19)
2A

gdzie b(r) Jest dane wzorem (2.13)*
Z (2.12), (2.19) oraz *wiąr,ku c < ~  (patrz 2.8) otrzymujemy

tezę lematu 11 .

laraat 12. Niech b(r) będzie OKx*»slone wzorem (2.13 ) oraz 
0<3*o <1 będzie pierwiastkiem równania

2r3 + rB - 1 *  0 (2  . 2 0 )

Wó*ozas r0 Jest punktem minimum absolutnego funkcji b(r) w prze



dziale 0 < r < 1  .

Dowód. Różnlozkując funkoję b(r) , po łatwyoh przekdztałoe- 
niaoh. otrzymamy

b’(r) =  - k(,r) ■ — ... — ^  f (2 .21)
r (1-r) ~̂ ( 1 -r ) s(r)

gdzie k(r) =  r3 + 4r2 + r - Z - (1-r) ''̂ /(1-r) s(r) .
Równanie

b Cr) = 0  (2 .22)
jest równoważno równaniu

k(r) = 0 (2.23)
Ponieważ

k(o) =  — 4 , k ( l ) = 4 ,  (2.24)
więo równanie (?.23) ma co najemiej jeden pierwiastek rQ ,
0 < r Q <  1 •
Równanie (2.23) napiszmy w postaci

r3 + 4r2 + r - 2 =  (l-r)V(l-r) s(r? .
JPodnosząo stronami do kwadratu to równanie, a następnie dokonu
jąc redukoji wyrazów podobnych i działko stronami przez r"" otrz;/ 
Łamy równanie (2.20). Równanie to ma tylko Jeden pierwiastek 
rzeczywisty rQ , 0 < r o <1, *tóry jest także jedynym pierwiast
kiem równania (2.2*2).
Stąd wobec (2.21) i (2.24) memy

W* (r)<0 gdy 0 < r < r 0 <?raz b (r)>0 gdy rQ < r < 1 ,  a następ
nie tezę lematu t2.

Na mooy legatów 11 1 1« otrzymujemy



Twierdzenie 4. Niech b(r) » ~

s(r) =  —  r3 + Si** ♦ 8r + 4 , 0 < r < 1 ,  rQ » 0 < r 0d ,
Jest pierwlastiem równania 2rK' + - 1 35 0 , rsr: Ŝ.r9.L

° 1+b(r0
*aś fi Ó^at dowolną ustaloną liczbą * przedziału 0

V *Wówozas promień fi — wypukłości rodziny A j  c* * 0&s£4o(0 wyra
ża się następującyom wzorem

go( —  1 —  fi> +  (1 ~  ̂
— r .o. — “\ (2.25)

Dowód. Z lematu 12 wynika, że 

b(r ) ^  bCr) , 9tądQ( =  Jifjfel- £& ^
tib(r0T 1+b(r)

dla każdego r, 0<;r<1. Następnie wobeo lematu 11 (wzór (2.1T 
niamy
Qol(r) *= lCR©) *** ^  1 » 0Cr<1.

Stąd wobeo (2.5> promień fi - wypukłości rodziny^ £  •
O ̂ o(^o<0 otrzymamy j*k<> j>ajnur4ft Jazy dodatni pierwiastek równa-

U U  l(R0) - £  »  O, (2.26)

Uwzględniają* (***) i -C*.tO) w (B.2fi) otrzymamy równanie

2 *\/( 1 - c O  (l+*h) •  a - P  *  0 •
X kolei z tego równania wyznaczamy

a a  2ot-j3 t 2 Vo<£ + P )  + 1

Łatwo stwierdzamy , że Zoi-fi + 2 ̂ 7 ^ ( 1 + P )  + 1 > 1



oraz 8 o t - p  - ZVo«.Z -ol(l+.|3) + i < 1  dla k:a£a.go 1 /3 .
O <1 , ‘0 4 a f i < 1 .

Ponieważ a *  >  1, zatem przyjmujemy
1-r

lż£g. j_. go( —  JZ+ 8 Vc<2 — o^Ci+p) + i . (2.87)

WyznaozaJ^o dodatni pierwiastek równania (2.27) dostajemy 
Wzór (2.25), a tym samym tez® twierdzenia 4.

Uwaga I
1°. Kładąo ct — 0 we wzorze (2.25) otrzymujemy wzór na promieńTT *ił- wypuk^ośoi rodzinyZ-*

J i - r . . . i := n jn g
V 3 -J3

2°* KŁadąo oC= fi 35 0 w tym wzorze dostajemy promień wypuk.*o< i 
rodziny ̂ 2

r.o» «
V T

Jeet tp znany wynlfc Bober,tacm* * roku 1963 [13 ] j.
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