4 X m* *m m W -z,

_ TYVSIET A 7 AW vz T A
Illl £ - werA*V fev N
s -

mr. =

MSMIT.
K 'S5~
&= >
WS- ¢
n HWNEH

EdQS.

Iéxtafé ]
mf

wm<»

. WiNT Seoegizs @

[ |
7l Bsi
mBMOOO:
gl
mi-.
iRi "1
- - \J
_ mmifc :'m
Ps1 Si&H S$
- - N ) ' [
- i i r $_$'fp la
. - [ | i _
it |l
DK Sfe/i
1$X
K :
\

.Ii.
M- o A_t l/ « X



0] KRZYWIZNIE 1 PROMIENIU J£- WYPUKLOSCI
W PEWNYCH KLASACH FUNKCJl HOLOMORFICZNYCH 1 JEDNOLI3TNYCH

Praoa doktorska wykonami
w instytucie Matematyki
Uniwersytetu todzkiego.
Proatotor:

Prof. dr Witold Janowski

to6dz 1972 rok



S | u lesdt

3SOIMOTYW - UliaiMOHE 1 3IHSIWYSFIFl O

U- _FfTI*I30Ha?Tt I BDYHSOi1raOMOIOH I Wamn HDA3JLDI HDYMWa*} W

**tmvsSx* ftieiol.tfob floigrt
: »lIt>u3yJeal w
a8i{l14s6&S i»$»*TB7C0wlau

AtW
la "ouat Mo™MYT B .10~

Rps1839

jbt SVOF



Spis rzeczy

strona

Rozdziat I. Oszaoowanio krzywizny Kr w kla-

sach funkcji SM0 1 i iiiiaaaa 3
§ leprowadzenie .. ... .. i acaaaaaaan 5
88 . Oszacowanie krzywizny Kr w klasie S ™ _. 7
5 3. Oszacowanie krzywizny Kr w klasie y 10 1®
Rozdziadcé¢ 11.0 promieniu i —*~wypuktosol
w pewnyoh klasach funkcji holomorficznych 1 Jedno-
llstnyoh .. e %—«- 29
81 . Sformutowanie postawionego zagadnienia 29
5 2.0 promieniu TI — wypufc3:o$oi rodziny
Et€ . . ypmmm e 31

Biblirografia . ... . oo, 38



Wstep

Wprowadzmy oznaczenia pewnyoh klas funkoji stosowane w pracy.
S - klasa funkcji f(z) » z + + eee # holomorficznych i
jednolistnyoh w kole K =~z s |z <1} -
S*- klasa funkcji w - F(z)€S, odwzorowujacych koto K na ob-
szary gwiazdziste wzgledem punktu w s O.
, O c M » - klasa funkoji f(z)€ SH spedniajgcych waru-

nek Re dla z€K.
T(2)

MF przypadku gdy ot * O, S* *3* e
R(M), M>] , - klasa funkoji f(z)€S i1 takioh* ze

17 (2

vV , 0 £ , - klasa funkoji f(z)eS spedniajgoyoh warunek
Re " (2)>o0o(, z€K.

Rm, O<m - klasa funkoji f(z) e S 1 takioh* ze

f*(z) £ "Pm, "Pm jest rodzing funkoji postaci

p(2) rjr\ 2 e——le- djd (0), gdzie ji(0) Jest niemalejgoa
J 1- mze”=

funkojg z unormowaniem*
2*
;i(0) r ~(0+) *0, J djuG =U

klasa funkoji F(z) r z + aQ + -1 +

. meromorficznyoh i1 Jednolistnyoh w obszarze Izl > \

r - klasa funkcji w * J~!, odwzorowujgoyoh kodo |zj > 1 na



obszary,Jctérych dopeinienia sa zbiorami gwiazdzie

stimi -wzgledem punktu W=0.

20t,0”o0<<l1l, - klasa funkoji F(z) € *spedniajgcych warunek
Re 1r~"A> o( *dla |z > 1.
F(2)
* *

S(k), S™"Kk), S (k) (ksi»2,.,.) - podklasy k-symetryoznyoh funk-
ojl f(z) odpowiednio klas S » 1S , funkoje te sg postaol
f(z) . z+ X »nk+1l *“CT+1%

n=1
N o]
K) ,~(k) *I™(k)» (kr 1, 2, ...) - podklasy k-symetryoznyoh funk-
ojl F(z) odpowiednig klas ™~ 2 » JE] » ijL)°» funkoje te sg po-

staci F(z) m z 4 JEL -
n=1 ank+1

A - rodzina funkoji f(z) « z + agz2 + ... , holomorfioznyoh w ko-
le K 1 odwzorowujgcyoh to koto na obszary bedace k-symetryoz-
nymi wielokgtami.

B - rodzina funkoji F(2)€j~] (k) odwzorowujacych kod4o Ec]>l na ob-

szary# ktoryoh dopednienia sga k-symetryoznymi wielokagtami.

Temat, Kktorym zajmuje sie w niniejszej praoy dotyczy dwoch za-
gadnien ekstremalnych w klasach funkoji holomorficznyoh i1 Jedno-
Ustnyoh. Ze wzgledu na odrebnos¢ zagadnien umieszczam je w dwoéoh
niezaleznych rozdziatach*

W rozdziale pierwszym zajmuje sie klasycznym problemem krzywizny
Kr obrazéw okregu |z{ s r przez funkoje F(z) danej klasy. Problemem
krzywizny - ohodzi tu o jej dolne 1 gérne oszacowania, zajmowano

Bie Jeszoze w poozagtkaoh lat dwudziestyoh. Mianowioie w 1921 r»



Biebierbach [2j otrzymat oszacowania krzywizny Kr w klapie S.
Oszacowania te nie byty jednak ostre. DHfugo czyniono usilne
proby polepszenia wyniku Bieberbaoha leoz bez rezultatu. Lata
piecdziesigte sg w zasadzie poczatkiem systematycznych badan %
tego zakresu w klasie S i1 Jej podklasach. W roku 1951 Mironisz-
ozenko [lo] otrzymat ostre dolne oszacowanie krzywizny Kr w kla-
sie S leoz tylko w pierscieniu 2 - -/ATg |z|<1. w roku 1952
Zmorowioz [14] uzyskuje ostre osozaoowania krzywizny Kr w klasie
funkcji S°(k), S°- (2.01) rozdz.l i~T° - (3.1) rozdz.l. W tym
samym roku Basylewicz [i] znajduje ostre oszaoowanla Krzywizny
Kr w klasie S . W roku 1955 Korycki [©] rozwigzuje problem krzy-
wizny Kqgo w klasie S”™k)* KOO oznaoza krzywizne obrazu promie-
nia R przez funkcje f(z) danej klasy. R > (z: z = relc°J- ,

gdzie O<r<l1l, zas 00, O eo<2j[ Jest dowolng ustalong liozbg,
Koryoki [8] otrzymuje takze oszacowania krzywiony Kr w klasach
funkoji A 1 B, Poniewaz funkcje klas S (k), S(£) i~(k) mozna
aproksymowa¢ odpowiednio funkojami rodzin A 1 B, wiec w szcze-
golnosci wyniki otrzymare wozesniej przez Zmorowicza i1 Bazyle-
Wicza odnosnie klasV °, S(k) 1 S(k) przenoszg sie bez zmian

na klasy A 1 B.

Ponadto w roku 1957 KorycKkKi |g] uzyskuje ostre oszacov;anie od
gory krzywizny Kr w klasie i}bk) e W roku 1960 w pracyI [/] Koryc-
ki uogolnia stusznos¢ tego ostatniego wyniku na klase 5J(k),
oraz uzuped#nia wspomniany tu Juz wynik Mironiszczeiiki ra cate
koto K* W 1965 r* Zmorowicz [I®] uzyskuje ostre oszacowanie krzy-
wizny Kr od géry w klasie funkoji Sai(ﬁb.

W tym samym roku Erroohl [A]1 rozwigzuje problem krzywizn

Kr 1 KO0 w klasie funkoji . Wielu innych mat"patykéw rajaowato



sie 1 aktualnie zajmuj© tym zagadnieniem. W roku 1970 W .Janowski
[ff] otrzymuje doktadne oszaoowania krzywizn Kr 1 KqO w klasach
R(M) 1 Rm .
W rozdziale pierwszym niniejszej praoy otrzymuje dok#adne

oazaoowanla z gory* i1 z dotu krzywizny Kr w klasie funkcji
"wypuk+ych Sen, (2.,3) rozdz.l. Dolne oszaoowanle krzywizny Kr
w tej klasie uzyskat na Innej drodze w 1970 r. Eenigenburg [B]-
Ponadto rozwigzuje problem krzywizny Kr w klasie funkoji £2°,
(3.3) rozdz.l, W rozwazaniach stosuje metode Zmorowioza [4].
Przedmiotem badan drugiego rozdziatu jest promien fi -wypukdosoi
((t.1) rozdz .1i) klasy ~  _ Problem wyznaczenia procilenia wypuk-
+oSci rodziny S zostat rozwigzany przez Nevanllnne ~ 1w 1919 r.
Udowodni+ on mianowioie, ze r.0OP S - promien wypukfosci rodziny s
wyraza sie wzorem r.c.S =2 — VIT .

Odpowiednia funkoja esktremalna nalezy do rodziny S* , wiec
r.o.S*= 2 - -Jz° .

Analogiczny problem dla rodziny rozwigzat Gottizin p] 1 otrzy-
mat, ze r.o.2 = 1,78 _.._... Odpowiednia funkcja ekstremalna

nie nalezy do rodziny jp*. Dla tej klasy funkcji zagadnienie
rozwigzat Robertson [L3] 1 otrzymat, ze r.c.

Wyznaczenie r .0, zapoczatkowat Robertson (c/ s Jj2] , a
rozwigzat kompletnie to zagadnienie dla kazdego ot , 0 60C<1
Zmorowicz [15] , ktory wyznaczy+ rowniez r.o.S” dla kazdego

o(, 0~ 0¢0 , I51

W tej czesoil praoy w oparciu o wyniki prawy Zroorowicza pg5] , wy-
«naozojn promien j3 -wypuktosci rodzinyjp/’;?,( 0 *=cX £ oo, gdzie o( O

Jest pewng liczbg z przedziatu (o,l).



fMioz4% 1 «t 1

, Oszaoowanle krzywizny Kr w klasaoh funkoji Sof 1

8 1le prowadzenie

Wiele waznyoh podklae funkcji klasy S mo&na okresli¢ za po-
moog wzoréw strukturalnyoh. Sg one postaoi
fCz) «C™Nz.ji(e)) fT a.1
gdzie <> Jest pewng funkcjg dwéch zmiennych, *i(©)c M , H-rodzi-
na funkoji niemateJaoych w przedziale ,/T> z unormowaniem
C-D)) « AMCIT + 0)  , N@ ) - 1. (1 .8)
Opierajac sie na tym przedstawieniu mozna dowolny rzeozywisty
funkojonat J(Ff(z)),Cz€K, TE€T, T - ustalona podklasa rodziny
funkoji (t.0) zastgpi¢ pewnym Ffunkcjonatem rzeczywistym:
JnCe)) , (t.3)
okreslonym na rodzinie M, Dzieki temu problem wariacyjny w kla-
sie (1.1) sprowadza sie do pewnego prq&lemu wariacyjnego w ro-
mdzinie M, W rodzinie M istniejg funkoje nieciggte, wobeo ezego
klasyczny rachunek wariacyjny nie stanowi na ogot+ whasciwej me-
tody badan zagadnien ekstremalnych w klasaoh funkoji przedsta-
wialnyoh wzorami strukturalnymi
£0 dos¢ szerokiej klasy funkcjonatoéw (4.3) stosuje sie metoda
wprowadzona przez Zmorowioza -1 tak,*nieOh fUEkojona% JCp)
ma nastepujgoe wlkasnosSci:
£TY * jfypd) + + £2b(i"t j€) 0*4)
da dowolnej funkoji T}®®) o wahaniu ograniczonym M przedziale
3JT} » 5F
~ Ji"(®) d™Ce) « [=* @Yl ))

gdzie rje) Jest I"nkoja rzeczywistg smleemej OQw przedziale
Jr



Tl ,JJI> zalezng préoz togo ©d wyboru funkcji P. - ~i(e) ro-
dziny M leoz ta sama dla dwéoh funkoji roéwnowaznyoh rodziny W.

Jezelli V*r n(a)<U 1 <V
—jr<ekJT/( ) fol

gdzie U i1 V sa dostatecznie matymi liczbami dodatnimi, to
IB(ii.i)i £ )1 <BQ» Bq jest absolutng stata dodatnia,

Nieoh A J(p) s J(ixtED) - IJ(

oraz <FI( /i) s €A(jt 9) - (1.6)
Z (1.4) wynika, ze jezeli A( ~ 0, to
sgn A J(J\V) * Xjn J(/xX) dla E o dostatecznie matym module*
Jezeli zatem /*0(0) jest funkcja ekstremalng, tzn. taka, ze
A J( = 0 lub A J( [i0) -£0 to A( r 0. JC~U) mz,Y~
wamy wnrjaoja funkojonatu J( p),
Nastepnie w oyt.ov;unel praoy (14 *“/.morowioz Fformuduje 1 udowcri-

nia dwa nastepujgoe twierdzenia;

Twierdzenie (A). Jezeli dla kazdej funkcji M Ffunkcja
F (0) jest oiggta w przedziale i Soi le monoto Uzna
Wr dostatecznie CH¥ym lewo lub prHWo-atronrmu otoczeniu Kazdego
punktu 0, Gf <Jr tjl) , to funkoja ekstremalna ” o(0) wx "]>r-m
funkojonatu J(ja) jJest nieciggta w kazdym punkcie jej w: ro ;u.
Punkt ©j nazywamy punktem wzrostu funkoj i jxi©), JesJi dla
dowolnego 6 > 0 istnieje takie 67, gdzie -ii st 0*<6”7<7r,

U<6n- 6, «F , ze /i0O(er) </ 0(&B).

Twierdzenie (B). Jezeli 6" jest punktem nieoig <U JoJ T uikoji
ekstremalnej >0(0) wzgladem funkojonatu J( ~), to » (0) odag-

ga ekstremum,,(absolutne) w punkcie 0". Ponadto, Jezeli 6",



0" ™ e; sag punktami nieoiggtosoi funkoji (6), to
* FAO(°")9

Wniosek. Funkoja ekstremalna J0(Q) Jest funkojg sohodkowg
e liozble skokéw niewiekszej niz liozba punktéw ekstremalnyoh
funkoji F (©), O€(Jl ,Jly , dla kazdego u £ M.
W powyzszym przez ekstremum rozumie sie stale maksimum albo

stale minimum.

§ 2. OszacowanieJtoze£wiznfE Kr_w_klgBie_ Sof

Nieoh S° oznacza podklase S funkoji wypuk#ych t.j. edwzoro**
wujagoyoh koto K na obszary wypukdte. Wiadomo, ze f(z)cs° wtedy

i tylko wtedy, gdy

3 -2 -~logCel*- 3 )d/i(t)
f(z) r e *3 @.1)
o]
dla pewnej funkoji ~Mu(t) e M.
Dla dowolnego ustalonego ot , 0 xo( <1, oznaozmy przez sS
podklase rodziny S utworzong z funkoji f(z) takioh, ze
WY \
Ro(l+ —-—— c( dla kazdego * €K.
(2
Poniewaz f(z) € S° wtedy i tylko wtady, gdy Re(l+ *L£lii4)>0
t"(2)
dla kazdego z e K, wieo S* CSO dla kazdeg* € <0,1).
Wreszoia, nieoh V bedzie rodzing funkoji p(z) holoiuorfioznyoh

w kole K 1 takioh, ze

p(0) r 1 oraz Re p(z)> 0 dla z € K Q .2)



tatwo mtwierdzi¢, ze f « sj? wtedy i1 tylke wtedy, gdy

1+ LIII54_ = PU)
0-°0 t"<*¥)

dla pewnej funkoji p(z) £ 8° -

A wiec
N
P+ /12114 —- r FI1+JLSE_ d*(t) . ,.(»)« u.
(1-0) 7 (2) 1- * e~u
Zatem
LC<S> , fS-A- M(t>.
(2 1-* e
Stad J
() = J -1o0“(,U-3)anr “)ii (2-3)

0
Niech x, z ™ O, bedzie dowolnym ustalonym punktem ko#a K*
Przyymigmy * s r e , r>0, o0~ 2JF 1 Oznaozmy przes
) krzywizne obrazu okregu- fzy r * w punkoie w = f(r e*"),

gdzie f(z) € Sof* Wiadomo, ze

B,(,+ LSZizi )

Kr("> = ————— Lett-— , i ,r
Iz F°<.2)|
Nie ograniczajgo ogélnosoi rozwazali mozna przyjac 0, bowiem
gdy f(z2) c to rowniez e I f(e"1™ *) e S <K dla dowolnego
rzeczywistego # . Oznaczajac wieo dla kazdego przez
Kr , mamy



Na mooy wzoru (2.3) otrzymujemy

; T
[F*Cr)| = e“C1” °<)- ) lo«*2r °®»t + rBh 19)
eraz jr @ .5)
1+ Rer f ro<008 t +(2<*~1) r2 , X
~J ————— e 2 - o= * >*(0)
f Cr) 1-2rcost+r2
Stad wobao (2-4) 1 (2.5) dostaniemy
Jl *
Kr 1 FfP(L) . (i-*)/ log F(t)d
=? J RtdJ d~Ct)- * *
-Ti
gdzie
P(t) =1 -2r aoat + (2o<- Dr2t
F(t) s 1 -2 r oost + r*~. 2*1rr

Dla dowolnyon ustalonych rt.Ofo,” or,2r> 0<p<,m

wazajmy Ffunkcjonat K~ . r t r okreslony na rodzinie a, t.«.

funkojonajc

J
(I-«*> /log F(t)d u(t) i
TN (@B
/7

NiOQoim 9 (t) bedzie funicojg takg, ze jatt)* €y (t) * M aia £
o0 dostateoznie ma<tym module.

Woéwczas na mooy (1 4) 1 (i.S) po uwzglednieniu réwnosci
il

(1-°0/10og F(t)d D (b I

* jl = log F(O)dP (£)+0(E*)
7

otrzymamy
i\ ji
lo*F(t)dn(t) r
An_inre * 7 J (1~°0( 7TAJRENIN (1)) 10ay(C
- (o

Stad



J 1.g F(Dai)(®)

V t)=- Ci—OCJ?Kij dji (©)) logF(t)+

gdzie P(t) i1 F(t) okresSlone sag przez (2.7).

Aby wyznaczy¢ ekstrema funkcjonatu J( ;jD nalezy przede wnzyst-
Jcim* opierajao sie na wniosku z twierdzenia B* znalezC punkty

w ktéryoh funkcja ﬁﬁ(t) osigga ekstrema w przedziale (-JF, -

Lemat 1. Funkcja FN(U), t ~Jt , osigga minimum w punkfca”

*1 * @»  *2 *dzio dt © «g pierwiastkami réwnania A . N(b),
r

a maksimum - w punktaoh t3 a0ornt_rd -

Dowdd. Roézniozkujac funkoje F (t) wzgledem t otrzymamy

.
FCL)rrat))“  («*P [d-00 JlogF(t)d /*() ) p/-N)j . (2.9)
gdzie 1
A af duct) , N = 1
P J FCt) r F(D)

Funkoja F (t) osigga ekstremum w punkcie t a t* » gdzie t* = 0,

Kool -

- y
t =sjl lub t jest pierwiastkiem réwnania
AN - N(Bt) a O (2 .10)

o niewiadomej t, ~JF< t WJT

Nieoh f(x) r p(fa0 ooa , 1 £x £ 1.
F(aro cos Xx)

tatwo sprawdzic# ze F(x) jest funkojg rosngog, wobeo o0zego
f(-D*E A~ ~ F(D)
wieo

A - NC) £F(1) - N(O)
71



Ponlewaz

ey - wegy ¢ - 2StL- <o

% - r
Zatem
A - N(o) ~ 0,
Wobeo (2.9) otrzymujemy stad, ze F (t) osigga w punkoie t* * O
maks imum*
Nieoh t* =Jr
wieo

- NQ@i ) fef(1) - NUJi ) e LEFfL> o
1+ r

Zatem F (t) osigga w punkoie V* ejf maksimum.

Réwnani; (2.10) ma dok#adnie dwa pierwiastki w przedziale
(J1 ,JD) e Istotnie* stwierdzamy najpierw, ze funkcja N(t)
jest coisle malejgoa w przedziale <0,J]|> , a nastepnie, te

N(t) r N@>) ¢A ~ max N(t) - KI(0)

Zatem Istnieje doktadnie jeden punkt ©, Oe(O,11) taki, ze
N(6) « A 1 w konsekwencji A — N(t)<O0 dla t<0 oraz

N(t)>0 dla t>0, t« (0, JT). Wobeo (2*9) otrzymujemy za-
tem, ze funkoja ﬁ—(t) osigga w punkcie t = © minimum, wieo

FuCt) osiaga w punkoie T = » © réwniez minimum*
r

Tym samym lemat 1 zostat udowodniony*

W mysSl lematu 1 funkoja F (t) osigga w dwoch punktach maksimum,
wieo na mocy wniosku » twierdzenia B, funkoja "o(t) dla ktérej
funkcjonat j( osigga maximum Jest funkcja sohodkowg o 00
najwyzej dwoch skokaoh.

Analogioznie, funkoja”™ (t) odpowladajgoa minimum J( ;1) ma 00

najwyzej dwa skoki*



Zajmiemy sie obecnie wyznaczeniom maksimum funkojonatu j(]i)-
Zauwazmy najpierw,

ze funkoja jw™t) jest postaol

0 gdy 1IN t<O0

)ic () " onN t<5+ (2 ,11)
" t MF

bowiem ma ona oo najwyzej dwa skoki.
Nastepnie, wobeo (fi.11), (2.7) 1 (2.8) mleC bedziemy
JPO) = j(r,o<c®) =

_ HAd-o)r + 1+2o<r+o<-Drg
L 1-r2 (1+r)2 "1+p / (23'2)
O<r<1, OasfoCO, O «EA. le
Lemat 2. Nieoh
a = A(r.o0 - log
1-r 1+r
(£.13)
B * B(r,oC) as + r1+(20(-1 )r1 log
1~r L J 1+r
oraz
S —mmmmmm- rr f- +20<+(20C-N)r L 1=£ 1
\] Ur B(1~<0log L?r
(2.14)
dla O<r<1 , O~ o(<x1,

Jezeli <p(rid) ™ 1, tp

mar jr(r,o<,X) — J(r,o<,

1) ’
gdy za$ <p(r,°0<1,

woéwozas

maje j(r,0<,X) » j(r#<,<p(r,Ot)).



Dowéd. BoOzniozkujgo funkoje J(r»o(,X) wzgledem X otrzy-

mamy
2CI-cx)+1 e(i-«)A

*CCr.o(LA) « 2(1-«0<1+r) ('=£)) (AA+ B).
2 (2.17) wynika bezposrednio, ze A(r,<*)<0 dla kazdego
o<ir<l, o <<l -
Mamy nastepnie BCr,0*)*- 0 dla kazdego o<r<1l, O1i1 c*d.
Istotnie, wobeo

B* (r,<) r -~L..3-20fF (g<*-Dr + (20<-4) log W

r 1-r 1 -r 1+r

oraz

——————————————— > 0
rr

(1-r) (1-r2
Nz uwagi ha rownosc

B* (0,00 roO
%

otrzymujemy, ze B(ri°0 jest funkojg rosngoa zmiennej r, zatem
B(r,o<)> o, bowiem B(O,<0 - o,
2 powyzszego wynika, ze jezeli "(r,”~) ~ 1, to

,A) ~ 0 dla o<r <1> 0™ af<l, oi X , gdy
Zas *P(r»°0 <1 , wowozas J{(r ,c* ,x) 1 O dla
o<r <1, o -:0<~1, o0o<X - PCr,”n) oraz
Ix(r,0< ,X-) 6 0 dla o<r <1, o0$ o<<1, (rjo&)~» 7 1le

Tym samym lemat 2 zostat udowodniony.

Lemat 3. Jezeli o0 £:<£ £ 1 to 0 <<p(r ,xx) <*r dla kazdego

**» oer <1.
Dowod. Przyjmi jmy

t =log —— t o0<t<le
T*rr



rznaozajac stad r 1 podstawiajgc do (2.14) otrzymujemy

fKr,o(O)=Y(t,0(). —————————— *

AN <1, o<t< 00 -
rkazemy, ze ""/"(t.o0 Jest funkcjg Scisle malejgacag zmiennej t,

<t<oo0 oraz, ze

(2.15)

Tym samym udowodnimy teze lematu 3.

Lech
u(t) =1( »~ +-~"1n — ), octcoo

Rozniczlcujgo funkoje "pCt.oC) wzgledem t otrzymamy

Ck-c*)y;ct,°0 = -~? + S SEl 05

i * 2t t
AN -2+ 1-8—5= u(t)
2t Ce -1) 2 cCe +D

Bliy nastepnie

uct) = - ~ 1
J 2t2Cet+e_t-2)

4zie VCt) - t2+2—et—e;t-
IF_’oniewaz V(t) — 2t = e* + e~ oraz V n(t) S 0 «we*~ e~ <0,
atem wobec V(o) » 0 1 V(o) = 0 wnioskujemy,
$e¢ V(L) <0, a wieo u(t)<0. W takim razie "~(tj00 Jest funkc-
’*éciélé malejgoq zmiennéj t. >

rownos¢ (7?.15) wynika z faktu, ze

Limy/Ct,**) = - oraz limY(t,o<) = 0.

t-*-00



Leiaat 4. Nieoh

~No(r) 1££ . o<r<l1, (2 .1P)

oraz <p(r,o0 bedzie okreslone wssorem (£.14).

Jezeli Y (r), to O0< ?2>(r <)<l ,

jezeli zas 0<(r) i1 o< woéwczas <p(r,o0 ~ 1.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze <p(r,o0 Jest fuukoja rosn”™og

zmiennej , OE <1l -
Przy ozym

1> O<<p(r, 0)<E

2° <p(r, 1) scO
Zatem 1istnieje doktadnie jJedno rozwigzanie o(Q r: 0(Cc(r) r~-Ma-
nia <p(r,°0 = 1 o niewiadomejc* , przy ozym o<qg c”™ (r),
gdzie °~(r) jest okreslone wzorem (2.24).

Z lematu 3 wynika, ze of(r)>~2-

Poniewaz Cp(r,~(r)) e 1
wieo

@(r,o<)<i gdy Ico(<0™(r)
oraz )

ep(vtox)~ 1 gdy (i o(<i.
Co konczy dowod lematu 4.

Jako wniosek z lematéw 2, 3 1 4 mamy

Lemat 5. Nieoh <jP(r,°01 JCrjC*,”) 1 Ctf(r) bedg okreslone
wzorami (2.14) (2.12) i (2.16).

Jezeli O 0 1 tto



g J(r.0(.X) e I(r,o<,<p(r+o0).

gdy ~ <eA <1 , wéwczas
J(r»o< ,<p(r,o<)), o ile <o<(r)
max J(r,o<,X) =
0,A<1 )
J(r,o<, 1) , 0 11e0C(r) sf£ o¢ < 1.

£rzy tym, wobea (2*12) 1 (2.14) jest

[-fr(-20 O r2
JCr,o(,cp(ric™))s 2r (;+rd ~ log T
-r
(1-r2) 1log 1%t
1-r

JCrjoO<t D =
a-n*4 1

Twierdzenie 1. Nieok <p(r,o() i O((r) beda okreslone odpo-
wiednio wzorami (2.14) i1 (2.16) oraz So»° bedzie rodzing funkoji
£(z) postaci (2.3)= Nieoh ponadto Kr oznaoza kres goérny krzywiz-

ny obrazu okregu |zJ] * r, o<r<1l, t odwzorowaniu w = f(2),

t(z)esj.
Jezeli o ~ s to
1+(1-goOra 1
2r N
Kr > CIiE) IO® £1" (2-17)
1P 1eg T 11
(-9 109 1€
4
jesli zas <Cl» woéwczas
Li(1-2QQrs8
2r
(1i2) s (2.18)
-ry gdy

(1-r2flog Qf;

1- °~-1)r

« «dyof(r) «so< <1
r(l-r)2c*~1 yor(n



Oszaoowanla (g-17) 1 (2 .18) sg ontree

Znak rownosci w (2.17) 1 (2.18) ma mlejeoa . punkole * * r _1VSl,

o] , odpowiednio dla funkoji
N (@) re ~N(e z), jezeli o 3: """~(r), & ")
** 1\> i/\
* (@2 =0 f27e z)» jezeli O<(r) "o (<i t (2 20)
gdzie

z

fi@ r f —— i ) (

J iuipt "1*?2 ~*y £ (r,°°

oraz » t. 2<*-1
tAz) . 1
8°<- 1

Dowdd, Nierownosci (8.17) i1 (2 .1«) wynikaja bezposrednio
Z (2.9), (2.8),(2.12) i lematu 5.
Na mooy wzoréw (2.2), (2.11), (2.12) oraz lematéw 2,3,4 otrzy-
mujemy, ze Ffunkcje ekstremalne w oszaoowaniaoh (2 .17) 1 (2.10)
sq odpowiednio postaol (2.19) i1 (2.21>). Co korfozy dowdd twier-
dzenia 1.
Mini uma funkojonatu J T/i) okreslonego wzorem (2.a) wyznaozymy
analogioznie Jak maksimum tego funkcjonatu. Wobeo lematu 1 i
Wnic :ku z twierdzenia B funkcja ~0(t) dla ktérej funkcjonat
J( /*¥) osigga minimum Jest postaci
O gdy 3T gt <- ©
Mo(t) = A gay -«zt < e (3>21)
1 gdy 6£ t s Jf

lemat 6. Niech o<r<l1. O0z#zot< 1, WOWOZ 5o



P 1-
min J( /i) sJ(PQ r @-r) ] Q@ 22)

Dowdd. Wobeo (2.21), (2,?) i (2.8) otrzymujemy

icr Hr . (2.23)
r [?(9]

gdzie 6 Jest pierwiastkiem réwnania (2.10), dla
/i(t) s >0(t). Wobeo (2.7) i (2.21) z réwnania (2 .10)

Otrzymujemy 4atwo O r aro cos r» a nastepnie w/,or (

Twierdzenie 2. IMieoh Scy bedzie rodzing funkcji postaoi
(2.3) i1 nisoh Kr oznacza kres dolny krzywizny obrazu okregu
Izl z r, w odwzorowaniu w = f(z), F(z>€SdC, wéwozas

— Kr , gdzie o<r<1l, o0 £ c/<1 (2.24)
r

Oszacowanie (2.24) Jest ostre. Pownes¢ w (2.24) zachodzi w

punkcie z e r e , 0 6 2iT dla funkoji
415 - )
f @) rel f(ze 1° ; , (g-f:p>
gdzie
z
f(z) = 0o -3% ~n r ~ s rr

o Fx N1, O rar° 008 re

Dowdéd. Wobeo (2 .fi), (2 8) i larutu 6 natychmiast dost™.j"my
nieréwnos¢ (2.24). zZ (2.21),(2*22>, (a 53) oraz (2 .3) wynika,

ze funkcja ekstremalna jest postaci (2.25).

Twa. samym twierdzenie 2 zostato udowodnione.



S 3* Oszacowanie_"z”wizn™_Kr_"w_klgsia

Niech JET oznacza klase funkcji <> r z+ aQ + AL +
Ist]> 1, holomorficznyoh i Jednoligtnycb.
Zas XT”0 oznaczmy podklase rodziny otworzong z funkoji
wypukdych <>(2) ( t.zn. odwzorowuj goyoh koto |z|>1 na ob-
szary, ktoi*yeh dopedniania sa zbiorami wypukdymispedniajg-

nyoh warunek

Vi
a+Z <Gy o, Izl > 1.
{2 )

Niech $U) bidzie dowolni) funkcja klasy Y~° 1 zqg dowolnym
ustalonym punictera kota |z|] > 1. Wiadomo [14], te ma miejsce

nastepujacy wzér strukturalny

log0- - ) d u(oS>
dj , G.1)
Z0

gdzie ~"j(g) jJest nienialejaca funko jg w przedziale ~-JT >.>0

2 unormowaniem Jf
/i(-J1) =;i(-3¢ 10, u(JT) « 1, /el8 dyi(e) r O. (3.2)
=/

Rodzine waaystkioh funkoji u(9) spe#niajacych warunki (3.2)
oznacza¢ bedzieny M* , oczywisoie M* C M - M rodzina funkoji

Ji(6) okreslona w (1.2).

Przez JL~* °~ o0/<1 ©°znaozray podklase funkcji <™~>(2) rodzi-

c
Oyy , spedni-jgoyoh warunek
Re (1 + n )> 0< , > 1.

Podobnie jak ula funkcji klasy S”™° otrzymujemy wzor struktu-



rainy w rodzinieJdJT®, analogiczny do wzoru ).
Jeat on postaci
ji ie
$c»> =wO0 +j , f
Jo <3 » Cs.3)
«dzJe ~(0) €M.

Njeoix z, |z]|>1, bedzie dowolnym ustalonym punktem. PrzyImlJ-
VAN

my zZ=r eI , r>1, o~ 3X 1 oznaczmy przez Kr(\9)

krzywizne obrazu okregu |z]*r w punkcie w (

Stalef _(a)fv c.
*

frl
Krc$) = D e » z * roln (~4)
21
~le ograniczajac ogolnosci rozwazanh mozna przyjec 0, bo

*raz z furjccjg "Cz)f~JI™» rowniez funkcja ed*c5(e“* z) C V 10
o Jest dowolng liczba rzeczywistg.

Oznaczajac wieo KrCo) -Kr, na mocy wzoréw (3.3) 1 (3.4) ma/ny
Jr
fi ty

Kr s C3.55:
re f 1

gdzie P * F(0) = 1— 2«R gos e - (J2<y-1)rR,
F*» FCO) » 1- 2R 003 e + R?, (316)
R - ~ a *i(0)

Rozwazmy funkcjonat j(u)

rd

JOI) & r Ki" ilV— - (3.7)

exp [(1-0%) YOS jr ohj



1gdzie Ju przebiega rodzine U *r» r>1 io0o(, o0<sC<l

ag dowolnymi ustalonymi liczbami.

Z definioji rodziny M* wynika bezposSrednio, ze zagadnienie
poszukiwania ekstremum funkojonatu J(ja) w rodzinie M* Jest
rownowazne zagadnieniu o wyznaczaniu ekstremum tego funkcjona-

+u w rodzinie M przy warunkaoh pobooznyohs

J N
Joos © d™ m0 » JSIinHju s 0, (3.8
Przyjmijmy
n M Ti
J(™M) r J(yi) + C] J oos © dji + Cg 7/ sin © d . (3.9
-J =/

gdzie o”, Cg sa dowolnymi liozbami rzeozywistymi*

Aby wyznaozyC¢ ekstremum funkcjonatu 7(yu) zastosujemy metode
przedstawiong » ( 1 pracy.

Na mooy (1-4), (1.5), (1.6) 1 (3.7) znajdziemy wariaoje

funkojonatu (3.9).
Ji

cffcr) = /j~u 100 ]+ Cloos ©+ Cg sin ©] d 9 (3.10)
Wobec (3.10)?(1.5) I (1.6)

~0) r | + (1- )Au log jfj + ct oos © + Og sin © |, (3.11)

r 1 J
O =.(1- VvV 108FM>0, 0
Aby znalea¢ ekstremum funkojonatu J (ji) nalezy wobeo wniosku
2 twierdzenia B znalez¢ punkty, w ktoryoh funkoja F (e) osiaga
ekstrema w przedziale ( -)? ,Jl > = Wykazemy, ze funkoja ™(e)

ma ekstrema najwyzej w oztereoU punktaoh przedziatu ( ,Ji>



Lemat 7. Nieoh

P(6> = ;i4-F-—3 -004*® . (3-12)
6dzie C, D sa dowolno liozby rzeczywiste, A jest dowolng
liczbg dodatnig, funkoja F = F(e) Jest okreslona wzorem (3.6)
Wéwczas rownanie

p@© * O (3.13)

na najwyzej trzy pierwiastki w przedziale (0,ji ).

Dowéd. ROzniozitujao (3 -12) wzgledem 6 mamy

PCe) « I-SL ., (e) . (3<14)
sin ©
gdzie , () = sin* e (" -S_ . (3<15)
Poniewaz - — - < 0O w przedziale (0,3?), wystarozy zbadac
sin ©

funkoje g (©) w tym przedziale.
Rozpatrzmy najpierw funkoje q (e) w przedziale (0, ¥V2).

Po zrézniczkowaniu (3.15) wzgledem 6 otrzymamy

q“(e) =3 sin2 e oos 8 -1 B ,in8 e). (B.1e)

g

Wobeo (3.6) mamy o00s 6 r R ~

Stad wyrazenie w nawiasie (3.16) przyjmie postac -

ID = <S-17~

gdzie HU) . 6(1-R2)2 + 2 A(I-fis)2 - « (1+R2) I-A(1+R2)r2-Ajr3,

Q.(F) * 6 R(3 + AF)> 0. (3.18)



2 (3.18) mamy
H"(F) « -2AQ +R~#%#3F) , (3.19)
Funkoja F r F(6) jest rosngca wzgledem zmiennej 6w prze-

dziale (0, ~/2> , F(0) = (1-R)P, F(*) r 1 + R2.

Webeo (3.19) funkcja H/"(F) jest malejgoa wzgledem zmiennej

I oraz H"[(1-R)£ | « - 2A [I+R2+3(1-R)?J < O

Zatem H(F) jsst fumtcja wypukdg w przedziale <(1—R)r1 1+RJ>
Poniewaz

H(F(0))» h[(1-R)2J =(1~R2) [12R+2A(1-R;)2 ]+ 2 AR(1~.D)4>0 i
H(F(4é')) - H(I+I<r) s ~ CR2 [3+ (1+R™) a] ~ 0, wiec funkcja

&(F(d)) przyjmuje wartos¢ zero doktadnie w jednym punkcie
el€ (O, )-
Stad i1 wobec (3.16), (5.17) i (3 .18) wynika

qg"(u) > 0 gdy O0<6 <6

1 (3 .20)
q"(©) < 0 giy 6j< O0<|L =

2auw .".my nastepnie, ze q(e) jest funkcjgmalejgoag w przedzia-

le ‘/5} ,/M). poniewaz sin 6 i — - 09 funkojami
T “(©) Fre)

Malejacymi 1 dodatnimi w tym przedziale.

Wobeo powyzszego 1 na mocy (3.20) funkcja q(6) jest rosngca
w przedziale (0, 6-J) 1 malejgoa w przedziale (O..>] a zatem
Przyjmuje wartos¢ zero najwyzej w dwoch punktuoh przedziatu
(0, A). st d wobec (3.14.) p™M(™) ma najwyzej dwa pierwiastki

w przedziale (0, M), a wleo p(©) ma najwyzej trzy pierwiast-

ki w tym przedziale, co je.st tezg lematu 7.

Lemat 8. Nieon P(<0 dane bedzie wzorem (3



1°« JesSli D>0, to réwnanie (3.13) ma dok#adnie jeden pier-
wiastek w przedziale ( -J , 0)-
2°. Jesli D<0, to rownanie (3.13) ma dok#adnie Jeden pier-

wiastek w przedziale (0,j¥f).

Dowdéd. Jezeli D>0, to wobeo (3.14) i1 (3.15) p(e)<0 w prze-
dziale ( -Jl » 0), a stad wynika 1°.
Jesli zas D<O0O, to p">0 w przedziale (0,J] ), a zatem ma miej-

BOe 2°.

Lemat 9. Jezeli Fu(©) jest okreslone wzorem (3.11), wowazas
r

téwnanie

f* () »o @G 21)
/*

&a 00 najwyzej cztery pierwiastki w przedziale (
Dowéd. Rézniozkujgo funkoje F (©) wzgledem 8 otrzymamy
r

""/SU -2(1-<*)R(1-K2)C~ sin Q “°] sln e+C2 003
(3.22)

beteli C2 m 0, to rownanie (3.21) wobeo (3.22) przyjmie postac

- 2 (1-C*)R(1«*2) sin© j*""“+ | - cj -0 , G 23)

Sdzie A s — yo, Ce ...
1-P? 2(1-0QR(1-R2)C
Jr

Réwnanie (3.23) ma pierwiastki ©1 - 0 , ©02 - &

Poniewaz funkoja — e+ | - 0 jest roangoa w przedziale (0,71)

1 malejgca w przedziale ( -JFf, 0), wieo przyjmuje wartos¢ zero



ajwyzej w dwéoh punktaoh przedziatu ( ~J] ,JT). A wiec réwna-

no (3.21) ma najwyzej oztery pierwiastki. Jezeli Cg”™ o0, to

eauwazmy najpierw, ze 9 bedgoe pierwiastkiem réwnania sin 0= 0
jest rozwigzaniem (3.21)«

~tem réwnanie (3.21) przyjmie réwnowazng postac

' +A 0 -DotgO™0 , (3.24)

Kflzie A, C Jest okreslone w (3.23), D - —2—————— N oo.
2(1-00R(1-R2)n

~uwazmy, ze rownanie (3.24) spednia zatozenia lematéw 7 i 8.
N mooy tyoh lematow natyoluraiast otrzymujemy, ze rownanie (3.24
P* najwyzej oztery pierwiastki w przedziale ( -J] ,JI> <= Tym
Samym udowodnilismy lemat 9.
N mysl lematu 9 funkoja F~(G) osigga ekstrema najwyzej w ozte-
iXph punktaoh przedziatu ( -Jl ,JI> , wieo wobeo wniosku z twier-
dzenia B, funkoja ekstremalna 72O0(t) dla ktdérej Ffunkojonat J(yi)
°31gga minimum i maksimum jest sohodkowa o nie wieoej niz dwoéoh
®kokaoh. Z drugiej strony wobeo (3.8) wnioskujemy, ze funkoja
~O(t) ma doktadnie dwa skoki. W przeciwnym razie e10 n O dla
$OWnego 6, oo Jest niemozliwa. Nieoh 9 i1 © , Fi>0, beda
Sektami nieoiaggtosoi funkcji /AQC), a X 1 1 -X odpowiednio
8tokami w tych punktaoh.
~obeo (3.2) mamy

X oos 6 + (1-X) oos (© +£) * O

X sin © + (1-X) sin (© +jJ3) . O
Stad otrzymujemy fi *JF » a nastepnie X = £ e

~tera funkoja ekstremalna Jf.(t) jJest postaoi



-ac

0 gdy =Ji Mt <0
s(t) 1 gdy 0] t<0+$% (3.25)
gdy O + 22ti*I\ t

Naie 0 Jeat pewnag liozbg z przedziatu (-J » 0> -
°beo (3.25), (3.6) 1 (3.7) mieC bedziemy

w V X 1+20*(l 2 oosZet+'(2 1) R4
N0) - JRR,ot, 6) € ———— T -fryT "k

[(1+R2)2~ 4RZ oo0eZ e} ol

1SFi OCRK1, 0 £ o<<1,

Lemat 10. Nieocii r>1 * 0~ o0«1l, wowozas

pa J(yw) s J( Jr»» ~ tj-)

CU 3*) *_=*
i~20 ( + (aot-i) pe (3.27)
oo 3 s J( 1.of, 0) » | 3eer
(1- 3>

Dowéd. Podstawiajgo w (3.2%) X r coa* ® OF 111 ,

») = min J(R,0<, © r min UWX),
n ~1<6<0 (3.28)

*** JC u) - max J(R,0<* 6) s ma U(xj
S)'~—k<qso ( ) o<xé| g

N"Zie UX) = S(X) = N(X),

S(X) _ 1 + aotO-frOR™* (20(~1)RL F n(X) s [(1*Rs)8~4R2xJ °* 1.
(1+ b2)* - «*ai



tatwo stwierdzié¢™* ze funkcje S(x) i N(xX) ea 0 atnie i rosngoe
w przedziale O™ 1 N~ 1 » stad tFf(X) Jest funk Jja rosngog w tym
przedziale.

Wobeo powyzszego, dla R - p

1+ 20/( + (2B8<- 1) ~r
min UX) s U0) * —————— £ E-
« o-0<

max UX) ru(l) s -m- B r————— — —————— — *

co wobeo (3.27) i1 (3.28) konozy dowdéd lematu 10.

W ten sposob otrzymalismy odpowiednie wartosoi 6 dla funkcji

ekstremalnyoh postaoi (3*20)j

6 -—-£. dla funkoji UQ(t) odpowiadajacej min J( ai),
2 (3.29)
e =0 dla funkoji odpowladajgoej max J( yu) =

o]
Twierdzenie 3* NieohJT™t O - K 1» bedzie rodzing
funkoji wypukdych postaoi (3.3) 1 nieoh Kr(\>») oznaoza krzy-

wizne obrazu okregu Ja] =r, r>1» w odwzorowaniu w »(£>(z2),

($>(z)en) dla zrr el™ , 0OMN\9""2j)).

Woéwczas

1+ 20o( W+ (Eo(-D) ge 1-20(i2+(2o<-1) K
_ /\ N r*

(3.30)

N (\>)
r?l+ é%} 3n rl- }W§ s
-

Oszacowania (3.30) sg ostre* 5vnos6 w dolnym oszaoowaniu zaoho-



itt.

dzi w punkcie z rre  ,0n 19~ zIf dla funkcji

* z 2 it N

@ r o+ A +v* > ds5 * (331)
Z0 N

zas rownos¢ w gornym oszaoowaniu (3.30) zachodzi w punkoie

Z =r 2J1 dla funkoji
** ? 2t 1<+
<p(z) = wO +j3 @ - "-"p) d . (3-32)
zo n

Dowdd. Nieréwnosci (3.30) bezposrednio otrzymujemy z (3.5),
(3.7) 1 lematu 10. Wobec (3 .3) oraz (3.29) +4atwo wyznaczyC od-
powiednie funkoje ekstremalne (3.31) 1 (3.32).

Twierdzenie 3 zostato udowodnione.

Uwaga | K#adgc O( = 0 w oszacowaniu (3 .30) otrzymujemy znane

oszacowanie krzywizny Kr O\9-) w klasie jJp° otrzymane przez

2morowicza [14],

1 - - ktN > - — A



Rozdziat+ 11

O promieniu wypuk¥osci w pewnych klag*oh funkoji

holoraorfloznyoh i1 Jednolistnych

4+ 1 Sformutowanie postawionego zagadnienia.

Nieoh T bedzie dowolng podklasg funkcji rodziny S oraz J3 be-
flaie dowolng ustalong liozbg z przedziatu O ™ J3< 1.

Nieoh

r(r> = Sup [r , R. (1+ i, K<r} .

liczbe

J3- r.c.T * Inf rCfF)
fET

NazywaC bedziemy promieniem fi -wypukdosci rodziny T. W saozegol-
przypadku gdy J3 88 0, otrzymujemy promien wypukdosci rodziny T

oznaozamy O - r.o.T - r.o.T.

u 1
Poniewaz funkoja G(z) = Re f1l+ (
N f @-

JQst ciaggta wzgledem zmiennej z oraz o(o0) » 1>jJ3 , zatem tak
°kreslona liczba T1I - r.o.T na pewno istnieje i Jest dodatnia.

Qfcnaozmy przez

F(2)€T
stad promien £ - wypukdosci rodziny T Jest najmniejszym dodatnim
Pierwiastkiem réwnania
S2(r) - fi *0 a.1)
Wiadomo [5] , te Jesli f(2) €S lub f(z)€ S* to ma miej soe naste-

NJgoe ostre oszaoowanie



a. 1+ sIM ) £ Irtets! w , r.
1 f (2 " 1-r

Jesli fCz) € sjj , O*so< <t, to
fie (1+ s1~ 1) * H I~ k =Q(r)=> . r>
v t'u)- t+r

Na mooy tych oszaoowau i wobeo réwnania (1.1) natyohmiaot

otrzymujemy

J3- r.0.s =J3 - r.o.s*~ IrLISZiH Z. , (1#2)
1 +J3

J3- r.o”n = > °<<J3 (1.3)



5 2. o promieniu - wypuk#osci rodziny JJet

| Nieoh””™, 0 ~"<*<1 oznaoza klase funkoji f(z)= % +ao+»,i*+ .
holomorficznych 1 Jednolistnyoh w pierscieniu V=*{z s 0O<|s] <1}

spedniajgoyoh warunek

XeKe e <2 -1

Nieoh fi , 0 ™~ J3<t bedzie dowolng ustalong liozba.

~NZnaczmy

H,)= SP {r ! -K 1+ 1 e °o<1*1<r} .

Uozbe
fi—- r.o*JCc*« i nf r(

FEE™
Wzywacé bedziemy promieniem i -wypukdosoi rodziny”oC . Jesli

A «0, to Otrzymujemy promien wypuktosoi rodziny y** 1 ozmozm

* r.o.Z£. u

Zniewaz funkoja q(z) = — Refl +
Vv f ")/

Jcat oiggta w piersoieniu K oraz Llim q(z) *=1>ft , zatem tak
* Z_/\O *
kreslona liozba ~ r.o.JLc* na pewno istnieje i Jest dodatnia.
* ~Noku 1965 w praoy [is] Zmorowioz wyznaozyd® promien wypukdos oi
t03ziny .0 oSot<1 .
~ierajao sie na wynikaoh tej praoy wyznaozamy promien £ — wypuk#os*
N rodziny2Lo”™ » 0™ cX ™ ofq » gdzie 0 (0 Jest pewng liozbg z prze-
Sl atu o<o< < 1.
| _ _ _ »E
Nk nieoh funkoja 1(2) ( J J- Na mooy warunku (2.1) mamy

~SJC&. =ot +Cl -00p(z) . (22
F (@



Mz1l~ p(z) Jest pewng funkojg rodziny]P okreslonej w (2 .2)

Noaelz.i.

N rownosoi (£.2) otrzymujemy

| (*-5>
1-c*.
~looh K
*ILJ(r) = minimum minimum Re< - 1 + £JL-jJb.11 2.4)

FCV™*I»I*T<1 [L N\z2) u
~v»ozas promieiil ji — wypukdosci rodziny JT7o< J«st najmniejszym
dodatnim pierwiastkiem réwnania.
e”o(-.Cr) » 0 (2.5)
~obeo (2.3) 1 (2.4) mamy

Ac/(r) sr nvin  min Re{(l — 00(p(2)+h)«~ I~rS$X\ .2 6)
pu>fp izir< p(z;+h J

~Norowioz wykazat [15] , ze minimum (2 6) Jest réwne minimum

fu*koJdi 11D, ath-J> £ R ath+? ,

8dzie
1(r) & (1-00r + LiRJ& - a, Q.0
. 2 = _£§- . t=-21_ (9-©)
hi? n 1-r2 1-o(C .

Rézniczkujgo (2.7) wzgledem zmiennej R stwierdzamy, te

1 (R)<0 gdy O<R<RoO ,
(2.9

1#(R)>0 gdy R>RO ,

(2.10;
m°-VS5H-



2 (28) i (2.to) tatwo wynika, ze nieréwnos¢ a #h — j><R0O ma
M.ejsoe dla kazdego r, O<r<1l i o< ,0* c<<l1.
Jednakze nieréwnosc¢

ROAN R, , Rl1* a+ h +F (2.11)
file zawsze Jest spedniona.
Wobeo powyzszego oraz z (2.6), (2 9), (2.10) 1 (2.11) mamy
5}—A’r\] a minimum 15%>: y 1D »+h-7«0artive (2 10)

ath~J*Rf£a+h+$ [ICR-j ) gdy a+h+£*Ro

Opierajac sie na przedstawionych wyzej wynikaoh udowodnimy na-

9tepujaoy lemat.

Lemat 11. Nieoh )\f__.: >07~c*<1, bedzie rodzing funkoji r(z)
Ndefiniowang w (2.1), a I(R) bedzie funkcjg okreslong wzorem
(2 .7). Nieoh ponadto RQ, R1 beda okreslone odpowiednio wzorami
(2.10), (2.11) oraz___

R I “Jg

| b(r)s 1+ -—--F,JL*z2?Z- , 0<r<1 , (2.13)
| 2 r
®&r) sb — r3 + 5r2 + 8r + 4>0, O<r<1. 2 .14
~OWozas

-ﬂ(a) O OCADN
JL<*(r) = V (2.15)

I(le gdy b(4) 1

WzieS”o<(r) okreslone Jest réwnosoig (2 4).

Dowdd. Z (2.11) i1 (2.12) wynika, ze w oelu udowodnienia

(fr*I5) wystarczy rozwazy¢ nierownosc



UwzgledniaJdao podstawienia (8.8) w tej nierdéwnosci.
podnoszac stronami do kwadratu i porzadkujgac wzglXes
otrzymamy

K(h) = Ah2 + Bh + C ~ O, (2.1?)

gdzie

dla kazdego r, 0O<r<1.

Obliozajgo wyroznik A tréymlanu K(h) mamy

a(r) jest okresSlone wzorem (2.14).

Poniewaz s(r)> 0, wieo wyroznik tréjmlanu K(h) Jest dodatni.
Stad na mocy (s.ie) trojmian K(h) ma dwa miejsca zerowe 17cO
i hg>0 dla kazdego r, O0O<r<l1
Zatem nieréwnos¢ (2.17), a wieo i (2.16) ma miejsoe gdy
h ~ hg s- b(r) , (2.19)
2A

gdzie b(r) Jest dane wzorem (2.13)*

Z (2.12), (2.19) oraz *wiar,ku c<~ (patrz 2.8) otrzymujemy

teze lematu 11 .

laraat 12. Niech b(r) bedzie OKx*»slone wzorem (2.13) oraz

0<3*0<1 bedzie pierwiastkiem réwnania

2r3 + rB - 1* O (2.20)

Wé*ozas rO Jest punktem minimum absolutnego funkcji b(r) w prze



dziale 0O<r«<1l1

Dowdd. Roéznlozkujac funkoje b(r) , po +atwyoh przekdztatoe-

niaoh. otrzymamy

b>(r)= - kGr) m— ___ - N f 2 .21)
(1-r) (1-r) s(r)

-

gdzie k(r) r3 +4r2 + r - Z - (1-r) ""Y(@r) s(r)
Réwnanie

b Cr) =0 Q .22
jest réwnowazno rownaniu

k(r) =0 (2-23)
Poniewaz

k(o) = - 4 , k(l)=4, (2.24)
wieo rownanie (?.23) ma co najemiej jeden pierwiastek rQ ,

O<rQ< 1-

Roéwnanie (2.23) napiszmy w postaci

r3 +4r2 +r - 2= (1-r)V{l-r) s(r?
JPodnoszao stronami do kwadratu to réwnanie, a nastepnie dokonu-
jac redukoji wyrazéw podobnych 1 dziatko stronami przez r" otrz;/
tamy réwnanie (2.20). Réwnanie to ma tylko Jeden pierwiastek
rzeczywisty rQ, O<ro<l, *téry jest takze jedynym pierwiast-
kiem réwnania (2.2*2).

Stad wobec (2.21) 1 (2.-24) memy

W (r)<0O gdy O0O<r<r0O0 <?raz b (r)>0 gdy rQ<r<1, a nastep-
nie teze lematu t2.

Na mooy legatow 11 1 1« otrzymujemy



Twierdzenie 4. Niech b(r) » ~

s(r)= — r3 + Si*™ ¢8r +4 , 0<r<l1, rQo » 0<roOd,
Jest pierwlastiem réwnania 2rK + - 13%0 , - "S.ro.L
© 1+b(rO

*as$ fi 0~at dowolng ustalona liczbg * przedziatu O

x*
Wéwozas promien fi — wypukdosSci rodziny A/j c* * 0&s£40(0 wyra-

za sie nastepujacyom wzorem

go(— 1-fi>+ @ ~ N
- r.o. — =\ (2.25)

Dowéd. Z lematu 12 wynika, ze

b(r )~ bCr) , 9tadQ( = Jifjfel- £& ~
tib(roT 1+b(r)

dla kazdego r, 0<;r<1. Nastepnie wobeo lematu 11 (wzér (2.1T
niamy
Qol(r) *ICRO) *** N 1 » 0Cr<1.

Stad wobeo (2.5> promien fi- wypukdosci rodzinyN£f e

0 Mo (M0o<0 otrzymamy j*k< pajrudftJazy dodatni pierwiastek réwna-

uu I(RO)-£ » O, (2.26)

Uwzgledniajg* (***) i -C*.t0) w (B.-2fi) otrzymamy rownanie

2 A1-cO (I+*h) = a-P * Qe

X kolei z tego rownania wyznaczamy

aa 20t-j3 t 2 Vo<£E +P) + 1

tatwo stwierdzamy > 2¢ Zoi-fi + 2~ 7~ (C1+P) + 1> 1



oraz 8ot-p - Aox.Z -ol(I+.]3) + i <1 dla kafa.go 1 /73 .
@) <1, 90V4afi<l.

Poniewaz a* > 1, zatem przyjmujemy
1-r

Iz£9. J. go(— JZ+ 8Vc<2—- o”Ci+p) + 1 . (2.87)

WyznaozaJd”™o dodatni pierwiastek rownania (2.27) dostajemy

Wzor (2.25), a tym samym tez® twierdzenia 4.

Uwaga 1
1°. Ktadgo ct— 0 we wzorze (2.25) otrzymujemy wzdOr na promien

TT *
i+- wypuk”o$oi rodzinyZ=*

JI-r...l1:=njng
V3 -J3
2°* Ktadgo oC= fIi 35 0 w tym wzorze dostajemy promied wypuk.*o< i
rodziny "2
r.o» «
VT

Jeet tp znany wynlfc Bober,tacm* * roku 1963 [13] }
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