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Regula (rank-size rule) K. Zipfa — poszukiwane najlepszej metody aproksymacji punktow

Zarys tresci: Artykut przedstawia dyskusj¢ na temat konieczno$ci poszukiwan jak najlepiej
dopasowanej prostej do uktadu punktéw wyznaczonych za pomoca reguly Zipfa. Pod uwage wzigto
metody aproksymacji punktow za pomoca regresji prostej, wazonej i metody $redniego wyktadnika.
Wskazano w nim na mozliwo$ci blednej interpretacji regulty w przypadku Zle dopasowanej prostej.
Analize oparto o dane empiryczne odnoszace si¢ do miejskiej sieci osadniczej w Polsce w drugiej
potowie XX wieku. W efekcie stwierdzono, ze metoda $redniego wyktadnika data najlepiej
dopasowang prosta do uktadu punktéw reprezentujacych miasta, ale nie mozna byto na jej podstawie
szacowaé teoretycznej liczby mieszkancow w najwigkszym miescie, do tego celu najlepiej nadawata
si¢ metoda regresji wazonej. Z kolei metoda regresji prostej dawata tak odmienne warto$ci
wspotczynnika kontrastu, ze niekiedy jej zastosowanie nalezy uzna¢ za btad metodyczny.

Stowa kluczowe: reguta K. Zipfa, aproksymacja punktow, metody regresji, miejska sie¢ osadnicza,
Polska

Wstep

Reguta wielkosci-kolejnosci K. Zipfa opublikowana zostata pot wieku temu i nadal jest jedna
z czeSciej wykorzystywanych metod analizy sieci osadniczej [Gabaix, 1999]. Do jej zastosowania
wystarczy jedynie liczba mieszkancow miast, przez co jest ona do$¢ prosta w obliczeniach. Jej
powszechne zastosowanie daje mozliwo$¢ poréwnania réznych regionalnych sieci osadniczych lub
analiz¢ dynamiki kazdej z nich.

Reguta ta zakladata, Zze wielko$¢ miasta jest zdeterminowana przez wielkos¢ miasta
najwiekszego w systemie osadniczym. W teoretycznym modelu przedstawionym w 1949 r. przez K.
Zipfa, miasta porzadkuje si¢ wedlug liczby mieszkancow (od najwickszego do najmniejszego) i
nadaje im sie rangi od warto$ci 1 w wzwyz. Nastepnie okresla si¢ teoretyczna wielkosci j-tego miasta
w systemie osadniczym za pomoca WzOru:

L= Lo x %, (a<0);
gdzie — L, oznacza liczbg mieszkancow najwigkszego miasta, a — jest wyktadnikiem kontrastu danego

systemu osadniczego
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Wykres konstruowany jest na prostokatnym uktadzie wspotrzednych, na ktorym o§ Y
odpowiada wielko$ci miasta (liczbie mieszkancoéw) a 0§ X odpowiada kolejnosci miasta. Z Powodu
duzej liczby miast matych zazwyczaj wykres przedstawiany jest w skali logarytmicznej. W postaci

logarytmicznej wzor przyjmuje wowczas postac:

log Lj=b +alog j, (a<0);
gdzie — b oznacza punkt przecigcia prostej z osia Y, a — tangens kata nachylenia prostej do osi X

Wedtug Zipfa harmonijnie rozwinigta sie¢ osadnicza posiada pewna liczbg miast o okre$lonej
wielkosci. Taka sytuacja zachodzi gdy wyktadnik kontrastu a = -1 (a0 = —-135°), czyli system
osadniczy osiaga stan rownowagi, natomiast gdy lal> 1, wystepuje nadmiar koncentracji ludnosci w
duzych miastach a dla |al< 1 ludnosé koncentruje sie¢ w matych miastach.

Kluczowym problemem metodologicznym jest wigc jak najlepsze dopasowanie prostej
aproksymujacej uktad punktéw — na co zwracal juz wezesniej m.in. K. Dziewonski [1990]. Zwykle, z
powodu duzej liczby matych jednostek osadniczych, uklad punktéw w pewnym miejscu ulega
przetamaniu, ponizej niego reguta Zipfa przestaje obowiazywaé, co powoduje dodatkowe komplikacje
w wyborze metody aproksymacji. Skoro interpretacja wynikow zalezy od jak najlepszego wykreslenia
prostej aproksymujacej, to warto podjaé rozwazania na temat:

— Jak najlepiej aproksymowac prosta do wartosci rzeczywistych?.

— Jakie sa r6znice w interpretacji wynikow, w zaleznosci od sposobu aproksymacji?

Metody aproksymacji punktéw w polskiej literaturze geograficznej.

Wigkszo$¢ polskich badaczy, ktorzy siggneli po regute wielkosci-kolejnosci K.Zipfa, musiata
dokona¢ wyboru  sposobu aproksymacji zbioru punktow reprezentujacych miasta w systemie
osadniczym kraju. Korzystali oni z nastepujacych metod:

— graficznej [Kania, 1966]

— $redniego wyktadnika [Kostrubiec, 1971, Drobek, Heffner, 1980, Heffner, 1992]
— najmniejszych kwadratéw [ Dobrowolski, 1977, Zipser i in. 1976, Heffner, 1992]
— regresji wazonej [Sokotowski 2001].

Jako jedna z pierwszych rozwiazywata ten problem C. Kania [1966], ktéra w sposéb graficzny
odczytywata wspotczynnik katowy pochylenia prostej z narysowanego wykresu. Z kolei B. Kostrubiec
[1971] zaproponowat doktadniejszy analityczny sposéb wyznaczania wspolczynnika na podstawie
ciagu malejacych wartosci P;. Kazdej miejscowosci przyporzadkowano dwie wspotrzedne, liczbg
ludno$ci P;j oraz kolejny numer (rangg) j. Autor odrzucit zbyt mate jednostki osadnicze nie objgte
dziataniem reguly Zipfa, lezace ponizej punktu zatamania krzywej. Dla wszystkich jednostek

osadniczych (oprocz najwigkszego) obliczono wyktadniki a wedtug wzoru:



o logp,-logP

| ;  gdzie P;— liczb ludnosci w j — tym miescie
0g;

Warto$¢ wykladnika potegi w rownaniu Zipfa obliczono usredniajac wartosci a:

Z tego powodu metoda nazywana jest metoda sredniego wyktadnika.

Réwnanie prostej w uktadzie logarytmicznym ma postaé:

log |I)j =-alog;+logP,,

A wspotczynnik katowy wynosi:

tga=-a.

Korzystajac z prezentowanej metody, B. Kostrubiec przedstawil interesujaca analize¢ zmian
rozmieszczenia osiedli w wojewddztwie opolskim w latach 1950, 1960, 1965 [Kostrubiec 1971; s. 40].
Zgodnie z regula Zipfa szacowaniu wielkosci podlegaty wszystkie miasta poza najwigkszym, metoda
Kostrubca nie pozwala na oszacowanie teoretycznej wartosci liczby mieszkancow miasta
najwigkszego, gdyz prosta przechodzi przez punkt na wykresie reprezentujacy to miasto. Warto
jednak, po pigédziesieciu latach od publikacji Zipfa, wzia¢ pod uwage teoretyczna wielko$¢ miasta
najwickszego 1 wybra¢ inng metod¢ aproksymacji, tak jak to uczynili Heffner [1992], Sokotowski
[2001].

A. Zagozdzon zauwazyl, ze czgsto zachodzi przypadek, gdy ma si¢ do czynienia ze zbiorem miast
o znacznych dysproporcjach wielkosci, czyli z kilkoma ich podzbiorami. Zaproponowat on za-
stosowanie zamiast jednej prostej aproksymujacej, taka liczba prostych, z jaka liczba podzbiorow
miast mamy do czynienia [Zagozdzon 1979, s. 65]. Autor sugeruje, ze zastosowana metoda pozwoli
na uchwycenie tendencji zmian w poszczeg6lnych podzbiorach miast, jednak sam nie stosuje
zaproponowanej modyfikacji w analizie sieci osadniczej Polski.

Regule Zipfa do analizy systemoéw osadniczych regiondéw dolin rzecznych, wielkich rzek
europejskich wykorzystali w swej pracy W. Drobek i K. Heffner (1980). Do obliczenia wyktadnika
kontrastu skorzystali oni z metody Sredniego wyktadnika. Jego wartos¢ postuzyta do wyznaczenia
grup dolin rzecznych o podobnych cechach sieci miejskiej oraz okreslenia stopnia wyksztalcenia ich
uktadu osadniczego.

Po raz kolejny uktad hierarchiczny miast Opolszczyzny (w wybranych latach od 1787 do
1983) za pomoca reguty Zipfa badal K. Heffner [1992], ktory wykorzystal do aproksymacji dwie
metody: wspomniang metode $redniego wyktadnika Kostrubca oraz znana szeroko w literaturze
metode najmniejszych kwadratow. Prosta aproksymujaca jest tak dopasowywana do danych empi-
rycznych, aby suma kwadratoéw odchylen poszczegdlnych wartosci empirycznych L od wartosci

funkcji f(x) rownata si¢ minimum. Wedtug tego autora, pierwsza metoda stawia w uprzywilejowanej



sytuacji w stosunku do pozostatych miast osrodek najwiekszy, natomiast druga pozwala na lepsze ich
porownanie migdzy soba. Autor analizowal kierunki rozwoju systemu miejskiego obliczajac dwoma
metodami tzw. wyktadnik kontrastu, ktory - jak si¢ okazato — miat r6zne wartoéci w zaleznosci od za-
stosowanej metody. Interesujacy jest nie tylko fakt, ze wartoéci wyktadnika kontrastu obliczone wy-
branymi metodami réznity si¢ o utamek w granicach 0,1 do 0,5, lecz i to, Ze zmieniala si¢ jego wartos$¢
powyzej i ponizej wartosci 1. Jest to o tyle wazne, ze odpowiada ona systemowi osadniczemu
znajdujacemu si¢ W stanie idealnej rownowagi, a kazde odchylenie od wartosci 1 daje odmienna
interpretacje.

Dla jednostek osadniczych znajdujacych si¢ ponizej punktu przetamania reguta Zipfa przestaje
obowiazywa¢. W tym momencie badacze stawiaja sobie zazwyczaj pytanie: W Ktorym miejscu
wystepuje punkt przetamania, ktore jednostki nalezy wzia¢ pod uwagg, a ktére pomina¢ w roéwnaniu
regresji prostej aproksymujacej, ktorej kat nachylenia bedzie interpretowany. Interesujace rozwiazanie
tego problemu zaproponowat Sokotowski [2001], ktory zastosowal model regresji wazonej do
aproksymacji wykresu wielkosci-kolejnosci Zipfa.

Sokotowski [2001] wyszedt od jednej z metod aproksymacji wykresu wielkosci-kolejnosci, a
mianowicie regresji liniowej (metoda najmniejszych kwadratow), w ktorej wartosci parametrow a i b
obliczane sa na podstawie wzorow:

A NDXY XY, b= 2y aXx
NY X (X)) N

Po uwzglednieniu zmiennych logarytmowanych wzoér przyjmuje postac:

a— NZIogjxlong—ZlongIong b _ Zlong—aZIogj
B NY (ogj)?>-(Ylogj)?> N N '
Autor stusznie zwrocit uwage czytelnikdw na istotny fakt, ze nie nalezy przypisywaé kazdej

jednostce osadniczej jednakowej masy, gdyz w tym wypadku miasto duze (np. milionowe) ma taka
samg wage, jak male np. miasto o tysiacu mieszkancach. Aby uwzgledni¢ wielko§¢ miast,
zmodyfikowal on metod¢ najmniejszych kwadratow, nadajac wagi (w; = Lj) poszczegdlnym
jednostkom osadniczym [Sokotowski 2001]. Parametry rownia prostej dla regresji wazonej maja
postac prosta:
4o DWW XY WX W2 Y W, b 2 Y W X, W
Sw XWX w)?t 2w,

gdzie w; jest waga obiektu rangi j (na og6t bedzie to liczba mieszkancow).

Dla zmiennych logarytmowanych parametry réwnania prostej maja postac:



_ ZWJZIogjxlongWj—ZlogijJZIongwj b _ ZIOQLijaZIOQjXWj

a ZW]Z(IOQj)ZWj_(ZIOngWj)Z ' ZW]

Wedhug autora tej modyfikacji zastosowanie modelu regresji wazonej daje wigksza realnos¢
oszacowan 1 stabilno$¢ parametrOw prostej aproksymujacej wykres, przez co stwarza wigksze
mozliwosci pordwnania réznych systemow osadniczych [Sokotowski 2001]. Aby sprawdzi¢, czy
propozycja autora jest uzytecznym narz¢dziem w badaniach osadniczych, autorka postanowita
zastosowa¢ model regresji prostej i wazonej oraz $redniego wyktadnika do poréwnania miejskiej sieci
osadniczej Polski w drugiej potowie XX wieku w latach: 1950, 1960, 1978, 1988 i 1999.

Poszukiwanie jak najlepszej metody aproksymacji punktow na przykladzie miejskiej

sieci osadniczej w Polsce w drugiej polowie XX wieku.

Po II wojnie $wiatowej w Polsce zmienita si¢ liczba i wielko$¢ miast, skutkiem czego
zmieniala si¢ rowniez miejska sie¢ osadnicza. Wedtug Narodowego Spisu Powszechnego z 1950 r.
najwigkszym miastem byla wowczas Warszawa liczaca 803 888 mieszkancow, a najmniejszym
Ledyczek, w ktorym mieszkato jedynie 707 oséb. Rownanie regresji prostej aproksymujacej uktad
punktow na wykresie ma posta¢ L; = 6,401 — 1,111log j. Z kolei posta¢ funkcji regresji wazonej
aproksymujacej uktad punktow ma réwnanie L;j = 5,058 - 0,939log j. Wyktadnik kontrastu dla regresji
prostej la|> 1, natomiast liczony dla regresji wazonej |a|< 1. Zastosowanie metody Sredniego
wykladnika proponowanego przez Kostubca daje kolejna posta¢ roOwnania prostej aproksymujacej L =
5,9052 — 0,879l0g j, w ktérej wyktadnik kontrastu |a|< 1.

Analiza rownan prostych wyznaczonych dla miejskiej sieci osadniczej Polski w kolejnych
latach: 1960, 1978, 1988 i 1999 wykazuje znaczna réznice migdzy warto$ciami wskaznika kontrastu
policzonymi trzema sposobami (Tab. 1). Roznica ta zwigkszata si¢ w kolejnych latach, gdyz wartos¢
wyktadnika liczonego za pomoca regresji prostej w kolejnych latach wzrastala a w wartos¢
wyktadnika liczonego za pomoca regresji wazonej i sredniego wyktadnika malata. Nalezy wigc zadaé

pytanie, ktéra metoda daje lepszy wynik badawczy i jest poprawna?

Tabela 1
Tabela 1 Rownania prostych aproksymujacych uktad punktow dla miejskiej sieci osadniczej w Polsce
w latach 1950, 1960, 1978, 1988, 1999

rok ROwnanie prostej
Regresja prosta Regresja wazona metoda $redniego wyktadnika

1950 | L= 6,401 - 1,111logj | L;=6,058-0,939l0gj | L;= 59052 -0,879l0g j
1960 | L;j=6,294 - 1,012logj | L= 6,179 - 0,923l0g j L, = 6,057 - 0,897log j
1978 | L;=6,899 - 1,188l0g j | L; = 6,312 —0,899l0g j L, = 6,192 - 0,890l0g j
1988 | L;j=7,159 —1,199l0g j | L; = 6,343 — 0,880l0g j L; = 6,219 - 0,874log j
1999 | L;=7,022-1,200l0g j | L; = 6,346 - 0,872l0g j L; = 6,209 - 0,863l0g j




Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie danych GUS

Odpowiedzi mozna udzieli¢, podejmujac trud zastosowania kolejnych metod badan nad siecia
osadnicza. Pamigtajac o tym, ze warto$¢ wyktadnika kontrastu |a|> 1 oznacza koncentracje ludno$ci
w duzych miastach systemu, warto sprawdzi¢ jaki odsetek ludno$ci mieszkat w miastach

najwigkszych.

Tabela 2
Zmiany udziatu Warszawy i 10 najwigkszych miast w Polsce
w liczbie ludno$ci miejskiej w drugiej potowie XX wieku

Odsetek ludnos$ci miejskiej

Rok Warszawa 10 najwigkszych
miast

1950 8,3 33,9

1960 8,3 32,3

1978 7,7 29,8

1988 7,1 21,7

1999 6,7 26,2

Zrédto opracowanie whasne na podstawie danych GUS

W XX wieku w Polsce nastapit gwaltowny wzrost urbanizacji, okazuje si¢ jednak, ze przyrost
naturalny oraz migracje do Warszawy i najwickszych polskich miast — mimo, ze w liczbach bezwzgle-
dnych bardzo wysokie — nie spowodowaty zwiekszenia odsetka liczby ludnosci w skali catej miejskiej
sieci osadniczej (Tab. 2). Wrecz przeciwnie z roku na rok jego warto$¢ systematycznie spadata, co
0znacza, ze nie zwigkszala si¢ koncentracja ludnosci miejskiej w duzych miastach. Konsekwencja
spadku odsetka liczby ludnosci, wg reguly Zipfa, powinno by¢ zmniejszanie si¢ wartosci wspot-
czynnikka kontrastu a. Taka sytuacja zachodzi jedynie w rownaniach regresji wazonej i $Sredniego
wyktadnika. Mozna zatem wyciagna¢ pierwszy pozytywny wniosek na temat wykorzystania regresji
wazonej oraz $redniego wyktadnika w badaniach sieci osadniczej, gdyz wyktadniki kontrastu (Tab. 1)
mialy warto$ci mniejsze od 1 i systematycznie malaty — w przeciwienstwie do rownania regresji proste;.
Tabela 3
Warto$ci sumy kwadratow odchylen teoretycznej od rzeczywistej liczby

mieszkancoéw miast w Polsce w latach 1950, 1960, 1978, 1988, 1999.

Wartos¢ sumy kwadratéw odchylen teoretycznej od rzeczywistej
rok liczby mieszkancoéw miast
regresja prosta regresja wazona metoda Sredniego

wyktadnika

1950 34,92E+11 1,329E+11 0,99E+11

1960 8,035E+11 1,716E+11 1,089E+11

1978 518,708E+11 3,5674E+11 2,219E+11

1988 2152,36E+11 4,651E+11 2,871E+11

1999 1019,27E+11 5,81E+11 3,308E+11

Zrbodlo: obliczenia wlasne



Inny sposob dajacy mozliwos$¢ oceny zastosowania okreslonej metody do aproksymacji pun-

ktéw polega na sprawdzeniu, ktéra prosta jest lepiej dopasowana do punktéw na wykresie. Taka
mozliwo$¢ daje porownanie wartosci sumy kwadratow odchylen teoretycznej od rzeczywistej liczby
mieszkancOw miast. Oceniajac ktory model regresji daje lepsze dopasowanie prostej do punktow,
nalezy wymieni¢ model regresji wazonej, gdyz dla tego modelu odchylenia wielkosci teoretycznych
od rzeczywistych (zarowno bezwzgledne jak i wzgledne) sa dlan duzo nizsze i lepiej oddaja strukture
sieci (Tab. 3). Jednak jeszcze lepsze dopasowanie daje metoda Sredniego wyktadnika zaproponowana
przez Kostrubca (1971).
Mozna zaobserwowac, ze sposrod trzech wybranych metod aproksymacji punktow prosta wyznaczona
metoda Sredniego wyktadnika jest najlepiej dopasowana do uktadu punktoéw, metoda regresji wazonej
daje rowniez dos¢ dobre dopasowanie, najgorzej wypada dopasowanie prostej wykreslonej za pomoca
regresji prostej. Skoro pierwsza z wymienionych metod jest najlepiej dopasowana do uktadu punktéw
to rowniez najlepiej oddaje wartos¢ kata o nachylenia prostej do osi X. Mozna ja wigc z powodzeniem
poleci¢ do interpretacji wartosci wyktadnika kontrastu w regule Zipfa.

Reguta K.Zipfa stosowana jest rowniez do obliczenia teoretycznej liczby mieszkancow i
porownania jej z liczba rzeczywista. Obliczen dokonuje sie¢ korzystajac z rdéwnania prostej
aproksymujacej. Jak wspomniano wczesniej, metoda Sredniego wyktadnika nie ma zastosowania w
okreslaniu teoretycznej liczby ludnosci najwigkszych miast, gdyz nie daje mozliwos$ci oszacowania
liczby mieszkancow miasta najwigkszego, dlatego dalsze rozwazania dotycza jedynie rownan regresji.

Postugujac si¢ rownaniem regresji prostej i wazonej, przedstawiono dyskusja nad interpretacja
wartosci teoretycznych liczby mieszkancow miast w latach 1999 i 1950 w Polsce. W ciagu pot wieku
zaszly powazne zmiany w miejskiej sieci osadniczej w Polsce, ktéore powinny znalezé
odzwierciedlenie w zmianach kata nachylenia prostej i wartosci teoretycznych i empirycznych liczby
mieszkancow miast.

W roku 1999 bylo 861 miast, w ktéorych najwicksze — Warszawa — liczylo 1618468
mieszkancoéw, a najmniejsze WySmierzyce — 861. ROwnanie regresji prostej aproksymujacej uktad
punktow na wykresie ma posta¢ Lj = 7,022 — 1,2log j. Oznacza yo, ze kat nachylenia prostej do osi X
wynosi o = —135,97°. Z kolei posta¢ funkcji regresji wazonej aproksymujacej uktad punktéw ma
rownanie L;= 6,346 —0,872log j, a kat o = —134,37° (ryc. 1). Roznica migdzy nachyleniem prostych
do osi X jest dos¢ wysoka i wynosi 1,6°.

Teoretyczna liczba ludnosci dla 10 najwigkszych miast w roku 1999 wyznaczona za pomoca
rOwnania regresji prostej i wazonej rozni si¢ od rzeczywistej (Tab. 4). W przypadku regresji prostej
roznice migdzy teoretyczna a empiryczng liczba mieszkancow te sa tak duze, ze budza powazne
watpliwosci w zasadnos$¢ jej stosowania, gdyz kazde z 10 najwigkszych miast ma powazne niedobory
liczby mieszkancow (Warszawa az o blisko 9 min!). Z kolei w przypadku zastosowania regresji
wazonej roznice te sa duzo nizsze i1 bardziej odpowiadaja rzeczywistej liczbie mieszkancow,

zwlaszcza jesli w przypadku czterech najwigkszych miast — Warszawy, Lodzi, Krakowa i Wroctawia —



wzietoby pod uwage liczbe mieszkancéw w aglomeracji. Kolejne miasta — Poznan, Szczecin,
Bydgoszcz, Lublin i Katowice — maja niewielkie niedobory liczby mieszkancow. Najmniejsza roznica

migdzy warto$cia teoretyczng a rzeczywista liczba mieszkancow wystepuje w Gdansku (Tab. 4).
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Ryc.1 Krzywa kolejnosci-wielkos$ci miast w Polsce w 1999 r. a — wykres regresji prostej, b — wykres
regresji wazonej

Fig.1 Rank-size distribution of Polish towns in 1999 a — linear regression, b — weight regression
Zrodto: opracowanie whasne

Tabela 4
Rzeczywista teoretyczna liczba ludno$ci w 10 najwigkszych miastach w Polsce w 1999 r.
liczba ludnosci odchylenie wielkosci teoretycznych
Ranga Miasto okreslonych za pomoca
teoretyczna okre$lona | regresji | regresji | regresji | regresji
rzeczywista Za pomocq wazonej wazonej
regresji regresji bezwzglgdne wzgledne (%)
wazonej
1. Warszawa 1618468 10528281 | 2217070 | 8909813 | 598602 550,5 37,0
2. Lodz 806728 4582504 | 1211526 | 3775776 | 404798 468,0 50,2
3. Krakow 740666 2816971 850768 | 2076305 | 110102 280,3 14,9
4. Wroctaw 637877 1994565 662042 | 1356688 | 24165 212,7 3,8
5. Poznan 578235 1525985 545000 947750 -33235 163,9 -5,7




5. Gdansk 458988 1226105 | 464905 | 767117 5917 167,1 1,3

7. Szczecin 416988 1019031 | 406442 602043 | -10546 144.,4 -2,5
8. Bydgoszcz 386855 868147,6 | 361775 | 481293 | -25080 124,4 -6,5
9. Lublin 356251 753715,3 | 326470 | 397464 | -29781 111,6 -8,4
10. Katowice 345934 664194,9 | 297817 | 318261 | -48117 92,0 -13,9

Zrodto: opracowanie whasne, na podstawie danych GUS.
Po zastosowaniu modyfikacji Sokotowskiego [2001], ktéra okazata si¢ godna polecenia do

obliczen teoretycznej liczby mieszkancow miast, warto zwroci¢ uwagg na mozliwo$¢ wyznaczenia
punktu przetamania na wykresie Zipfa. Mozna zaproponowaé aby byt to punkt przecigcia dwoch
prostych regresji. W przypadku wykresu przedstawiajacego sie¢ miast w 1999 r., bylby to punkt
reprezentujacy 117 (ranga) miasto Swidnik z 40 797 mieszkancami. Skoro regula Zipfa przestaje
obowiazywa¢ ponizej punktu przetamania, to nalezatloby wyznaczy¢ réwnanie regresji wazonej dla

117 najwigkszych miast w Polsce. Ma ono posta¢ L; = 6,236 — 0,757 log j, a kat o = —134,44°.
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Ryc. 2 Wykres wielkos$ci-kolejno$ci 117 najwigkszych miast w Polsce w 1999 r.,
wykres regresji wazonej

Fig 2. Rank-size distribution of Polish 117 the biggest town in 1999, weight regression
Zrédto: opracowanie wiasne

Warto$¢ odchylen wielkosci teoretycznych od rzeczywistych jest najmniejsza sposrdd trzech
wyznaczonych réwnan regresji, czyli rOwnanie to jest najlepiej dopasowane do uktadu punktdw.
Liczba mieszkancoéw Warszawy rozni si¢ od rzeczywistej jedynie o 100 tys., co stanowi jedynie 6,6%
jej wielkosci (Tab 5). Najbardziej niedopasowana do rownania regresji jest L.odz z 800 tys.
mieszkancow, ktora, wg reguty Zipfa, powinna liczy¢ ponad 1 mln mieszkancow, czyli okoto 200 tys.
0sob wiegcej. Pozostate miasta pierwszej dziesiatki maja niewielki niedobdr liczby mieszkancow, a
wsrod nich Krakow ma ich liczbg najbardziej zblizona do wartosci teoretycznych.

Tabela 5
Rzeczywista i teoretyczna liczba Iudnosci w 10 najwigkszych miastach w Polsce w 1999 r.
(réwnanie regresji wazonej Lj = 6,236 — 0,757 log j dla 117 miast)

Ranga Miasto liczba ludno$ci odchylenie wielko$ci teoretycznych
rzeczywista | teoretyczna bezwzgledne wzgledne (%)

1. Warszawa 1618468 1725441 106973 6,6
2. Lodz 806728 1021194 214466 26,6
3. Krakow 740666 751379 10713 1,4
4, Wroctaw 637877 604389 -33488 -5,2
5. Poznan 578235 510486 -67749 -11,7
5. Gdansk 458988 444700 -14288 -3,1
7. Szczecin 416988 395738 -21250 51
8. Bydgoszcz 386855 357705 -29150 -7,5
9. Lublin 356251 327203 -29048 -8,2
10. Katowice 345934 302129 -43805 -12,7

Zrbdlo: opracowanie wlasne

Aby nie formutowac zbyt pochopnych wnioskéw wysnutych na podstawie analizy miejskiej
sieci osadniczej w 1999 r., powtdrzono procedurg¢ badawcza dla miast w 1950 r. (Tab. 6 i 7). | tym
razem odchylenia od warto$ci empirycznych obliczone za pomoca regresji wazonej byly duzo nizsze i
lepiej oddajace wiasnosci systemu miast w Polsce, niz liczone za pomoca regresji prostej. Interesujacy
jest fakt, ze teoretycznie w 1950 r. Warszawa liczyta ponad 300 tys. mieszkancow za mato, a £.6dz

ponad 20 tys. za duzo.

Tabela 6
Rzeczywista i teoretyczna liczba ludnosci w 10 najwigkszych miastach w Polsce w 1950 r.
Ranga | Miasto liczba ludnosci odchylenie wielkosci teoretycznych
okreslonych za pomoca

teoretyczna okreslona | regresji regresji | regresji | regresji

Za pomoca wazonej wazonej
rzeczywista | regresji regresji bezwzgledne wzgledne (%)

wazonej

1. Warszawa 803888 2515935 | 1143328 | 1712047 | 339440 213,0 42,2
2. Lodz 620183 1164468 596455 544285 -23728 87,8 -3,8
3. Krakow 343638 742020 407635 | 398382 63997 115,9 18,6
4, Poznan 320670 538959 311161 218289 -9509 68,1 -3,0
5. Wroctaw 308925 420579 252354 111654 -56571 36,1 -18,3
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5. Gdansk 194633 343435 212656 148802 18023 76,5 9,3
7. Szczecin 178907 289359 184006 110452 5099 61,7 2,8
8. Katowice 175496 249450 184006 73954 8510 42,1 4,8
9. Bytom 173955 218843 184006 44888 10051 25,8 58
10. Zabrze 172355 194660 184006 22305 11651 12,9 6,8

Zrédlo: opracowanie wlasne.
Punkt przecigcia tych prostych regresji wypadt w miejscu, gdzie potozone byto 100. miasto

pod wzgledem wielkosci, a mianowicie Nysa. Rownanie regresji wazonej Lj = 6,001-0,867log j
obliczone dla 100 najwigkszych miast bylo duzo lepiej dopasowane. Co ciekawe, tym razem
Warszawa liczyta o prawie 200 tys. mieszkancow za mato w stosunku do wartosci teoretycznej, a
LodZz o 70 tys. za duzo. Zwazywszy ze byt to okres powojennej odbudowy zniszczonej Warszawy,
podczas ktorego L.6dz petnita tymczasowo funkcje ,,stolicy kraju”, mozna stwierdzi¢, ze teoretyczna
liczba mieszkancoOw byta odpowiednia i wskazywata na kierunki przyszltych zmian liczby
mieszkancoéw tych miast.

Tabela 7
Rzeczywista i teoretyczna liczba ludnosci w 10 najwigkszych miastach w Polsce w 1950 r.
(réwnanie regresji wazonej Lj = 6,001-0,867log j dla 100 miast)

Kolejnose
miast wg Miasto liczba ludnosci odchylenie wielkoSci teoretycznych
liczby
ludnosci
rzeczywista | teoretyczna bezwzgledne wzgledne (%)
1. Warszawa 803888 1002656 198768 247
2. 1.6dz 620183 549596 -70587 -11,4
3. Krakow 343638 386638 43000 12,5
4. Poznan 320670 301256 -19414 -6,1
5. Wroctaw 308925 248243 -60682 -19,6
5. Gdansk 194633 211932 17299 8,9
7. Szczecin 178907 211932 33025 18,5
8. Katowice 175496 211932 36436 20,8
9. Bytom 173955 211932 37977 21,8
10. Zabrze 172355 211932 39577 23,0

Zrodto: opracowanie wlasne.

Proste wyznaczone za pomoca regresji wazonej sa najlepiej dopasowane do uktadu i moga
by¢ z powodzeniem stosowane do dyskusji na temat teoretycznej liczby mieszkancéw wszystkich
miast. Jezeli rozwazania dotycza miast o najwiekszej liczbie ludnosci w sieci osadniczej to
najstuszniej bedzie skorzysta¢ z ostatniej propozycji, w ktorej zmniejszono — w punkcie przeciecia

wykresu funkcji regresji prostej i wazonej— liczbg miast w rownaniu regresji.

Whioski

W badaniach miejskiej sieci osadniczej reguta kolejnosci-wielkosci (rank-size) K. Zipfa jest
bardzo dobrym narzedziem badawczym, o ile pamigta si¢ o najlepszym dopasowaniu prostej do
danych empirycznych. Zwrdcit juz na to uwage K. Dziewonski [1990, s.154], ktory pisat, ze ,,W

koficowym efekcie bedziemy mieli kilka krzywych (réwnan), ktéore beda mniej wigcej odpowiadac
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danym reprezentujacych nasz system. Trzeba bedzie dokona¢ koniecznego wyboru zanim przejdziemy
do interpretacji wynikow. OczywiScie trzeba bedzie wybraé najlepiej dopasowana krzywa”.

Przedstawione powyzej przyktady zastosowania odmiennych metod aproksymacji punktow
($redniego wyktadnika, regresji prostej i wazonej) potwierdzaja, ze wyznaczone z ich pomoca proste
sa lepiej lub gorzej dopasowane do danych empirycznych, co w konsekwencji prowadzi do
odmiennych wnioskow. Z tych rozwazan wynika, ze zanim przystapimy do interpretacji reguty Zipfa,
powinnismy mie¢ pewno$¢, ze rownanie prostej jest jak najlepiej dopasowane do danych a to mozna
stwierdzi¢ tylko przez porownanie kilku prostych wyznaczonych ré6znymi metodami.

Najlepiej dopasowana prosta okazata si¢ ta, ktéra zostala wyznaczona metoda Sredniego
wyktadnika proponowana przez Kostrubca. Moze ona z powodzeniem stuzy¢é do wyznaczenia kata
nachylenia prostej do osi X, analizy dynamicznej i poréwnania sieci osadniczych, nie daje jednak
mozliwosci szacowania teoretycznej liczby mieszkancoéw miasta najwigkszego.

Mozna uznaé, ze regresja wazona jest dobrze dopasowana do punktow na wykresie i moze
stuzy¢ zarébwno do wyznaczania wyktadnika kontrastu jak i obliczen teoretycznej liczby mieszkancow
miast. Z Kkolei kat nachylenia prostej wyznaczonej za pomoca regresji wazonej dla grupy miast
najwigkszych, niewiele si¢ rozni kata nachylenia wyznaczonego dla wszystkich miast, ale daje lepsze
dopasowanie do punktéw reprezentujacych na wykresie miasta o duzej liczbie mieszkancow.
Wskazano na punkt przetamania na wykresie K. Zipfa, ktéry znajduje si¢ na przecigciu linii regresji
prostej i wazonej. Metoda regresji wazonej dla miast znajdujacych si¢ powyzej punktu przetamania
mozna stosowa¢ do rozwazan na temat teoretycznej liczby mieszkancéw jedynie tej grupy miast.
Nalezy pamiegta¢ o czym wspominali Dziewonski [1990] i Zagozdzon [1979], Zze system osadniczy
moze si¢ sktadac z kilku podsystemow.
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K. Zipf’s rank-size rule in search of the best method of point approximation
Summary

The K. Zipf’s rank-size rule is considered by many researchers as the most suitable method of
analyzing urban settlement systems. In fact, this is a relatively simple method that allows for analyzing
the dynamics of an urban systems or comparing different urban systems. The only data required to use
this method is the urban population number. This is one of the most important characteristics of
settlement system, as each harmoniously developed settlement system has a certain number of towns
of a given size. This paper discusses the question of defining the optimal approximation line
corresponding to a set of points determined by the K. Zipf’s rank-size rule. It is used for assessment of
the settlement system and for estimating theoretical urban population. As the interpretation of the
results depends on the most accurate tracing the approximation line, it seems appropriate to consider
the following issues:

- How to trace the approximation line so as it represent most exactly the real values?

- How does the interpretation vary depending on the approximation method?

To discuss these questions three approximation methods have been selected: linear regression,
weighted linear regression, and the average exponent method. The date used in the analysis was the
population number in Polish towns in the years 1950, 1960, 1978, 19988, 1999.

The average exponent method turned out to be most representative for the set of points, but this
method can not be used for estimating the theoretical population number in the largest city. The best
method serving this purpose was the weighted regression. This method can be successfully used,
however, to recon the angle between the approximation line and the x-axis, the dynamic analysis and
comparing settlement systems. It can be concluded that weighted regression well corresponds to the
set of points on the diagram and can be used as well to determine the contrast exponent and estimate
theoretical urban population number.

It is also possible to take into consideration the largest cities in the settlement system and to confine
the analysis to trace the line (weighted regression) for this group of cities. The number of cities can be
limited by finding the intersection of the two lines representing simple linear regression and weighted
regression, and other groups of towns can be formed in a similar way. The angle formed by the line
traced for the group of the largest cities is not much different from the previous one, but it represents
more exactly these cities on the diagram. Therefore it can be used for analyzing the theoretical urban
population only within this group of cities. It should be remembered, as it was pointed to by
Dziewonski (1990) and Zagozdzon (1979), that settlement system may be composed of a few
subsystems and the method can be modified in order to analyze one of the subsystems.

The simple linear regression method yields greatly varying values of the contrast exponent and the
interpretation of the results is very controversial. Therefore in some cases using this method should be
considered as a methodical error.
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