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Matematyczne teorie ukdadow przedgczajgcych i1 automatow skon-
czonych rozwinety sie jako jedne z podstawowych 1 wazniejszych
rozdziatow wspotczesnej matematycznej teoriil automatycznego ste-
rowania.Na ich bazie rozwigzuje sie podstawowe i1 inzynieryjne
problemy konstrukcji z#ozonych liczacych,sterujgcych i1 kontrolu-
Jjacych maszyn,ztozonych ukdaddédw automatycznego sterowania,ukdadow
cybernetycznych itp.Takie dyscypliny techniczne jak teoria kons-
trukcji1 maszyn liczacych,sterujgacych 1 kontrolujgcych,automatycz-
nych central telefonicznych itd. w znacznym stopniu moga by¢ zbu-
dowane w oparoiu o matematyczne teorie ukdfadow przetgczajacych i
automatow skonczonych.

Obecnie zwraca sie szczegolng uwage na nastepujace problemy
z zakresu tych teoriit
a/ okreslenie funkcji,ktore mogg by¢ realizowane oraz oszacowanie

koniecznej do tego celu liczby elementéw 1 czasu)

b/ opracowanie wygodnego jezyka formalnego dla zapisania warunkéw
pracy urzadzen,pozwalajgcego juz w pierwszych etapach syntezy
na przeprowadzenie minimalizacji)

c/ kodowanie standw)

d/ badanie niezawodnosci urzadzen drogg rozpracowania tak ogolnycl
probleméw teorii automatédw stochastycznych jak i1 inzynieryjnycl
metod obliczania niezawodnosci 1 wyboru pojemnosci struktural-

nego funkcjonalnego nadmiaru przy przeprowadzaniu syntezy.



Szereg teorii matematycznych bada ukdtady dyskretne.Do najbar-
dziej znanych zaliczamyi teorie ukdadow przetaczajacych /[q]#
[26]/,teorie automatow skonczonych /[$] , [10], [18] , [29]/,teorie
maszyn sekwencyjnych /[27]/,teorie sieci logicznych /7[11/ 1
teorie abstrakcyjnych sieci neuronowych /[22]/.Rozwdj tych teorii
wykazat,ze w zasadzie tworzg one jedng teorie i1 jest coraz trud-
niej pewne badania przeprowadza¢ tylko w jednej z nich.Szczegol-
nie jest to widoczne na przykdadzie teorii uktadow przetgczajaeyei
cych 1 automatéw skonczonych.Jeszcze kilka lat temu M.A.Gawry4ow
/[$)/ uwazak,ze istotng réznicg miedzy teorig automatow skonczo-
nych a teorig uktaddéw przetgczajagcych jest nierozpatrywanie przez
tg pierwszg urzadzen asynchronicznych.Jednak obecnie ukazyty sie
nawet monografie poswiecone asynchronicznym automatom akonozonym
/ [15] . [2*1/~-

J.Jaron w latach piecdziesigtych zdefiniowat tzw.elementarne
cybernetyczne i1zolowane systemy /[14]/,ktore wychodzg poza wspom-
niane tu teorie.Bazujac na klasycznym ujeciu elementu jako ,,czar
nej skrzynki” okresla w sposob eksjomatyczny ukdady oznaczajace
sie duzg ogolnoscig.W przypadku zdeterminowanych ukd#adow cyberne-
tycznych i1 zdeterminowanych automatow skonczonych mozna #atwo
wykazac,ze kazdy automat skonczony daje sie zbudowa¢ poprzez
superpozycje elementarnych izolowanych systeméw cybernetycznych.
Ciekawszy natomiast jJest przypadek, jesli bedziemy rozpatrywali
uiady stochastyczne i1 wkasnie do tego w dalszym ciggu sie ogra-
niczymy .Podana nizej definicja ukdadu stochastycznego powstata

w oparciu o definicje ukdaddw cybernetycznych podane przez J.

Jaronia w pracach [15] , 4] , [16] , [17] =



ZtozonosS¢ 1 trudnos¢ tej tematyki oraz jej doniostosS¢ zostata

dobitnie podkreslona przez S.M.Ulama w monografii [34"e



1 .Definicja 1 podstawowe wkasnosci uktadu stochastycznego

Definicja 1.1 ._Ukdadem stochastycznym bedziemy nazywali uporzad-
kowang o6semke <X,Y,T,Px#Pz,gx,Gatf> zbiordéw i funkcji speknia-
Jjacych zaleznosci!

A.1.1. 1<card(X)<"Ko

A.1.2. 1<card(Y) ~ Ko

A.1.3. 1<card(M"-

A.2.1. f 1

A.3.1. Px t2Z"R

A.3.2. P, «{p“!»a*P; I 2]al:,X*e }
A4l PxQO » 1

Z
A.5.1. ACZ~p (A)™ O

A.5.2. at X ™ (*c (a}x pj(35) 0)

A.6.1. ((V»H**cX)A (VK.IHK + 1/~ AFOAj~ * 0j)~

@
~ 4 , (A
pX( IL<J<1 AP @ I2«Il PX(AI)
A.6.2. af ((tVvn)@Znc {a} *Y da (Vk, Dk * I * 0)

n Pa(é_& «p) « 2 A(lt)
A7.1. gni
A.7.2. Gz *-g® lafgx(T*2)Agg 1 F(IW fa} xY 2 {a} *y]
A8.1. ~({lja)* prisjjCIfCt)]* {a}*1))
Uwaga* p~tPgfG™Mgg sa symbolami podstawowymi naszego jezyka,

w symbolach p® 1 g] Ulitera ,,a” jest indeksem.

Zbior uktadéw stochastycznych oznacza¢ bedziemy przez -



Lemat 1.1.Trojki uporzadkowane <X2X#x 7 1 ~{a”Y,2 a”~Y*Pg "
gdzie a€ X,sg przestrzeniami stochastycznymi o mierze
zupeinej-

Dowdd.Rodzina 2* jest niepusta,zamknieta wzgledem roznicy zbio-

row* zamknieta wzgledem przeliczalnej sumy zbiorow i1 nalezy do

niej zbior Xtwiec funkcja px jest okreslona na G - algebrze zbio-

ru X.Poniewaz px jest okreslona na pierscieniu,nieujemna /A.5.1/»

przeliczalnie addytywna /A.6.1/ i1 dla zbioru pustego rowna sie

zero /bowiem z A.4.1 wynika,ze 1 * Px X * PeaIX™-"0) * PxCX) +

P**0" * 1 + Px 10)/,wl?c dest miarg stoohaetyozng.Spednla ona

takze nastepujgcy warunek zupednosci t (A cBaB( “Op-CB”™o 0)~?

Aeh

Z powyzszego wynika,ze X,2X#ox ’? jest przestrzenig stochastycz-

ng o mierze zupednej.

Identyczny dowdd jest dla kazdej z trojek uporzadkowanych

Lemat 1.2. Priaj) ’pM(«(alvB) </ ,gdzie B c y*
& £X

Dowdd.Szereg posiada tylko wyrazy nieujemne#a wiec dla ustalone-
go B cigag sum czesciowych jest niematejacy.Dla kazdego atX
P* ((@ >B )X 1,wiec

0 "PacH*}%} pJd W * £ P*({*D-
Szereg ax X Pil{*}) Je®t zbiezny 1 jego granica jest réwna je-
dynce /A.6.1 i A.4.1/ ,a wiec na podstawie kryterium pordéwnawcze-

go nas* szereg jest zbiezny dla kazdego B £ X.



Twierdzenie 1*1.Jezeli funkcja R jest okeslona naste-
pujaco#

Bcy”~pJB) 8 2. p,(fal) P?C{a] *B),to
y atExX * B

tréjka uporzadkowana ™ Y»2™Mp~> jest przestrze-
nig stochastyczng o mierze zupeknej*
Dowod .wystarczy wykazaC nastepujgce zaleznosci*
1/ p jest okreslona na5 * algebrze zbioru I t
2/ éyc'Y i, > 0 |
5/ Pjur) - 1 i
4/ pV jest przeliczalnie adfiytywna ;
5 (AcBe * 0= A T
ZaleznosS¢ pierwsza wynika z tego,ze py jest okreslona na rodzinie
wszystkich podzbiordw zbioru Yta wiec na podstawie pierwszej
czesSci dowodu lematu 1.1 jest okresSlona na 6 - algebrze.
Zaleznos¢ druga wynika z lematu 1.2.

ZaleznosSC¢ trzecia wynika z lematu 1.2 oraz rownosci *

ZaleznosS¢ czwarta wynika z nastepujgcej rownosci t

ZaleznoS¢ pigta wynika z tego#ze p jest okreslona na wszystkich

Podzbiorach zbioru X.



W dalszym ciagu przez p” oznaczac¢ bedziemy funkcje spedniajaca

zatozenia twierdzenia 1.1.

1 Definicja 1,2.J0z01i A i A" sa zbiorami, :°i sg rodzinami
podzbiorow A 1 A" ap Eip® 8 R,to funkcja h
odwzorowuj© tréjke uporzadkowang <A, ~,p 7 na trojke uporzadko-
wang <AAObTf "y wkcedy i tylko Y/tedy,gdy sa speinione nastepu-

jace warunki t

a/ h(A) * A" |
b/ « {k |(3B6<)(B) » K*} |
 a"e A -7 P*iia®}) * *>&*]) |

twierdzenie 1.2.Dla kazdego te+ funkcja gx odwzorowuj© przes-
trzel stochastyczng <X,2X,px 7 aa pewng przes-
trzen stochastyczng.

Dowdd,Z definicji 1,2 oraz warunku A,7*1 wynikaja zaleznosci «

af «*«%)>*) * X"c x $

V CT * {K](aBt2X)(gxUt) XB) * K))m 2x#1

c/ x*~ P~ 3P * px {algx ek ~{a}) * XD,

Poniewaz px jest okreslona na 2~ ,wiec jest okreslona na <T- al-

gebrze zbioru X*.Z zaleznosci c/ wynika,ze px jest nieujeona,dla

zbioru X* jest rowna jedynce /Zbowiem PM(X#) « Px ({aj gx (-<{tI™)}a

Pijgjil) » 1 /,przeliczalnie addytywna oraz zupedna,Ostatecznie wiec

\ X ,2 jest przestrzenig stochastyczng o mierz© zupetnej.

Twierdzenie 1.3.Jezeli aeg-"T *X),to dla kazdego t¢f(f) fun*

oja g| odwzorowuje przestrzen stochastyczng



Y& xa™ ~,pa na przestrzen stochastyczng

{&] * B,2"a™B,ga> ,gdzie BcY i

12 B.
Dowdd.Z aksjomatu A.8.1 wynika,ze obraz ga bedzie réwny a B,
dalszy cigg dowodu jest identyczny jak dla twierdzenia poprzed-

niego =

twierdzenie 1.4_Jezeli funkcja g™ t f(T) *Y Y jest okreslona
nastepujaco t
B cY~"> Rfj( {#(¢)}x B) a u£X pr2gJ({JfCo)x{ft *b}
a

to odwzorowuje ona przestrzen stochastyczng

<T.2T»Py”™ na przestrzen stochastyczng.
Dowod.Z twierdzenia 1.1 wynika,ze <CY,2y ,py ) jest przestrzenig
stochastyczng.Dowdd dalszej czesci twierdzenia jest identyczny

jak twierdzenia 1.2.

z podanych wyzej twierdzen wynika,ze funkcje g~tgy oraz ga ,gdzie

a4-6x (T*X) stanowig pewne uog6lnienia pojecia fukcji stochastycz-

nej” to ze wzgledu na dwie podane nizej whkasnosci t

a/ dla ustalonego teT /przekroju funkcji/ otzrymujemy odpowied-
nik zmiennej losowej ale o wartosciach niekoniecznie ze zbioru
liczb rzeczywistych |

V dla ustalonego x£X /wzglednie y6Y lub <a,y/ te{**J /
ot»zymujemy odpowiednik realizaoji funkcji stochastycznej\
/trajektorii funkcji stochastycznej /ale o wartosciach nieko-

niecznie ze zbioru liczb rzeczywistych*



Jedno z pierwszych uogdélnien funkcji stochastycznej podane
jest w pracy W,Grenandera jl1l1 ].,ktéry rozpatruje twierdzenia gra-
niczne na strukturach algebraicznych,w szczegdélnosci na grupach,
Bada on rozkd#ad prawdopodobienstwa na strukturze w ktérej okreslo-
na jest co najmniej jedna binarna operacja algebraiczna ciggta w
odpowiedniej topologii,

2 powyzszych rozwazan wynika,ze uk#ad stochastyczny mozna trakto-
wac¢ jako trojke uporzadkowang ~g”»Gax»f? »gdzie gn jest funkcja
stochastyczng na zbiorze X,zwanym dalej alfabetem wejSciowym {

Gg jest zbiorem funkcji stochastycznych okreslonych na odpowied-
nich pozbiorach i1loczynu karfcezjanskiego X~"X,a T jest funkcjg za-
leznosci ,,czasowych'"™ miedzy gx a Ga,Ukkadowi stochastycznemu moz-
na przyporzadkowa¢ funkcje stochastyczng gy okreslong na zbiorze
X,zwanym dalej alfabetem wyjsSciowym uk#adu stochastycznego.

Ze wzgledu na aksjomat dla ustalonego t €T istnieje przedsta-
wienie algebraiczne ukdfadu stochastycznego o nastepujacej postaci

tablicowej T

pr =1 Pu pl2 % pim =
P2 *2 p21 p22 e p2m li
- L g L 3 o oo L g oo

L) L) L) eoe) e ooe



gdzie 5

Pi - Px(f*t3) oraz pij = Pg @ -
Przy zatozeniu,ze elementy zbiordow X 1 I sg odpowiednio uporzadko-
wane,mozna rozpatrywa¢ tylko prawdopodobienstwa pojawienia sig li-
ter alfabetu wejsSciowego oraz prawdopodobienstwa poj«wienia sie
elementow i1loczynu kartezjanskiego X* Y_.W dalszym ciggu jednowier-
szowg macierz prawdopodobienstw pojawiania sie elementow alfabetu
wejsciowego X w chwili t e+ oznaczaC¢ bedziemy przez X(t)]| nazywac
macierzg wejs¢ ukdadu stochastycznego w chwili t,natomiast dwuwymia-
rowg macierz prawdopodobienstw pojawiania sie par nalezgcych do ilo-
czynu kartezjanskiego X*Y w chwili te T oznaczac¢ bedziemy przez
8xt H(t*) ,gdzie t* U F(t) 1 nazywaC¢ macierzg przejs¢ ukdadu stochae
tycznego w chwili t*«
Z definicji 1,1 1 twierdzenia 1.1 wynika,ze X t oraz R t* sg ma-

cierzami stochastycznymi.



2.Uk#ad stochastyczny a stochastyczne automaty skoriczone ,
W latach szescédziesiagtych rozpoczeto badania z zakresu teorii
stochastycznych automatéw skonczonych.Stochastyczne automaty skon-
czone zdefiniowali m_.in. N_.M._Lewin /[22i/,M.0.Rabin / [651\/ 1 P*H.
Starke / [32\/.Definicje Lewina i Starka sg uogdélnieniem difinlcji
zdeterminowanych automatéw skoriczonych MealySego /[25)/ i Moore a
/[27]/ na przypadek,gdy funkcje zminnosci i1 wyjsScia sg stochastycz-
ne .Natomiast Rabin bazuje na definicji zdeterminowanego automatu
skonczonego,podanej przez niego m.in. w pracy /[21]/.Podamy w spo-
sob sformalizowany te wszystkie definicje zdeterminowanych automa-

tow skonczonych.

Definicja 2.1.Zdeterminowanym automatem skonczonym Mealy“ego nazy-
wamy uporzadkowang siddemke <I1X,X,S,T,Sq,c 7~ ) ,gdzie zbiory X,8 1
X sag skonczone,! jest zbiorem nieujemnych liczb catkowitych»sQcCS,
JiIS"X”AB 1 X iIS*X X oraz sa spednione nastepujac®© réwna-
nia kanoniczne t
1 « N (aCt - D
vit) « 1 (sit - ) I»(e))

Zdeterminowany automat skonczony Moore®a rozni sie od zdeterminowa-
nego automatu skonczonego Mealy®ego jedynie ukdadem réwnan bjcanonicz-
nych,ktére przyjmujg postac t

Sith) a £ (S(t - D X)) }\

y(D « IXEe(®) A\
Starke w swoich definicjach zdeterminowanych automatow skonczonych

zamiast funkcji ) 1 A przyjmuje jedng funkoj™e h 1 S*X X* S



dra
ale automatowjskonczonych Moore"a 1 Mealy®ego rownania kanoniczne

zachowuje bez zmian*

Natomiast sformalizowana definicja Rabina jest nastepujgca t

Definicja 2.2.Zdeterminowanym automatem skonczonym Rabina nazywamy
uporzadkowang pigtke .gdzie S jest zbiorem akonozonym,
M | S>X S,sO0eS 1FCS,

Opierajac sie na powazszych definicjach,ich autorzy wprowadzaja
definicje stochastycznych automatéow skonczonych.
W tym celu Lewin wprowadza nastepujace dodatkowe elementy do defi-
nicji 1.1 t
a/ wektor stanow poczatkowych ~(0) a [p 1(0),p2(©0)----,
gdzie p 0O) jest prawdopodobienstwem przebywania w i-tym stanie
w momencie t * 0 |
b/ zbidr macierzy zmiennosci stanow PC*N) * [Pij~3 ] ,gdzie
k » 1,2,.%**,m i »Jest prawdopodobienstwem przejscia ze
stanu »(!) w stan Bij*) w momencie t przy pojawieniu sie litery
alfabetu wejsSciowego j
c/ zbidr macierzy zmiennosci wyjs¢ R(s™) a ,gdzie
k al,2,...,mi ryiacfN jest prawdopodobienstwem pojawienia sie
w momencie t litery y® alfabetu wyjsSciowego przy stanie s 1) 1
literze 22 alfabetu wejsciowego.
Natomiast Starke opirajgc sie na swojej definicji zdeterminowa-
nego automatu skonczonego zamiast funkcji h wprowadza funkcjonat
stochastyczny nad zbiorami X*S.

Rabin w swojej definicji stochastycznego automatu skonczonego



przyjmuje,ze M €S *X = ,0,1 n+" ,gdzie
M s,x™ » [pOC8,xpl(stxIM #,,pn IBEFl i

o0 <Pi(e.x] oraz IL p7s,*™) = 1

Zaden z autoréw powyzszych definicji nie podaje przestrzeni sto-
chastycznej ,na ktorej sa okreslone wystepujgce w nich funkcje sto-
chastyczne ,co w pewnym stopniu utrudnia pordéwnanie stochastycznych
automatow skonczonych z ukfadami stochastycznymi,Tym niemniej takie
poréwnanie przeprowadzimy dla stochastycznych automatow skonczonych
Lewiny.Dla stochastycznych automatow skonczonych Starkego mozna
otrzymaC wyniki pordéwnania identyczne.Aby poréwnaC ukdady stochas-
tyczne ze stochastycznymi automatami skonczonymi Rabina wystarczy
przyjac,ze zbiory X 1 Y uk#adu stochastycznego sg rowne i1 traktowac
je jako zbiory standéw,natomiast kazdg z macierzy przejs¢ ukdadu
stochastycznego traktowa¢ jako element zbioru wejs$¢ stochastyczne-
go automatu skonczonego Rabina.

Aby znalezC zaleznosci miedzy ukdadem stochastycznym a stochas-
tycznym automatem skonczonym wprowadzimy dwa dziatania typu mnoze-
nia na macierzach trogwymiarowych postaci \ptgtr -

Dla uogolnienia dalszych rozwazan przyjmiemy,ze pojawienie sie li-

w chwili t
tery alfabetu wejsciowego jest okreslone z prawdopodobienstwem

Definicja 2.5.Niech [Hjklp.A.E * [bidcklw,t,U ~ macierzami
trojwymiarowymi.Jesli P s 1 1 Q * W,to jest okreslone dziatanie
C*ijk]p,Q,R O IjKJW,T,U ~omiast,jesli R *1 1 Q « U,to jest
okreslone dziatanie aijk P,Q,R a Lbty]lthw,T,U »6<*zie



r -S
"aijki 1,Q,RC Midklg.T.U “ IcidkiR,T,U 1 °rjk * fa alsr bsjk

$
[aijKk] P|Q*1 thijkw,T,Q * |Oi;)KW.T® 1 °ijz * Skl azsl bij8 *

Lemat 2.1.Jezeli R=1 1 U * 1*o

laid) IR 1bijklw, TR * [aij\1,Q Ibijjwps3 ™"

Dowdd, crjk * % alsr fCAJIAFOIIR* AU R * 1 i U « 1,wiec r * 1 i
k * 1. 3 tego wynika,ze

°l«l " J i 6Is1 V » * 1,1 “i»
cbdo.

Lemat 2.2.Jezeli jest dany stochastyczny automat skonczony Mea-
ly®ego o macierzy wejsc 1,mfl sta“
néw Tp NHFL * meole;r2ly zmiennosci stanow

r*iJkjw,Ntm **10 zachodzl rekurencyjny zwigzek i

[ptidk@e¢ D]1.1,1 * [PiiJk(ni,H,]l c
(C~ijkCc* + 171i,B,id [Pi3k]i,i,B)

gdzie t * OfF1|2F».«
Dowo#.: 5 definicji stochastycznego automatu skonczonego Mealy®ego
wynika ,ze

hjl1”~ ¢~ mJ, 2, FW~ paik °W™* + 7 »

2, Bl«lWw + 1™ Pjjfc
cbdo.



Lemat 2,3.Jezell jest dany stochastyczny automat skoriczony Mea-
ly“"ego o macierzy wejsc I,m 1 thacierzy sta-
noéw poczatkowych Lp -1,N,1 1 maolerzy zmiennosci

stanow Pijfc Nt fm»tO0 zachodzi zwigzek
DPUkKk * 1.H.1 *“ Lpljk O 1,11,1 °

LPIjKjH.H.m"*
Dowod indukcyjny*
Dla t m 1 otrzymujemy

[Pijk 31,1 * [I\ijk(0*1,N,1  [MijKk LI ILD ipijkIN,N,m)

aogp(Q>+ a wiec na podstawie lematu poprzedniego twierdzenie jest
prawdziwe*

Dla t = n + 1 otrzymujemy na podstawie lematu 2*2 nastepujgce row-
nosci t

[Hdk~n + * [pidk~AkH.W Kdk @+ DII,m,1 D

[p13KIH, Mt ([ FHIK"11,H,1 F

ubl ~  1gk™uVil,mfl 0 pigkJd*,N,m )°

(Kjk”~> + 1731tm, 1D [pijk]N,Nfm)
n+1

el

LpiykIN,N,m)
cbdo.



Lemat 2.4,Jezeli jest dany stochastyczny automat skonczony Mea-
ly“"ego o macierzy wejsc mflL *maci®rzy Standw
CplI3k™M)1,K,1 1 “aolerzy zmiermonoi wyjsc fajir]

to macierz wyjsciowa 1#m#1 wyraza siS wzorem t
r*1jk~r3l,n,1 « LAjkA1~Amrt [P iajk (e -

rijkjinfm
Dowdd.Z definicji stochastycznego automatu skonczonego Mealy®ego

wynikaja nastepujaee réwnosci t

TFUIN *J, ~ fm (- 1) rijk *

J, | W* -~ rijk
cbdo.

Twierdzenie 2.1 .Jezeli X jest alfabetem wejsSciowym a 1 - alfabetem
wyjsciowym ukdadu stochastycznego oraz stochastycz-
nego automatu skonczonego Mealy®ego,to warunkiem
wystarczajgcym,aby dla kazdego t macierze wyjscio-
we tak w ukdadzie jak 1 automacie bydy identyczne
jest spednienie nastepujgacych warunkéw i

7w *¢*Ktw » t)
2/ R(t ) « [Pijkn ' [rigkjKfm,m

3/ XW « LAijkA1l,mQ@

Dowod.Twierdzenie wynika z lematow 2.2,2.3*2.4 oraz z definicji

ukdadu stochastycznego.



Lemat 2.5-Jezeli jest dany stochastyczny automat skonczony

now »macierzy zmiennosci stanow
1 maol8rz? wyjsé #Htl ,
[TFijk~1#,1 a L™ijgk~MIl1,m,1 1] ijk™ 1,N,1

gdzie t b 1,2,3,..
Dowdd.Z definicji stochastycznego automatu skonczonego Moore#a

wynika,ze

cbdo.

Twierdzenie 2.2.Jezeli X jest alfabetem wejsSciowym a Y - alfabe-
tem wyjsScuowym uk#adu stochastycznego oraz sto-
chastycznego automatu skonczonego Moore®a,to wa-
runkiem wystarczajacym,aby dla kazdego t macierze
wyjsciowe tak w ukdadzie jak 1 automacie byty
identyczne jest speinienie nastepujacych warun-
kéw i

7 (yt* « %)



2/ * (Cpijkn ~ 1*11,1 °[pijkjN,N,m)°
L*1jK]»M*1

y SCI) * 7 ijkCPILtr#l

Dowod.Twierdzenie jest wniskiem z lematéw 2.2,2.3,2*5 oraz z de-

finicji1 uktadu szochastycznego.

Z twierdzen 2.1 1 2.2 wynika,ze pojecie ukdadu stochastycznego
jest ogolniejsze od pojecia stochastycznego automatu skonczonego
Lewina#Poniewaz definicja podana przez Starkego jest w istocie
rownowazna definicji Lewina,a definicja Rabina jest w zasadzie
szczegolnym przypadkiem definicji Lewina,wiec pojecie uk#adu sto-
chastycznego obejmuje powyzsze rodzaje stochastycznych automatow

skonczonych.



3 .Ztozone uktady stochastyczne

W dalszym ciggu przyjmiemy,ze litery oznaczajgce elementy
okreSlajace ukdad stochastyczny © > " T H posiadaja taki sam

wskaznik n umieszczony u gory tych liter*

Definicja 3,1.Uk#ad stochastyczny \ jest sprzezony z ukfadem
stochastycznym V wtedy 1 tylko wtedy,gdy sa spednio-
ne nastepujace zaleznosci t

1/ <T,2y P~ - <Cx*© *
2/ gy a g™ »

5/ fi*) - **

Relacja sprzezenia nie zawsze jest zwrotnha,nie zawsze jerfc
symetryczna 1 nie zawsze jJest przechodnia.Jesli relacja sprzeze-
nia jest zwrotna,to uktad stochastyczny jest ,,samosprzezony .
Jesli dla dwoch uk#addéw stochastycznych relacja sprzezenia jest

symetryczna,to wystepuje ,,sprzezenie zwrotne ' tych uk¥adow.

Definicja 3.2.Z+ozonym ukdadem stochastycznym nazywaC bedziemy

taki zbior A C F),dla ktorego jest prawdziwa zaleznos¢ t

~(y*cA) G2 fA) OTRVT2

Relacje sprzezenia uktadow stochastycznych tworzgcych zdozony
ukdad stochastyczny mozna opisaC przy pomocy odpowiedniego grafu

zorientowanego,ktdorego wierzchotki przedstawiajg poszczegdlne

uktady stochastyczne a krawedzie - relacje sprzezenia miedzy



tymi ukdadami stochastycznymi.

Twierdzenie 3*1.Jezeli ukdad stochastyczny ~ £P jJest sprzezony
I uk¥adem stochastycznym T 6 ,to dla kazdsgo
t €T moc zbioru kolumn macierzy przejs¢ RGgT(D)
ukdadu - jest rowna mocy zbioru wierszy macierzy
przejs¢ R#(# (FCt))) uktadu
Dowod.Zdeflnicji ukdadu stochastycznego 1 macierzy przejsc wynika,
ze moc zbioru kolumn macierzy przejsc jest rowna mocy zbioru alfa-
betu wyjsScia,a moc zbioru wierszy macierzy przejsSC jest rowna mo-
cy zbioru alfabetu wejscia.Uwzgledniajgc definicje sprzezenia

otrzymujemy teze twierdzenia.

Twierdzenie 2«2.Jezeli L&In>m 1 LMJI® p macierzami stochas-
tycznymi o przeliczalnej ilosci kolumn oraz wier-
szy,to dziatanie mnozenia tych macierzy jest zaw-
sze okreslone 1 ich iloczyn jest macierzg stochas-

tyczng.
Dowdd .Najpierw wykazemy,ze E*l a., b~ jest zbiezny.
»

Poniewaz a”™ 1 b”™ sg nieujemne 1 niewieksze od jedynki,wiec

Na podstawie kryterium poréwnawczego dla szeregow o wyrazach
nieujemnyeh szereg ~ a”™ b~ jest zbiezny,a wiec dziatanie
ko

mnozenia jest zawsze okreslone.

Wykazemy teraz,ze iloczyn jest macierza stochastyczng.



Poniewaz wyrazy macieray bedacej i1loczynem ag okreslone zalez-

noscig t
3. 3 a4V **« e - «tk - *ki * s_. «ikl*1
3=1 ~» J=1 k»1l ** /2 i»l. 111 3»1 e k»1
cbdo*
Jesli NN T N2FN2 T TEEE

S3 N T*e*eefT N Yiw-1leeme TtO b«dSBleiny ~ walil k™azego
zapisu 1

2"N%3N >

Twierdzenie 3»3»Jezeli "$eeeee *P 1 1ch réwne zbiory

alfgbetéw wejsc 1 wyjsC sa i1dentycznie uporzadko-
wane,a macierze przejsc odpowiednio rowne 1

B1 (t"Y),R t*27),...,Ba (t*) .gdule tt - , Oraa

macierz wejsé¢ ~ jest réwna () i macierz

wyjsé jest rowna X (§J),** zachodzg dwie nas-
tepujgce aAleznosci i
v "1 ****5>Tn
2/ V. » * > W £, *>(*£) .stete
*1 * *w

DowddePierwsza zaleznosS¢ wynika a definicji sprzezenia.Dowod dru-

giej jest indukcyjnye



Dla 1 «1 zgodni© z definicjami ukfadu stochastycznego 1 sprzeze-

nia otrzymujemy i
xa C*a> = (xii» *1 h w =

gdzie ty * * 12

*2 » f2(V) * farv*-0) “ *5
Poniewaz mnozenie macierzy jest daczne,wiec otrzymujemy teze
twierdzenia.

Dla 1 « k + 1 otrzymujemy kolejno «
TK+1Ttk+1"1 m xk+17Mtk*1N)

AL*1A Gl % (*E ) -

Cbdo.

Definicja J.J.Z¥ozony uktad stochastyczny A

nazywaé¢ bedziemy markowowskim, jezeli "“fa ™ %2 N n

oraz macierze przejsc wszystkich uktadow stochastycznych sg skon-

czone 1 lgy(tlp * »...* Rn (a’l meee

Twierdzenie 3.4.Jezeli ztozony uktad stochastyczny A 8

N 2x FFxERIAK N Je8t markowowskim,to macierze

przejs¢ nalezacych do niego ukdadéw stochastycz-
nych sg kwadratowe i zachodzi nastepujgca zalez-

nosc¢ 1

Dowod.Teza twierdzenia wynika z definicji 3*3 oraz twierdzenia 3.3fi



Wyrazy macierzy” mozna znalezC wykorzastujgc znany

wzor Perrona/jnd/.

Definicja 3 .~-_Macierz stochastyczng nazywaC bedziemy ergodyczng

wtedy 1 tylko wtedy,gdy wszystkie jej wiersze sg identyczne.

Twierdzenie 3.5.Jezeli macierz stochastyczna d«st ergo-

dyczna,to i1loczyny macierzy stochastycznych

*ij.r,n LaijIn,m t lalj.in,m [Cij]m,«
sg macierzami ergodycznymi .
Dowdd .Poniewaz macierz stochastyczna Jest ergodyczna,

wiec

alj * a2y ma3j * * ®j = a3 #
Z twierdzenia 3.2 wynika,ze iloczyny macierzy sa okreslone 1

[*ij]r.n [aijIn,m * Ldijir#m >fEdzie

au *J, ** -1, N aa*ar i *
oraz

[aijin#m [°1j]m,s *WJJn.s ,gdzie

hid “ J, *J - *k *Kkl
obdo.

Definicja 3.5*/Ztozony / uk#ad stochastyczny nazywacC bedziemy
ergodycznym wtedy i1 tylko wtedy,gdy jego macierz przejsSC jest

ergodyczng.



Twierdzenie 3.6*Jezeli1TlTg# eee >rn» ¢=*]-"cPi

~3 t™M N~ Ta"™n **  oraz istnie”e
takie k,ze ~ Jest ukdfadem ergodycsnym,to z4ozony
ukdad stochastyczny A tez jest uktadem ergodyoz-
nym.
Dowdd.Teza twierdzenia wynika z definicji 3*5 oraz twierdzenia

3.5.

Twierdzenie 3*7*Jezell /ztozony/ uk#ad stochastyczny Jest ergo-
dyczny,to jego macierz wyjsciowa Jest rowna kaz-
deo”z ﬁgzgéi macierzy przejs¢ tego /ztozonego/
ukdadu stochastycznego.

Dowod.Twierdzenie Jest wniekiem z twierdzenia 3.5 Jesli przyjac,

ze macierz bi™;r>n Jest Jednowierszowg macierzg wejs¢ /ztozonego/

ukdadu stochastycznego™

Twierdzenie 3«8«Jezeli A Jest stochastyczng macierza kwadratowg

i N
1 istnieje lim A « Zfgdzie ZyO,to Z Jest macie-

rzg ergodyczng.

- 2 3
Dowdd.Niech bedzie dany cigg macierzy stochastycznych ATA ,A ,*.»

... 0 granicy rém e3 Z.W6,o0zas granica podciggu A2 *5_...

o . fTA | ... tez Jest rowna Z.Z twierdzenia 3.2 wynika,ze Z Jest

macierzg stochastyczng.Z wkasnosci granicy ciggu wynika réwnosc¢ t
A Z* Z

Rozpatrzmy dowolng J-tg kolumne macierzy Z.Bedzie dla niej zacho-

dzita réownos¢ t



n
otd  JE; alk *kd
S<izi6 i * 1,2,ee=,n

Otrzymujemy nastepujace rownania liniowe jednorodne 1

ait *kj m *1J “ 0

n
By a2k G " *23 " 0

jg., *Jik *k3 < *nj “ 0
czyli
lall - ®1J ai2 *2J + + aln *nj * 0

a2l *1j + (@22"1N 2] + ee= + a2n znj * 0

anl Z1J + 7] B + lann~1" *nj

Poniewaz kazda z kolumn macierzy wspodfczynnikédw ukdadu rownan
je*t liniowg kombinacjg pozostatych kolumn|Wiec rzad macierzy
musi by¢ mniejszy od n.Ze wzgledu na to,ze granica ciggu moze
istnie¢ tylko jedna /a wiec istnieje jedno rozwigzanie fundamen-
talne rozne od zera/ rzad macierzy wspotczynnikoéw jest rowny
n-1.Rozwigzujac uktad rownan przyjmiemyidla uproszczenia zapisu,
ze znj M 1,wtedy manierz wspotczynnikow odpowiedH?gggurdMEutka

lintowych niejednorodnych bedzie nastepujaca t



-26-

all-1 al2

a2l a22~1

k ~ bedzie réwny t

"aln a12 -m.

~a2n a22~/\ e_.

A,

|“an—l n vI1i 2

Rozpatrzmy pierwszg koluiane macierzy

n-1
ains 1 * " aik

al n-1

a2 n-1

an-1 n-1

al n-1

a2 n-1

an-1 n-1*"1

.Ze wzgledu na rownosc¢

gdzie 1 b 1,2F...M

jest ona rowna nastepujgcej macierzy jednokolumnowej t

—1le * -+ a1l n-2

-1 + a22 + a25 + ... + a2 fi2

+ al n-1

* a2 n-1

+ an-1 1+ an-1 2 + *" + an-1 n-2 + an-1 n-1



Powyzsza macierz jest sumg nastepujacych macierzy t

*irl alz2 al n-2 al 111
a2l az22’1 a2 n-2 a2 n-1
- + - y»*f N 4
- H - -
an-2 1 an-2 2 an-2 n-2~1 N-2 n-1
an-1 1 Aol 2 an-1 n-2 Aol p-1m1
Z wkasnosSci wyznacznikédw wynika,ze wyznacznik . mozna przeds-

tawi¢ jako sume n-1 wyznacznikow, roznigcych sie tylko pierwszg
kolumng .Pierwszy z tych wyznacznikéw bedzie rowny wyznacznikowi
A ,a pozostate bedg rowne zeropbowiem w kazdym z nich wystepujq

dwie kolumny identyczne.Ostateeznie wiec

%} .t *V Ad " 1
Identycznie,pozostate pierwiastki bedg rovm» 1,a wiec bazg bedzie
rodzina rozwigzan postaci z™ * z™ a ... a zn™,gdzie jJ jest do-
wolne.Uwzgledniajac normalizacje / )(1 **Aa 1/ otrzymamy sto-
chastyczng macierz ergodycznag, 12 )

cbhdo*

Twierdzenie 3.8.Jezeli markowowski ztozony ukdad stochastyczny
zawiera przeliczalng 11os¢ uktadow stochastycznychi
to warunkiem wystarczajacym aby byt ergodyczny
jest istnienie granicy lim AI a Z,gdzie A jest

macierzg przejsc¢ uktadu stochastycznego a Z)O.



Dowod.Twierdzenie jest wnioskiem Z twierdzenia poprzedniego*

Ze znanych twierdzen o 4ancuchach Markowa wynika m.in.,ze jezeli
A jJest macierzg o wyrazach dodatnioh,to istnieje lim A * Bogdzie

B jest stochastyczng macierzg ergodyczng /[**]/e

Twierdzenie 3.9*Jezeli stochastyczna macierz A jest rozktadalna
albo periodyczna,to AI ,gdzie 1 « 1,2,2,... nie
jest macierzg ergodyczng.

Dowdd,Ze znanej w teoriil macierzy definicji wynika,ze kazdag ma-

cierz rozktadalng,poprzez permutacje kolumn i1 wierszy,mozna Spro-

wadzi¢ do jednej z nastepujacych postaci i

—
o G 0 G B
0 D C D 0] D

*

gdzie G 1 D sa podmacierrsami kwadratowyml,a O - podmacierzg zerowy
Dla dowodu wystarczy zauwazyc¢,ze iloczyn dwoch macierzy rozktadak-
nych jest macierza rozktadalng.Poprzez indukcje mozna wykazac,ze
taka wkasnosC zachodzi dla dowolnego i#

Natomiast kazdg macierz periodyczng ,poprzez permutacje kolumn i

wierszy mozna sprowadzi¢ do nastepujgcej postaci i

0O B
c O

gdzie O jest zerowg podmacierzga kwadratowga.Dla dowodu wystarczy

i
zauwazycC,ze przy parzystym 1 macierz A sprowadza sie do postaci

G o]
O D



a przy nieparzystym 1 - zachowuje swojag postac.

Podamy kilka wtasnosci markowowskich ztozonych uktadow sto-
chastycznych. Macierz przejscia kazdego z uk#addéw stochastycznych
oznaczymy przez Atmacierz wejscia pierwszego uktadu stochastyczne-
go przez X(tl 1 macierz wyjscia ostatniego ukdadu stochastycznego
przez T(t”™ .Dowody tych wkasnosci wynikajg natychmiast z poprzed-

nio podanych twierdzen.

G B
Niech A c 1 stopien macierzy G bedzie rowny s,wowczas
D

sg spednione nastepujgce trzy wkasnosci *

WHasnosé 1 .Jesli B &0 i C » Ofto

- ® L X2% FFF 5 B»0*°»

It * "0,0f
X\tJE\ * 10,0t...,Otys+1fys+2,...,yn,..*V

WHasnos¢ 2«Jesli C « 0,to

= [0,0,...10,ye+1,y&d2 .. _ yn,...1
WHasnos¢ 3.Jesli B « Ofto
'S
ANKAN * AyNp»y2#*»*»ys»010, .. .i0, .. . "

Podane wyzej twierdzenia pozwalajg analizowaC takie ztozone
uktady 8tochastyczne»w ktorych wszystkie sprzezenia ukdadéw sto-

chastycznych daja sie opisaC przy pomocy »,dancucha sprzezen”



N2 ~=> N3N t0 tssw* szeregowe sprzezenia
ukdtadéw.W celu umozliwienia analizy dowolnych z#ozonych ukdadéw
stochastycznych wprowadzimy najpierw pewnw,nowe operacje na macie-

rzach stochastycznych.

Definicja 3*6.Jesli faij3n S * Cbij”r,s og macierzamifto

LaigIn,m*[bij}r,s * Icij]Q,P *
gdzie
cid-r(g-1),j+s(p-1) a agp bij oraz
1~ 3~ s , 11 ~r o,

1/ p m , 17 qg{n -

Lenat 3.1 .Jezeli [el3]QfP - Oij],,-m»[*I$*,. >to « * “ r 1
P*ma -
Dowdd.Z definicji 3*6 wynika,ze maksymalne wartosci indeksoéw j,1,

p,q sa rowne liczbom € s,r,m,n,a wiec maksymalne wartosci indek-
sOw macierzy p beda réwne t
OQx1+r(g-1)sr+r(h-1)srn
\
P*j+s(p-12ws +a(m-1"mbm
cbdo.

Lemat 3*2. [a™]* [b_ 1M1 ] * laij™ wbedy * tylko wtedy,gdy
i

huml ?

Dowdd.Lemat wynika bezposrednio z definicji 3*6.



Lemat 3.3. *:Aj.r,8" *ij g,fc *
[aij]In.mVvCxijjjr.s ~ I°i;3\g,h")
Dowod- [ai;}In,mHbidlr,« * |>ij]nr ms »6dSHO
di+r(g~1) J+s(p-1)** aqp *ij
INJ]nr,ms"Hcij)g,h = L®ijInrgfmsh *sdzie
wfg (5-1) y+h(x-1) * &zx °wy

Poniewaz z«i+r(q-1) i *1 Je 1) ,wiec
®iH-gli+r @D -11 yHhfJj<e>o(p-D-1] * agp W “wy
bijlr,s*[cijlg,h * [*i$Ixg,»h ,gdzie
fw*g(k-1)  ~fh(1-1) B bkl °wy
laijn,mK*1i1]rg,sh *Ajlnrg.msli »edai®
tiM-rg; -1 o+ah(p-1) * agp fuo
Poniewaz u s w ¢ g(k - D i o®y+ h(t -1) ,wi?c

~wrg (k-1) +rg (@»1) ytb(>1Vsh(p-1) * agp cwy

Podstawiajac k m 1 oraz 1 * j otrzymamy

wAg [i-1+rtg-1N\N y+hfj-1+s @-1lil * agp *ij °wy

cbdo*

W szczegolnosci ,dla macierzy jednowierszowych zachodzi zaleznosC t
taggl1,m *™Mj]l,p = L°ijil,mp -

gdzie cl * alq blj



Ze wzgledu na lemat Jb.J mozna przyjaC nastepujace oznaczenie*

- W " * T x g

Lemat J.4.Jezeli [aij]n>m * bij(r|8 *g macierzami stochastycz-

nymi .to macierz - 0il]n,»* pij]r,« teil

jest macierzg stochastyczng.

mg
Dowdd.Wystarczy wykazac,ze dla dowolnego k suma 2T * 1*
m J»1
ms s m s m s
J-1 N “4»1 ** J+*0M) * ji e*» U * d»i V) tn> *
P=1
1
cbdo.
Twierdzenie 5.11.Jezeli e H, BN (),

sq odpowiednio macierzami wejsSC oraz

macierzami przejsC uktadAzjatochaatycznMh

, Wp***e* N 1 zadna & par ~ycH uktadoéw
nie jest sprzezona,to istnieje ukdad stochastycs
a

ny o macierzy wejs¢ X(tO * Vv 2(.t° 1 macierzy
*

n
przejsé¢ H(*) * ~  IL. () dla ktérego macierz

»1

wyjsciowa Y(” bedzie przedstawiata prawdopodo-
bienstwa pojawiania sie n-tekfw ktérych kazdy
element nalezy do doktadnie jednego z alfabetoéw

ukdaddw stochastycznych N N 2 ,eee yx»e

Dowdd.Teza twierdzenia wynika z podstawowej w#asnosci prawdopodo

bienstwa,ze dla zdarzen niezaleznych prawdopodobienstwo iloczynu



1 .UX.

jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw.

Twierdzenie 3.11 umozliwia nam sprowadzenie dowolnego z4ozo-
nego uk#adu stochastycznego do 4ancucha szeregowo sprzezonych
ukdadow stochastycznych.

Korzystajac z dziatania mnozenia macierzy oraz operacji « * }
mozna analizowa¢ dowolny z4ozony ukdad stochastyczny w zaleznoSci
od wchodzgacych w jego sk#ad uk#addéw stochastycznych.W konsekwen-
cji takiej analizy otrzymamy uk#ad stochastyczny w pedni opisu-

Jacy ztozony ukdad stochastyczny.



_y_l -

A-_Niezawodnos$¢ uk#adu stochastycznego

Ltifgren definiuj® niezawodnosSC jako miare zgodnosci miedzy
rzeczywistym dziataniem automatu skonczonego /w rozumieniu zalez-
nosci miedzy wyjsciem a wejsciem/,a tym dziataniem,do ktorego
jest on przeznaczony /L23J/.

Wprowadzimy kilka definicji,ktore umozliwig nam okreslanie nieza-

wodnosci uktadow stochastycznych*

Definicja 4*1_Macierz stochastyczng nazywac¢ bedziemy wzorcowa,

jesli w kazdym jej wierszu bedzie wystepowata jedynka.

Definicja 4.2._Uktad stoohastyczny e P nazywaC bedziemy wzor-
cowym dla uk#adu stochastycznego”™ Fwtedy 1 tylko wtedy,gdy dla
kazdego 11T macierz przejs¢ ukdadu p bedzie wzorcowa 1 alfabe-

ty wejs¢ i1 wyjsS¢ obu ukdaddéw stochastycznych sg odpowiednio roéw-

ne.

Z powyzszej definicji wynika,ze wzorcowy ukdad stochastyczny jest
ukdtadem zdeterminowanym.

Niezawodnos¢ uktadu stochastycznego wzgledem uk#adu wzorcowego
4 mozna zdefiniowaC w rézny sposob.Podamy dwie z mozliwych defi-

nicji niezawodnosci uk#adu stochastycznego.

Definicja 4.J_Macierza niezawodnosci uktadu stochastycznego *sf
0 macierzy przejs¢ [r™ ()] n>m wzgledem ukdadu wzorcowego p tfl

0 macierzy przejs¢ fu” CtM)] w ohwill t tT nazywac bedziemy



macierz [s” n,m esdzie

a~Ct*") - ui;) ()

Definicja 4.4 Jefieli ~ ~ jest uktadem stochastycznym o macie-

rzy wejs¢ xig~""™1fm a P *~ wzorcowym dla ukda-

du ~ 1 macierz niezawodnosci ~ wzgledem ~ jest rowna
rsid (tn ntm »to niezawodnoscig pierwszego rodzaju ukdadu stoohai

tycznego N wzgledem ukdadu wzorcowego ~ w ohwili tt T nazywa-

my liczbe

N\ j *id~ ejiCtY)

Lemat 4.1.Dla kazdego t &T niezawodno$¢ uktadu stochastycznego
wzgledem dowolnego uk#adu wzorcowego jest liczbg z prz<
dziatu [0,17.

Bowéd.Z definicji ukdadu stochastycznego oraz definicji niezawod*

nosci wynikajg nastepujace nierownosci s

°n X j B *13~ 1 _
Z -1

obdo.

Lemat 4.2. al

Dowdd .

Sj i/\ L \ f * u (t'] vV o *u<*) o

H
)(.
[EEY
(T
S

-
—
0
=



Lemat 4.3.Jezeli w macierzy przejsc [Ti; =] ukd#adu stochas-
tycznego N wszystkie wyrazy sg rowne rfto dla kazdego
ukdadu wzorcowego JB

=r
Dowod.Z definicji niezawodnosci wynika,ze alfabety wejsSciowy i

wyjciowy ukdadu stochastycznego sg skonczone oraz

if1 J1 vV d rdi» *r *1d@® " r
cbdo*

Lemat 4.4.Jezeli kazdy z wyrazow macierzy niezawodnosci

ukdadu stochastycznego Vv «)@&st mniejszy od liczby a,to
dla dowolnego uk#adu wzorcowego p, jest spedniona nas-
tepujgca nierownosc t

HCA~Tt<a
Dowdd.Niech maksymalny wyraz macierzy jsA @ ]In m bedaie réwny

c,gdzie c a.Wéwczas

X > ~z X -

| v *1 1 sdi@@~ « - O<a
cbdo.

Lemat 4.5.Jezelil kazdy z wyrazow skonczonej macierzy wejsciowej]

MO]*1.,m wkdadu stochastycznego -v jest mniejszy
od liczby a,to dla dowolnego uk#adu wzorcowego J\ jest

spedniona nastepujgca nierownosc t

t<-am



Dowod.Na podstawie definicji niezawodnosci

i o XidIy adi( o *jd= i 8diltx ~

A Ar
a 5? 2- ACZIN am
i d=i
cbdo.

Dla uk#adu stochastycznego o skonczonych alfabetach wejscio-
wym 1 wyjsciowym iaazna zdefiniowaC niezawodnosS¢ w sposob odmien-
ny od poprzedniego.Podana nizej definicja niezawodnosci pozwala
stwierdzic¢,czy niezawodnos¢ danego uktadu stochastycznego wzgle-

dem jakiegos$s uk#adu wzorcowego moze byC wieksza ze wzgledu na

inny ukdad wzorcowy.

Definicja 4.5* Niech ™ 6 P bedzie ukfadem stochastycznym o skon-

czonej macierzy przejsc¢ [r~CtNJ 1 niech wyrazy macierzy
laij nm 1I1Aj (**]n.ii beda okreslone nastepujgco !
did mJ, ritn~r 1 = Ji,

gdzie

@ w pozostatych przypadkaoh,
rirlt®) Sdyk+it rlk>r id

lo w pozostatych przypadkach

oraz niech oznacza 1losS¢ wyrazéw ~LcO*"1 * wierszu, a

e - 1l0osC wyrazow r~M(t*)tez w i-tym wierszu macierzy



Wowczas macierzg niezawodnosci drugiego rodzaju ukdadu stochas-
tycznego Y o0 macierzy przejsc njja wzgledem uk#adu wzor-

cowego p 0 macierzy przejs¢ ™ (HIn‘m bedziemy nazywali ma-

cierz [wkj In#m»ktérej wyrazy sg okreslone nastepujgco i
"1 7 1*13~** - 1/allahi™ " 1/m21 hiJwe"1 *
Jeélirwjim 0,to przyjmujemytze V - ® O .ldentyczng zaleznosc

zaktadamy dla

Definicja 4.6.Jezeli y £P jest uktadem stochastycznym o macierzy

wejsc ®1" n a p t il. jest ukktadem wzorcowym dla ukdfadu
i macierz niezawodnosci drugiego rodzaju ~ wzgledem ™ jest roéw-
na [wijt™)"]n m »to niezawodnoscig drugiego rodzaju ukdadu sto-
chastycznego v wzgledem uk#adu wzorcowego ~ w chwili tE£T nazy-

wamy liczbe

Ji, w4 1 -

Lemat 4.6.Dla kazdego t~T niezawodnosS¢ drugiego rodzaju ukdadu
stochastycznego wzgledem dowolnego uk#adu wzorcowe-
go p Jjest liczbg z przedziatu -

Dowod.Z definicji niezawodnosci drugiego rodzaju wynikajg naste-

pujace zaleznosci |

R fli *1d@ "di*~" A

S N AR (5) =



HA N Z N *1PA*AW4IC* m “ it dJi W

i i MO N1 v oaa-
J, N>

V> %>/ -3 ~ @®“-1
cbdo.

Lemat 4.7* N- NF

Dowod .Zdefinicji 4.6 wynika,ze

* " A"h3t«Jd1lJd, *ij) «34cl »31¢*<) - z, *=,jc*) 1 -1
Chbdo.

Lemat 4.8.Jezeli w macierzy przejs$é¢ ukdadu stochastycznego” {§

wszystkie wyrazy sg rowne,to dla kazdego uk#adu wzor-

cowego (itP

*'L"~ (b3t “ 0

Dowdd.Z definicji niezawodnosci drugirgo rodzaju wynikaja kolej-



no nastepujace rownosci 1

cbdo*

Lemat 4.9*«Jezell macierz niezawodnosci drugiego rodzaju ukdadu

stochastycznego vy jest nieujemna,to dla kazdego ukta-

du wzorco niona nieréwnosé¢ t

Dowod.Twierdzenie wynika bezposrednio z definicji 4.5 1 4,6.

Przy kazdej z podanych dwoch definicji niezawodnosci mozna
rozpatrywa¢ podstawowe zagadnienie teoriil niezawodnosci, jakim
jest zaleznosS¢ niezawodnosci ztozonego ukdadu stochastycznego od
niezawodnosci poszczegolnych jego ukdadow stochastycznych.

Tego typu problemy bedziemy rozwazac,na przyBJtadzie binarnych

ztozonych uktadow stochastycznych,w nastepnym rozdziale pracy.



5.Analiza niezawodnosci binarnych z4ozonych uktadow

stochastycznych

Niezawodnos¢ z4ozonego ukdadu stochastycznego mozna podwyz-
szyC wprowadzajgc nadmiary badz argumentow bgdz dziatania.Nad-
miar argumentow osigga sie poprzez nadmiar struktury /czyli nad-
miar w 1losci uktadow stochastycznych tworzacych z4ozony ukdad
stochastyczny/ lub nadmiar sygnatéw /czyli nadmiar czasowy badz
nadmiar kodowy/_Nadmiar dziatania mozna osiggnacC poprzez nadmiar
funkcji1 opisujacej poszczegdlne uktady stochastyczne.

Elias /[J]/ wykazat,ze w ogolnosci,niezawodnos¢ dazy do idealnej
tylko wtedy,gdy wprowadzony nadmiar strukturalny ewentualnie ko-
dowy dazy do nieskonczonosci .wykorzystujac twierdzenie Shannona
mozna okresli¢ nadmiar jako stosunek przepustowosci do szybkosoi
przekazywania informacji w kanale #gcznosci,a wiec idealna nieza-
wodnos¢ moze byC osiggnieta,w ogolnosci,tylko w wyniku zerowej
szybkosci przekazywania informacji /[9]/»

Znane prace z dziedziny niezawodnosol rozpatruja jedynie ukda«
dy binarne,w szczegolnosci dotyczy to klasycznych prac wvca» Neuma-
na / 29"/ oraz Shannona 1 Moore#a / 22/ .Nie podkresla sie w nich
co wida¢ szczegolnie w pracach Shannona,roli uktadow kodujacych
i dekodujacych mImo,ze sg one wykorzystane przy badaniu niezawod-
nosci ukfadow ztozonych.Zwraca sie uwage na nadmiar strukturalny
ukdadow z4ozonych,natomiast uktady kodujgace i1 dekodujgce uwaza
sie za zdeterminowane.Jest to oczywiscie znaczne zawezenie prob-

lemu.



W dalszym ciagu tego rozdziatu ograniczymy sie do badania
niezawodnosci pierwszego rodzaju /definicja 4*4/ dla binarnych,
ztozonych ukdadoéw stochastycznych,

W z4ozonych ukd#adach stochastycznych bedg wystepowaty uktady sto-
chastyczne trzech rodzajéw,nazwijmy je odpowiednio - ukdadami

przetwarzajacyml (uktadami kodujacymi 1 ukdadami dekodujgcygal™

Opis binarnego ukfadu przetwarzajacego dla ustalonego t£T be-

dzie nastepujacy 1

Zbidor binarnych uktadow przetwarzajgacych oznaczac¢ bedziemy przez

Opis binarnego uk#adu kodujacego dla ustalonego ttT bedzie nas-

tepujacy €
* X *] 4 *rp
PAtrt YN (t » ~12~ A PA  gn
- *2 p2l ~ ~ p2Z2 ~ **e P2 gn "I-
gdzie

Y * jakj.aig™ 1 jesli oznaczymy przez O a przez 1,to
vk « (k - 1)1Q .



Zbidor binarnych ukdaddéw kodujacych oznaczac¢ bedziemy przez  2#

Opis binarnego ukdadu dekodujgcego dla ustalonego t bedzie

nastepujacy t

* \  *1 *2
*1 p-ia
Paltf x5 P211** pP221t-
- - # -

* Pi 2N
v w o 2n Vv e 0

gdzie
X * {yl#y2 \ 1 jesli y™ oznaczymy przez O a y2 przez 1,to

o (k - 1)10 *

Zbior binarnych uktadow dekodujgcych oznaczacC bedziemy przez i\.

Uk#adem wzorcowym dla ukdadu przetwarzajgcego bedzie taki
uktad przetwarzajacy,ktorego macierz przejsc¢ dla kazdego t£T
posiada wyrazy pll (t®)« 1 i 1 oraz alfabety wejscia i
wyjscia obu uktadow sg odpowiednio réwne.W dalszym ciggu taki

ukdad wzorcowy oznaczaC bedziemy przez A

Lemat 5.1.Jezeli ukdad stochastyczny " CT» o wektorze wejscio-
wym [puotfi ,P2 ()] 1 niezawodnosci UL~ [t » N(t)
jest sprzezony z ukdadem stochastycznym P*]*w kto-



rym wyrazy macierzy przejs$é¢ p~(t" - pC*l i p~Ct*-

<Hit™ ,to niezawodnos¢ ztozonego ukdadu stochastyczne-

g A » fﬁ dost roéwna

HCAlp]lt a p(t*HK(tW Pg(t™ +
9%j) o 1 e 1(D

Dowod.Z uwagi do twierdzenia 3*11 wynika9ze z4ozonemu uktadowi
stochastycznemu/A mozna przyporzadkowa¢ odpowiadajacy$|H jemu
uk#ad stochastyczny " *

sz 7z

Wyrazy pig (&N i1 macierzy przejsc¢ uktadu stochastycznego

F'" s g odpowiednio réwne i

PL1ItT prit*)- P11(tA) - p~A(.0 + P-~ACO P22~" & 1

p2 2~ p22~~ P11/~ ~ JFe2l0 &PAit*) + 1

Uwzgledniajac definicje niezawodnosci otrzymujemy nastepujaca
* réwnosc¢ t
*(*)- P2CH) +
q(;t*XiW- PIW ) e 1 * H(D
cbdo*
W szczegolnosci, jezeli macierze przejs¢ ukdadow stochastycznych
/A 1y sgroéwne,to otrzymujemy

- DECY) ¢ aC))e i.

Twierdzenie 5«1 .Jezeli w uktadzie stochastycznym dla wyra-

zO6w macierzy przejs¢ zachodzi nieréwnosé



to istnieje taki uktad stochastyczny % "~A,
ze zdozony uktad stochastyczny A m "v »~*\ =
gdzie N ma niezawodnosS¢ wieksza od nieza-
wodnosci uktadu stochastycznegoY e

Dow6d*Z lematu 5*1 wynika,ze niezawodnos¢ ukdadu z4ozonego A

jest rowna t
p~r(t*N (u [t— p2;t0 + ™ (Kit) - pl(®)) ¢ 1 - *Cp)
Aby byta prawdziwa teza twierdzenia wystarczy,zeby byty spednio-
ne dwie nastepujace nieréwnosoi t
/v pA(E)T phCE)
/2/ pEJ> (L *)> p22(t")
gdzie pyp@* 1 Pp~Mr () aag wyrazami macierzy przejsc¢ ukdadu

stochastycznego 7" odpowiadajgcemu uktadowi z4ozonemu A e

Z nierownosci 11 2 wynikajg nierownosci s
/W Py O + 12017t - pg @

pl1(tA p~Ct*)y O

/2a/ $227~ p2 2 +1~7r22n~ “PII(V) ¢
PA(t*) P221t*) ; O
Jezeli p*j,j(t>)» 0 1 Pga™-) * 0 »t0 otrzymamy nieréwnosci
jfel™™) < 1
PIHIe» < 1
a wiec istnieje taki ukdad stochastyczny -"JF»ze niezawodnosc

z4ozonego uktadu stochastycznego 2\ jest wieksza od niezawodnosci

ukdadu stochastycznego or -



Jezeli « 0 1 P2~ ¥ °»to otrzymujemy nii-6wnosci *

/lc/ p22~rn~ ~ 1
/20/ P2Cct~ p22(t™ + p~rO*) (p~haCO - 1)+

1 - 2p22¢ "> O

Niech pg2 « 1 - a,wowczas nierownos¢ /2c/ bedzie postaci *

p22co 11 -0 +2a-1<«aprt.tA”/s O

Jezeli przyjmiemy,ze pike(t®) » 0,to

-2 @&
Poniewaz a jest zawarte w przedziale otwartym (Ofl) ,wiec

N - 297 / =

Z tego wynika,ze jezeli wyrazy macierzy przejs¢ ukdadu stochas-
tycznego " speiniajg dwie nastepujgce zaleznosci *

pr(**v> - 1)/P2a(t*®) ,

to niezawodnos¢ ztozonego ukdadu stochastycznego jest wieksza

od niezawodnosci uktadu stochastycznego y

Jezeli plr(t*y 40 i p~ 4 0 ,to z nieréwnosci /la/ wynika
nierownosc
/W pAML(t*)>12p11.t¢t - 1~ pZ>(t¢] - y)

Poniewaz nieréwnoscé

(pli(*) - 1)(1 - p~ail*)Ko



jest zawsze prawdziwa,wieo prawa strona nieréwnosci /1d/ jest
mniwjsza od jedynki.

Niech ppj*(t*) bedzie rdowne sumie prawej strony nierownosci /1d/
i1 liczby dodatniej e Podstawiajgc tg wartos¢ PN (V)

do nieréwnosci /2a/ otrzymamy nieréwno$é nastepujaca *

7?2/ P22(0 (22~~~ + *117N0 1:>

PIL () + P A M -1+ a - a P22(ti

Poniewaz p”™ (@1 + <€ 1,wiec

A/ FREF>- 16 . - «a2™ N i)Y Pa(t
_ |IO

Nierownosc

Jest zawsze prawdziwa,wiec prawa strona nierownosci A/ jest
mniejsza od jedynki.

Dla

prawa strona nieréwnosci /V jest wieksza od zera.A wiec istniejg

wyrazy p”™ (N 1 pg(.t ) takie,ze uktad stochastyczny - speinia

teze twierdzenia.
Z powyzszych rozwazan wynika,ze dla kazdego uk#adu stochastyczne-

go "g istnieje uktad stochastyczny \9 spekniajacy teze naszego

twierdzenia.



Twierdzenie 5.2.Jezeli A jest markowowskim zdozonym ukdadem sto-
chastycznym sk#adajacym sie z kolejno sprzezonych
uktadéw stochastycznych or#f € 1"
1 macierz przejs¢ kazdego z tych uktaddéw jest
rowna p~rCtn; Zf2 a welctor wejsSciowy , "jest

rowny pyt® ,P2°t 1 ,to

k-1
*FAIN i2 « NLAM  tp~r t +p~t -1

(p2\* P11 ¢ pl(® Pga(*1 -1
A (PACEF) e PriEr) - i)

Dowdd indukcyjny.

Jezeli k « 2,to prawdziwos¢ naszego twierdzenia wynika z twierdze-
nia 5«1*

Jezelil K « n + 1,to na podstawie twierdzenia 5*1 niezawodnosc¢
ukdadu A bedzie rowna

xn-1
(scF\flt@E.m ) + p22v0o -1 - iprio o+

r1c=) P22 V) -1) / O{Pll S o Paa) ~ D* e ¢

P22(t*'i - 1) -(p1lit\ PagCt*! + p2(t" p , («*) - 1)

Po uporzadkowaniu powyzszego wyrazenia otrzymamy teze naszego

twierdzenia.

Twierdzenie 5#3.Jezeli A Jjest markowowskim zdozonym ukdadem sto-
chastycznym sk#adajgcym sie z nieskonczonej ilosci
kolejno sprzezonych uk#adow stochastycznych
A1\ y S$*f r~ 1 macierz przejscé

HPjJjJ t"-—-"-—kazdeg-© a uktadow zawiera co najwyze;



Pij 2 2 kazdeS° 2 uktadéw zawiera co najwy-
zej jeden wyraz rowny jedynce oraz wektor wejs-

ciowy ukfadu T0 jest réwny PANIPACET]

(fcWw - Pr> A2 -~ act)+ n

-2)
Dowdd. Istniejg dwie odmienn_e wersje dowodu tego twierdzenia.
Wersja |I. o

W dowodzie bedziemy sie opierali na podstawowych twierdzeniach
+ancuchéw Markowa oraz algebry macierzy.

Dla kazdego t wyznacznik charakterystyczny macierzy 2,2

jest rowny

P
X -1 & P221>") + p22~ . 1

Wartosci whkasne macierzy PjyC*>*-"12,2 rowne i

N = 172P11tc + P2

2 * 172 |pl 1At o P22(1> +MZT)
gdzie

Am + »aa(*)) (Pul**) *

Poniewaz co najmniej jeden z wyrazéw PA(Ci#) lub pMr(t”™ «Jest
rozny od zera,wiec A} O 1 ~ *9Ag dwiema roznymi i1 rze-
czywistymi wartosciami wdasnymi.

Wykazema,ze A2 £ "



Jestiby

2011M1™ ¢ 3Pgg(e*) * O,

co jest sprzeczne z zatozeniem twierdzenia,a wiec Ag * -A M

Wynika z tego,ze wartos¢ wlkasna rowna jedynce jest co najwyzej
jednokrotna 1 nie Istnieje wartosC¢ wkasna o module rownym jedyn-
ce .Korzystajac z twierdzenia Perrona widzimy,ze istnieje granica
poteg macierzy przejsc,a wiec nasz ztozony uktad stochastyczny
jest ergodyczny.

Macierz przejsC¢ takiego ztozonego uktadu stochastycznego bedzie

postaci 1
p2g-it’ - 1 pLjCct" -1
P11 + P/ -2 pli(t™ ¢ PgCt*™) - 2
p22 A -1 Pll(t* -1
P—’>jE: ¢ Ppp -2 PN -2

Korzystajac z definicji niezawodnosci otrzymujemytze niezawodnosc

z4ozonego uktadu stochastycznego jest rowna

PuCO & PF*) PA—tl - 1)/ ¢ Paa(t® - 27

cbdo.
Shannon / 32]/ rozpatruje jedynie ukfady przetwarzajgce stacjo-
narne,* ktérych p~ (t*) » 1,a wiec w takim przypadku niezawod-

nos¢ z4ozonego uktadu stochastycznego markowowekiego o niaskon-



Wersja 11 dowodu twierdzenia 5.3

Dowo6d*Z aatozenla *graika,ae iPMIt*N ¢ * 1K 1 =
Korsastyjgo z twierdzenia 5*2* szukamy granicy niezawodnosci
z4ozonego uk¥adu stochastycznego A przy k s

Poniewaz

@) o -1a

jest sumag ciagu geometryctnego o ilorazie 00 do modutu mniej-
szym od jednosci#wie© granica niezawodnosci ®fozonego ukdadu

stochastycznego bedzie roéwna

Uutw Pu 4* & *v* P22 * - 1/ P11(~ + P22;t-)-a)

cbdo.



csonej i1losci ukdadow stochastycznych bedzie réwna t*

W dalszym ciggu tego rozdziatu zajmiemy sie badaniem nieza-
wodnosci ,,réwnolegle ” sprzezonych ukdadow stochastycznych*
Jezeli zbior ukdadow przetwarzajacych nie tworzy zdozonego ukda-
du stochastycznego,to zgodnie z twierdzeniem 3*10 istnieje ukdad
stochastyczny ~ w ktérym zaleznos¢ miedzy wektorem etandéw wyjs-
ciowych a wektorem stanow wejsciowych jest identyczna z zalez-
nosciami miedzy wyjsciami m wejsSciami tego zbioru ukdadow.Taki
ukdad stochastyczny nazywaC bedziemy ukdadem stochastycznym

opisujacym zbior uktadéw stochastycznych*

Definicja 5*1*Jezeli uktad stochastyczny ™ opisuje zbidr ukda-
dow stochastycznych ,--- € P to uktady stochas-
tyczne N L, I ,.®*?»eee sg sprzezone rownolegle wtedy 1

tylko wtedy,gdy sg spednione nastepujgce warunki i

v

W dalszym ciggu ograniczamy badania do przypadku,gdy w ma-
cierzy przejsc¢ [rj*Ifc U 2d4n kazdego uk#adu kodujgacego r ™ (gbo*< 1
i 2n~*) “ 1 oraz w kazdym wierszu dowolnego ukd#adu dekodujace-
go wystepuje jedynka "1 w kazdej kolumnie dowolnego uktadu deko-
dujacego wystepuje co najmniej jedna jedynka.Zakdadamy takze,ze
uktady kodujgac© 1 dekodujgc® sg stacjonarnymi ukdadami stochas-

tycznymi .



° ald 2t
ray | 2>2 V0 wykazy macierzy

[=lala.jk =~ ai3 2.2

sg nastepujacej postaci t

/17 dla pierwszego wiersza

a.ll (i * al]. )
/2/ dla drugiego wiersza

t \It-1 1
y\ - aZZi a22

gdzie
1 s 0,1,%e«,k

Dowod indukcyjny.

Jezeli k » 1,to macierz 2,2 rKwna
"11 1 - all
1. a22 9o

W
cylt d@s"J apedniona teza naszego twierdzenia.

Jesli k * r + 1,to wyrazy pierwszego wiersza macierzy
[Ciju,2r*]l =*e** poateol

14-1-1 1
an 11 - an

albo

r-1 1+1
111 1 - a1a\



gdzie

Ot~Ndwie postaci®© mozna przedstawi¢ jako

IM-1-1 1

all vl ~ all
gdzie

1~0,1,..,.,2%1
a wiec teza twierdzenia bedzie prawdziwa dla wiersza pierwszego.

Podobnie przebiega dowdd tezy twierdzenia dla wiersza drugiego.

Twierdzenie 5*5.Jezeli sag speknione zalozenia twierdzenia 5.4,
wyrazow
to sumy rownych flgawdepaitftofrietafrv w macierzy

ell?2 ~k sie przedstawi¢ w nastepujacych

postaciach «

/717 dla pierwszego wiersza
12/ dla drugiego wiersza
1
az22
gdzie

Dowéd indukcyjny.
Jeslt k « 1,to £SrawfdziwosC tezy twierdzenia wynika bezposrednio
z twierdzenia 5*$*



Jesli k=r +1 ,to sumy rownych wyrazow pierwszego wiersza ma-

cierzy ct bedg postaci *
albo
gdzie
lao,l,*..,r
Ustalajac dla elementow pierwszego typu l as O otzrymamy

jeden z takich elementow-Aby otnjjymetc taki sam element typu dru-
giego wystarczy przyja¢ 1 ® s - 1.W zwiazku z tym takich samych

elementéw przy ustalonym dla pierwszego typu 1 s s bedzie

Poniewaz bedzie jeszoze istniat element pierwszego typu przy

1 « O,dla ktérego nie beda istniaty odpowiednie elementy typu
drugiego,oraz bedzie istniat element drugiego typu przy lar,
dla ktorego nie beda istniaty odpowiednie elementy typu pierwsze-
go,wiec z tego bedzie wynikato,ze sumy réwnych wyrazow pierwsze-

go wiersza macierzy dla k a r ¢ 1 beda postaci

gdzie
Sapo,l



Z tego wynika,ze teaa twierdzenia bedzie prawdziwa dla pierwsze-
go wiersza*

Podobnie przebiega dowdd tezy twierdzenia dla wiersza drugiego*

Niech bedzie uktadem stochastycznym opisujacym réwnolegle
sprzezone uktady stochastyczne WB>"" , He* , .o £ Nz kto-
rych kazdy posiada macierz przejsé réwna “ajnicicN\N2 2 oras8 ni@il

€ 2*~2n~ <3 n Ak ONDK
Z twierdzen 5*8 i 5*5 wynika,z”warunkiem wystarczajacym na to,aby
ztozony uktad stochastyczny A « tO**~ positadat niezawod-
nosC wieksza od niezawodnosci kaia%go z uktadow jest istnie-
nie takich s i k,dla ktorych jest prawdziwy (O najmniej jeden

z dwoch nastepujgcych uktadéw nierownosci f

Jo , 1 aiti(t*]k 1~ *11N
/17
Jo VM) (1- a22(t" 1k 1 «22{t i <" 1* =22~
_‘i i 1
tu N g K-i
X - *22 >*
,, 1<0

Jesli istniejg k 1 s spedniajagce jeden z powyzszych ukdaddéw nie-
rownosci,to istnieje taki ukdad dekodujacy,ze niezawodnos$é¢ h

jest wieksza od niezawodnosci kazdego z



W szczegolnosci dla uktadow zdefiniowanych przez Shannona
/7"32/ ,w ktérych ar(t*!» 1 oraz a22(tA~€ (0,1 ukdad nieréwnos-
ci /17 bedzie prawdziwy dla s = 0 i k) 1 ,bowiem

11"k = all@

oraz
\ k
1 - a22(tA"m < - + 1

W takim przypadku macierz przejsS¢ ukdadu dekodujgcego 2 bedzie

nastepujacej postaci s

1

0 1
0 1
0 1

Jesli k™ N ,to macierz przejs¢ ztozonego uktadu stochastycznego

A dazy do macierzy

1 0
0 1

co jest zbiezne Z wynikami Shannona,

Postugujac sie metodami podanymi w pracy mozna okreslic
niezawodnosS¢ dowolnego ztozonego uk#adu stochastycznego w zale

nosel od jego struktury 1 macierzy przej$é wchodzacych w jego

sk#ad uktadow stochastycznych.



6eZastosowanie pojecia ukfadu stochastycznego

do rozwigzania pewnego problemu rozpoznawania

Pojecie ukdadu stochastycznego mozna wykorzystacC przy rozwig-
zywaniu probleméw rozpoznawania=Ograniczymy sie do prostszego z
typow rozpoznawania, sformutowanego w pracy Oganiana /[JK>]/*
Zgodnie z ogolng definicjg stacjonarnych funkoji stochastycznych,
uk#ad stoohastyozny bedziemy nazywali stacjonarnym, jesli dla
dowolnych t~tg¢ T,

Nieoh bedzie dany stacjonarny uk#ad stochastyczny j€+o al-
fabecie wejsciowym X rT\ ,alfabecie wyjsciowym I *®
1Maolerzy wejsciowej XJfe) 1 macierzy przejs¢ H*
Dla ustalonego zbioru X wartosoi funkcji stochastycznej beda
zalezaty jedynie od elementow zbioru T,czyli otrzymujemy tzw*
trajektorie funkoji stochastycznej*
Niech T bedzie zbiorem liczb naturalnych 1 niech wartosci trajek-

torii w przedziale [1,1] wyznaczajg litery

/17
gdzie
X 1

Trajektorii funkoji stochastycznej jest przyporzadkowan* pew-
na trajektoria funkcji stochastycznej g”.Nieoh odpowiednie war*

tosel tej ostatniej beda 1

/2/

Rozwigzanie naszego problemu rozpoznawania bedzie poleg&TWlia ~ 1



Aby rozwigzaC ton problem wystarczy znalez¢ taki ukfad stochas-
tyczny .ze "Pj 1 dla kazdego t1 * wartoscé
trajektorii wyjsScia ukkadu ™ jest rowna wartosci trajektorii
wejscia ukdadu y dla t €r.

W dalszym ciggu macierz przejs¢ stacjonarnego ukdadu stochastycz-
nego ™ oznaczaC bedziemy przez EM.

Jezeli istnieje uktad stochastyczny spedniajagcy podane wyzej dwa
warunki,to rozpoznawani* bedzie bezbtedne_Natomiast jesli zatozy-
my, ze sprzezony z uk#adem stochastycznym n uk#ad stochastyczny
N nie musi spednia¢ wymienionego wyzej warunku drugiego,a jedy-
nie jego alfabet wyjSciowy jest réwny alfabetowi wejsSciowemu
ukd#adu stochastycznego ™ ,to istnieje nieskonczenie wiele ukda-
dow stochastycznych spedniajacych takie ostabione warunki .Kazdy

z takich uktaddéw ~ nazywac¢ bedziemy uk#adem dopuszczalnym dla
rozwigzania problemu.

W celu uzyskania jednoznacznosci takiego rozwigzania nalezy przy-
Jac kryterium poprawnosci rozpoznawania*

Niech zij n,n b8dzi® macierzg wspotczynnikéw bledéw,tzn. wyraz
zij charakteryzuje b#ad przy traktowaniu 3* jako Xj.Jest oCzywis-
tym, ze na giownej przekatnej beda zera.Rozpoznawanie bedzie opty-
malne, jesli wartosSC oczekiwana M pojawienia sie bdedu bedzie mi-
nimalna*

Niech m” oznacza wartosS¢ oczekiwang bdedu w przypadku,gdy poja-

wienie sie y® zawsze jest rozpoznawane jako X™,wéwczas

n/ S rik *j*

Poszczegblne wartosci oczekiwane btedu wyznacza macierz "m”jn
m*



Dla danego y”™ rozpoznawanie bedzie optymalne przy

Twierdzenie 6*1 .Problem rozpoznawania posiada co najmniej jedno
rozwigzanie*
Dowod*Niech ukdad stochastyczny opisujacy z4ozony Ukdad stochas-

tyczny A = 1yf posiada macierz przejs¢ rowng Eg,wowczas

Rg * R-RA

czyli

@ m O
*tj m k=1 *ik rk3

Wartos¢ oczekiwana btedu w przypadku,gdy pojawienie sie jest
rozpoznawane jako jest rowna
n @
“11 ~ £ rdl  “dl

Wartos¢ oczekiwana b4edu M bedzie roéwna

n n @

" E1 & p(OecN ordi -

Uwzgledniajac zaleznos¢ /J/ otrzymamy

n m da~
1*1 &1 Kl

Aby znalez¢ optymalny uk#ad stochastyczny ~ nalezy wyznaczyc¢

minimum Ffunkcjonatu

JSCMBB9



n @D
K1 ksl MWW

prz<@arunkach n, @)
Xln_4 ® 1 dlak « 1,2,2»eee,a
‘

£ %

rk17 O -

Ifczna je znalezC postugujac sie metoda programowania liniowego,

n n m O) n m (@))
M 1=l di k=l *31 * & £, & i
a wiec
n m (.Da a 1) a 1 a
m>/ x, I+ - = *o o x . 1t N tl= 4,4+
=1 kA * KL jul " kel ¢ kel

Aby otrzyma¢ oszaoowanio dolne M okreslimy

il *y >
*Ki { O gdy

n n - -
X rkg- * 1 ,gdzie k * 12#..*,a
ial

Ot»*ymana w ten sposéb macierz bedzie przedstawiata szczegolny
y P € P

przypadek ukdadu stochastycznego, jakia jest ukdad zdeterminowany.

Dla zdozonego uktadu stochastycznego /\ o podanej wyzej zalezno$-

ci dla macierzy przejs¢ uk#adu ™ “bedzie zachodzita nastepujgca

rownos¢ t



n m {$) m n ® m
Me T. 2. QJ,.%» e H & =

Oetetocznie wiec
a
51 ML
k’}l

cbdo*

Z twierdzenie 6*1 wynikagze
min(JO e x, 6 *t
(I0e X,

Analogicznie nozna wykazac,zo

k»l *
gdzie

R QD

Jest ochiywiBtyEi.za jenll C*® Jest optymalny za iraglgdu
nana dane rozpoznawanie»to szeregowe dokgczenie ukdadu stochas~
tycznego ? 2 /. H\TS/ ni® n@zmniejszyé wartosci oczekiwanej
b#8du*Poprawnos¢ wniosku wynika a tego»ze sprzezono " i g

mozna przedstawi¢ jako jeden ukdad etochafttyozny

Jest takze mozliwe ,»klasyczne” ujecie problem rozpoznawania

Wjrataroay w tym celu

traktowa¢ jako »,odlegtos¢"” yfe od 1 szukaé minimum tak zdefi-



niowanej odlegtosci™
Rozwazania tego rozdziatu podaty jedng z perspektyw zastoso-

wan pojecia uktadu stochastycznego.



7 .Uwagi korncowe

W pracy starano sie rozszerzyC klasyczne ujecie uk#adu jako
,,czarnej skrzynki” »a przypadek niezdeterminowany.Wydaje sie,ze
wprowadzone pojecie moze znalezC szersze zastosowanie nie tylko
w badaniach teoretycznych ale 1 moze by¢ wykorzystane dla potrzeb
praktyki .
Najblizsze perspektywy*to zastosowanie pojecia uk#adu stochastyczni
nego do badania niezawodnosci urzadzen technicznych.W tym celu
nalezatoby znacznie rozszerzyC badania nad wkasnosciami niezawod-
nosci traktowanej jako funkcji czasu.
Jest koniecznym takze zbudowanie aparatu formalnego dla umozli-
wienia syntezy ukdadow stochastycznych.
Wydaje sie,ze szereg problemow teoretycznych 1 praktycznych daje
sie rozwigzaC przy pomocy pojecia ukdadu stochastycznego wyko-
rzystujac bezposrednio nowe matematyczne metody optymalizacji
/ np. problemu rozpoznawania jak pokazano w rozdziale 6 pracy/.

Rozwazania zawarte w pracy stanowig badania probleméw podsta-
wowych 1 nie wyczerpuja do kohca rozpatrywanych w pracy zagad-
nien oraz pomijajg szereg bafodzft istotnych kwestii,ktorymi w

przysztosci autor chciatby sie zajac.
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