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TEST SYMETRYCZNOSCI LI

Streszczenie. Test symetrycznosci rozkladu zmiennej losowej zaproponowany przez Li
w 1997 roku jest testem wykorzystujacym metode jadrowa. Dlatego tez w procedurze wnioskowa-
nia statystycznego pojawia si¢ problem wyboru odpowiednich parametrow metody jadrowe;j:
funkcji jadra i parametru wygtadzania. Autorka analizuje wptyw wyboru funkcji jadra i parametru
wygladzania na procedur¢ weryfikacji hipotezy o symetrycznosci rozktadu zmiennej losowej. Test
symetrycznosci Li jest wykorzystany w analizie wskaznika rozwoju spotecznego (Human Deve-
lopment Index).

Stowa kluczowe: test symetrycznosci, metoda jadrowa.

I. WPROWADZENIE

Symetrycznos¢ rozktadu zmiennej losowej moze podlega¢ weryfikacji przy
wykorzystaniu, migdzy innymi, nieparametrycznych testdw statystycznych.
Analiza symetrycznosci rozkladu stanowi¢ moze odrgbne zagadnienie badaw-
cze, jak rdwniez moze by¢ elementem analizy wstepnej zwigzanej ze sprawdza-
niem zatozen wymaganych przy wyborze metody badawczej. Gdyz symetrycz-
nos¢ rozktadu zmiennej losowej jest wymagana w wielu procedurach wniosko-
wania statystycznego (por. Hollander, 1976).

Test statystyczny zaproponowany przez Li w 1997 roku jest jadrowym te-
stem symetryczno$ci. Metoda jadrowa, zastosowana po raz pierwszy w estyma-
cji funkcji gestosci, jest metoda znajdujaca zastosowanie réwniez, na przyktad,
w estymacji dystrybuanty zmiennej losowej, estymacji kwantyli, oraz w weryfi-
kacji hipotez statystycznych (zgodnosci rozktadu, niezaleznosci dwadch lub wig-
cej zmiennych losowych). W metodzie jadrowej konieczny jest wybdr odpo-
wiedniej funkcji jadra oraz parametru wygladzania. Hardle (1990) przedstawia
nastepujace funkcje jadra K (u):

Funkcja jadra K(u)
1 2
Jednostajna 1
S =1)
T (=)r(<]
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1 2
Epanecznikowa 3 )
Jl=w) 1 <1)
Kwadratowa E(1 —u? )2 I(\u‘ < 1)
16 -
Tréjkwadratowa E(1 — u2)3 I(‘u‘ < l)
32
Gaussowska ! exp[— Lz ]
N 2
Kosinusowa Ecos[ﬁu]l(‘u‘ < 1)
4 2

gdzie 1 (A) jest indykatorem: I(A)=1 gdy A zachodzi, natomiast I(A4)=0
gdy A nie zachodzi.

+00
Powyzsze funkcje jadra sa symetryczne i spetniajg warunek f Ku)du=1.

Sa to tzw. klasyczne funkcje jadra.

Metodami wyboru parametru wygtadzania / najczesciej stosowanymi w
praktyce ze wzgledu na ich prostote s zasady praktyczne Silvermana (por. Si-
lverman, 1996):

Praktyczna zasada h
(. R\
Praktyczna zasada [ 1,06 min|6,——|n %
1,34
-1
Zmodyfikowana praktyczna zasada [ 1,066n }A

gdzie:
¢ jest odchyleniem standardowym szacowanym z proby X,,..., X,

R jest rozstepem miedzyéwiartkowym szacowanym z proby X 1o X )
z jest dowolna liczba naturalna,
Xy,...,X, jest proba prosta wylosowang z populacji o nieznanej funkcji ge-

stosci.
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II. TEST SYMETRYCZNOSCI LI

Niech x,,...,x, bedzie realizacja n-elementowej proby prostej X, ,..., X,
wylosowanej z populacji o nieznanej funkcji gestosci f(x) .

Hipoteza zerowa oraz hipoteza alternatywna w tescie symetrycznosci Li
sformutowane sa w nastgpujacy sposob:

Hy: f(x)=f(—x), (1)
H: f(x)= f(=x). 2
Li zaproponowat nastepujaca miar¢ dopasowania:
I I%Z(J”(JC)J"(X))2 dx Zi(f(X)f(X))dF(X) 3)
Jako estymator miary (3) wykorzystywany jest:

(700 Fen)dFe=—L5 3
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gdzie f (%) :LhZK ( j jest estymatorem jadrowym gestosci z funkcja
g

jadra K(u) i parametrem wygtadzania 4 .
Statystyki testowe w tescie symetrycznosci Li sg nastgpujace:

-2
T=ndni—" (5)

0,

T, = nh (6)
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gdzie:
) 1< +00
G, :;Zf(x) IKz(u)du
i=1 >

Mozna wykaza¢ (por. Pagan, 1999), ze przy prawdziwosci hipotezy zerowej
statystyki (5) 1 (6) maja rozktad normalny standaryzowany.

W celu zbadania wtasnosci testu symetrycznosci Li przeprowadzono bada-
nie symulacyjne. Rozwazano nastgpujace warianty populacji, z ktérej pochodzi
proba prosta:

wariant I: rozktad normalny N(0,1) — rozktad symetryczny,

wariant II: rozktad gamma (0.5, 2) — rozktad asymetryczny J-ksztattny,

wariant III: rozklad gamma (15, 2) — rozktad umiarkowanie asymetryczny,

wariant [V: rozklad gamma (3, 1) — rozktad silnie asymetryczny,

wariant V: rozktad gamma (100, 2) — rozktad o stabej asymetrii.

Z powyzszych populacji losowano w sposob niezalezny proby o liczebno-
$ciach 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 oraz 100. Na podstawie préby wyzna-
czano wartosci statystyki testowej (5) 1 (6). Losowanie powtarzano 1000 razy.
Zliczano te przypadki gdzie na poziomie istotnosci a=0.1 oraz 0=0.05 odrzuca-
no hipoteze zerowa o symetrycznosci rozktadu populacji.

Liczbe powtdrzen w badaniu ustalono na 1000.

W statystyce testowej wykorzystano 7 funkcji jadra (jednostajna, trojkatna,

Epanecznikowa, kwadratowa, trojkwadratows, Gaussowska i kosinusowa) oraz

parametr wygladzania 1,06&;17% dla z=5 i 8. Przyktadowe wyniki dla préby 30

elementowej sg nastgpujace:

Tablica 1. Liczba odrzucen hipotezy zerowej o symetrycznosci rozktadu zmiennej losowe;j dla
proby 30-elementowej oraz dla a=0.1

Wariant Parametr‘ Funkcja jadra
wygladzania JED TKT EPA KW TKD GAU KOS
I z=35 73 70 82 65 35 85 40
z=38 68 65 70 57 28 76 38
I z=5 880 812 920 856 903 997 960
z=8 789 756 911 805 879 956 872
1 z=35 987 890 1000 936 915 1000 935
z=8 819 780 1000 890 917 1000 998
v z=5 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
z=38 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
v z=35 987 890 1000 876 850 1000 950
=8 907 814 1000 817 876 1000 911

gdzie: JED oznacza funkcj¢ jadra jednostajna, TKT oznacza funkcje jadra trojkatna, EPA oznacza

funkcje¢ jadra Epanecznikowa, KW oznacza funkcje jadra kwadratowa, TKD oznacza funkcj¢ jadra

trojkwadratowa, GAU oznacza funkcje jadra Gaussowska, KOS oznacza funkcje jadra kosinusowa.
Zrédto: Obliczenia wiasne.
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Analogiczne wyniki otrzymano dla innych wielkos$ci prob.

Na podstawie powyzszych wynikow mozna stwierdzi¢, iz w rozwazanych
wariantach badania symulacyjnego zastosowanie funkcji jadra Gaussowskiej
1 Epanecznikowa data przyblizone wyniki. Moze to oznacza¢ podobne whasnosci
wygtadzania w przypadku tych dwoch funkcji jadra. W rozwazanych sytuacjach
funkcje jadra inne niz Gaussowskia i Epanecznkowa spowodowaly mniejsze
liczby odrzuconych hipotez o symetrycznosci rozktadu populacji, z ktérej loso-
wane byly proby. Oznaczaé to moze lepsze wlasnosci testu wykorzystujacego
metod¢ jadrowa (z funkcja jadra inng jadro najczesciej stosowane w praktyce,
czyli Gaussowskie i Epanecznikowa. Dla rozktadu silnie asymetrycznego (wa-
riant IV) w kazdym przypadku odrzucano hipoteze zerowa o symetrycznosci.
Woystapienie stabej asymetrii (wariant V) spowodowat jedynie w przypadku
funkcji jadra Gaussowskiej i Epanecznikowa odrzucenie hipotezy o symetrycz-
nosci.

Wybor parametru wygladzania ma réwniez wptyw na wynik weryfikacji
hipotezy (1). Dla zmodyfikowanej praktycznej zasady Silvermana dla z=8 ob-
serwujemy mniejsza liczbe odrzucen hipotez niz w przypadku z=5. W przypad-
ku kazdej rozwazanej w badaniu funkcji jadra praktyczna zasada (dla z=8) data
lepsze wyniki niz klasyczna zasada (dla z=5).

III. WERYFIKACJA HIPOTEZY O SYMETRYCZNOSCI ROZKEADU
WSKAZNIKA ROZWOJU SPOLECZNEGO
(HUMAN DEVELOPMENT INDEX)

Test Li zastosowano do badania symetrycznosci rozktadu wskaznika rozwo-
ju spotecznego (HDI) dla 2006 roku.

Wskaznik rozwoju spotecznego opracowany zostal przez Prof. Mahbuba ul
Haga w 1990 roku. Od 1993 roku wykorzystywany jest przez ONZ (Program
Narodow Zjednoczonych do spraw Rozwoju UNDP).

Okresla on poziom zycia, uwzglednia zar6wno poziom ubostwa, stopien
analfabetyzmu oraz poziom opieki zdrowotnej. W 2006 roku do obliczenia syn-
tetycznego wskaznika HDI wykorzystywane byty nastgpujace wskazniki czast-
kowe:

— oczekiwana dlugos¢ zycia przy narodzeniu,

— $rednia wazona odsetka dorostych umiejacych czytaé i pisa¢ oraz odset-
ka skolaryzacji na wszystkich poziomach edukac;ji.

— produkt krajowy brutto per capita.

Liderami rankingu w poprzednich latach byly panstwa wysoko rozwinigte
(Norwegia, Kanada, Japonia).
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Wskaznik Rozwoju Spotecznego w 2006 roku wyznaczono dla 177 panstw:
175 czlonkéw ONZ oraz Hongkong i Autonomi¢ Palestynskg. Nie wszystkie
panstwa dostarczyty odpowiednich danych, dlatego w rankingu zabraklo 16
panstw cztonkowskich ONZ, m.in. Afganistanu, Andory, Iraku, Korei Potnoc-
nej, Liechtensteinu, Monako, Serbii i Czarnogory, Somalii. W rankingu Polska
zajeta 36. miejsce, w grupie krajow wysoko rozwinigtych. Nasi sasiedzi: Niemcy
20., Czechy 31., Stowacja 42., Ukraina 78., Biatorus$ 67., Litwa 39., Rosja — 62.
miejsce. Sposrdd 32 panstw stabo rozwinietych, 30 lezy w Afryce.

W badaniu przyj¢to zatozenie, ze wartos¢ HDI jest zmienna losowa. Anali-
zujac dane dotyczace badan HDI w okresie kilkunastu lat, mozna zauwazyé, ze
liczba panstw bioracych udzial w badaniu ulega zmianom. Jest to spowodowane,
migdzy innymi, zmianami politycznymi (powstanie nowych panstw) oraz tym,
ze niektére panstwa rezygnujg z udzialu w badaniach. Nalezy spodziewaé si¢
rowniez zmian w liczbie i strukturze panstw bioracych udzial w badaniu w przy-
sztosci. Coroczny raport dotyczacy rankingu panstw z punktu widzenia wielkosci
HDI wskazuje na brak symetrii rozktadu analizowanej zmiennej losowej. Odrzuce-
nie hipotezy zerowej o symetrycznosci rozktadu HDI jest, zatem oczekiwang decy-
Zja w procesie wykorzystania testu symetrycznosci Li w analizie HDI.

W celu weryfikacji hipotezy o symetrycznosci rozkladu wskaznika rozwoju
spotecznego w 2006 roku losowo pobrano préby o liczebnosci 10, 30, 50, oraz
100. Przy liczbie powtdrzen 1000 zliczano liczbe przypadkéw kiedy test syme-
trycznosci Li odrzucat hipotez¢ o symetrycznosci rozkladu. Dla badanych li-
czebnosci prob liczba odrzuconych hipotez wynosita 1000. Réwniez gdy 177
panstw traktowana byta jak proba, weryfikacja hipotezy o symetrycznosci byla
odrzucona na poziomie istotnosci 0,05.

Powyzsza analiza przeprowadzona przy zastosowaniu metod symulacyjnych
oraz przyklad zastosowania testu Li w badaniu symetrycznosci HDI swiadczy
o bardzo dobrych wtasnosciach analizowanego testu. Moze on by¢ traktowany
jako wygodne narzedzie statystyczne w analizach zwiazanych z badaniem roz-
ktadu zmiennej losowej. Metoda jadrowa staje si¢ coraz bardziej popularna,
szczegdlnie w badaniach ekonomiczno-spotecznych i finansowych, a co za tym
idzie, istnieje oprogramowanie zwiazane z metoda jadrowa. Warte podkreslenia
jest zarowno: tatwos¢ obliczen oraz uniwersalnosé metody jadrowe;.
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SYMMETRY TEST LI

Abstract

Symmetry test proposed by Li in 1997, is a test that uses kernel method. In the statistical inference
using kernel methods, we need to determine the kernel function and the smoothing parameter. The
author analyzes the influence of choice of the kernel function and smoothing parameter for
a procedure of verification the hypothesis of random variable distribution symmetry. Li symmetry
test is also used in the analysis of Human Development Index.



