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BOOTSTRAPOWA WERYFIKACJA HIPOTEZ
O WARTOSCI OCZEKIWANEJ POPULACJI
O ROZKLADZIE ASYMETRYCZNYM

Streszczenie. W pracy przedstawiona jest propozycja wykorzystania testu bootstrapowego do
weryfikacji hipotez o wartosci oczekiwanej populacji charakteryzujacej si¢ rozkltadem asyme-
trycznym. Test bootstrapowy jest testem nieparametrycznym, ktéry moze by¢ stosowany w przy-
padku posiadania prob o malej liczbie elementow.

Wiasnosci testu bootstrapowego wykorzystywanego do weryfikacji hipotez o wartosci ocze-
kiwanej populacji o wybranych rozkladach asymetrycznych przeprowadzone zostalty metodami
symulacyjnymi. Analizowano rozmiar testu bootstrapowego i dla duzych préb poréwnywano go
z rozmiarem klasycznego testu istotnosci.

Stowa kluczowe: test bootstrapowy, rozmiar testu, wartos¢ oczekiwana.

I. WPROWADZENIE

Przy wnioskowaniu statystycznym o parametrach populacji asymetrycznych,
w tym przy weryfikacji hipotez statystycznych, mozemy wykorzystywa¢ kla-
syczne metody parametryczne lub metody sekwencyjne (por. D. Pekasiewicz,
2011) albo, w przypadku braku informacji o klasie rozktadu, metody nieparame-
tryczne. Przy nieparametrycznej weryfikacji hipotez statystycznych o wartosci
oczekiwanej zwykle wykorzystuje si¢ asymptotyczne wlasnosci jej estymatora.
Wymagane jest wigc posiadanie tak zwanych duzych préb. Dla populacji cha-
rakteryzujacych si¢ rdzna asymetrig, minimalne wielko$ci prob umozliwiajace
korzystanie z twierdzen granicznych sa rézne. Problemem moze by¢ wigc roz-
strzygnigcie, czy proba jest wystarczajaco liczna, aby mozna bylo ja wykorzy-
sta¢ do tego typu wnioskowania statystycznego.

Metody bootstrapowe, nalezace do grupy metod nieparametrycznych, nie
wymagaja prob o duzej liczbie elementéw. Moga wigc by¢ stosowane zarowno
w przypadku posiadania prob o matej liczbie elementdw, jak i dla duzych préb,
jako alternatywa nieparametrycznych metod klasycznych.
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Do weryfikacji hipotez o wartosci oczekiwanej populacji o asymetrycznych
rozktadach mozna stosowac bootstrapowy test istotnosci. Analize wlasnosci tego
testu przeprowadzono metodami symulacyjnymi i porownano je z wlasnosciami
klasycznego testu istotnosci wykorzystujacego fakt, ze $rednia arytmetyczna
Z proby ma asymptotycznie rozklad normalny. Badania dotyczyly analizy roz-
miardéw bootstrapowego i klasycznego testu istotnosci dla wartosci oczekiwanej
populacji charakteryzujacych sig¢ roznymi wspdtczynnikami asymetrii, w oparciu
0 proby o roznych liczebnosciach. Do analizy porownawczej testow wykorzy-
stano proby duze, okreslane w literaturze jako proby zawierajace 30 lub wigcej
elementow.

II. TEST BOOTSTRAPOWY DLA WARTOSCI OCZEKIWANEJ

Niech X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowana z populacji X o nieznanej
wartosci oczekiwanej . Niech Xx,,...,x, oznacza ciag realizacji tej proby.
Rozwazmy hipotezg¢ zerowa postaci:

Hy: p=py, (1)
wobec hipotezy alternatywnej:
H: pu#uy, ()

gdzie L, jest ustalong liczba rzeczywista.

W celu zweryfikowania powyzszych hipotez testem bootstrapowym dla war-
tosci oczekiwanej, przy ustalonym poziomie istotnosci « , nalezy wygenerowac
N (N =>1000) préob bootstrapowych wedlug rozkladu bootstrapowego

>Vn,i

P(XB:xk):%, dla k& = 1,..,n. Oznaczmy przez Xx;;,X;,...x,,; realizacje

i-tej (i =1,...,N') proby bootstrapowej X, X ,.... X, ;.
Na podstawie wartosci i - tej proby bootstrapowej obliczamy:

_ 1& .
Xip = _Zxk,i > 3)

s

Sip = \/Li(xz, - )_Ci,B)z 4)
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oraz
X~ Mo
Ujp= —b 0 n (5)
Si.B
W wyniku obliczen otrzymujemy ciag wartosci u, gz,u, g,....U, g -
Niech
X— U
uy =—2n, (6)
s
R R 1 ¢ v
gdzie X=—>) x, oraz 5= > %)
N = n—1;5
Obliczamy warto$¢:
cardiu € Yu, o, U, g,..., U o= u
o = { { 1,8°U2 gy B } | | | o|} 7)

N

1 pordwnujemy ja z ustalonym poziomem istotnosci « (por. Cz. Domanski,

K .Pruska, 2000). Jezeli zachodzi o > e, to nie ma podstaw do odrzucenia hipo-

tezy H,. W przeciwnym przypadku odrzucamy hipotez¢ zerowa na korzys¢

alternatywnej H,.

Bootstrapowy test dla wartosci oczekiwanej moze by¢ stosowany dla hipo-

tez jednostronnych.
Dla hipotezy alternatywnej postaci:

Hy:op< g
warto$¢ & obliczamy z wzoru:
*
a =card{u € {uLB,uz,B,...,uN,B }: u<u, },
natomiast dla hipotezy:
Hy: o p>
Z WZOoru:

*
a =card{ue{ul’B,uz,B,...,uN,B }: uu, }

®)

©)

(10)

(11)
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III. ANALIZA MONTE CARLO WEASNOSCI
TESTU BOOTSTRAPOWEGO

Analiza wlasnosci testu bootstrapowego weryfikujacego hipoteze (1) wobec
(2) przeprowadzona zostata w sposdb symulacyjny. Rozwazano nastgpujace trzy
klasy populacji:

e populacje o rozkladzie gamma,

e populacje o rozkladzie Pareto,

e populacje o rozktadzie beta.

Parametry rozktadéw dobierane byty tak, aby generowane populacje charak-
teryzowaty si¢ roznymi wspotczynnikami asymetrii.

Populacje o rozktadzie gamma, o funkcji ggstosci

i ustalonych parametrach A i p charakteryzowata asymetria dodatnia.
Réwniez dodatnig asymetri¢ miaty populacje o rozkladzie Pareto o funkcji
gestosci

k-x!
flo)={am A
0 dla x<ux

m

1 wybranych wartosciach parametréw x, ik.
Parametry populacji o rozktadzie beta o funkcji ggstosci

1

X M1-x)" dla 0<x<1
1)~ {Blpg)"
0

dla x<0vx>1

dobierane byty tak, aby charakteryzowaly si¢ one asymetri¢ ujemna.

Wybdr analizowanych klas rozktadéw uzasadnia ich zastosowanie m.in.
w finansach, ubezpieczeniach, kontroli jakosci oraz zwiazany jest z dos¢ tatwa
mozliwoscia doboru parametrow dla uzyskania roznych wielkosci wspdtczynni-
kéw asymetrii.
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Z wygenerowanych populacji losowano tzw. mate proby, czyli proby o liczeb-
nosciach mniejszych niz 30 oraz proby duze, o liczbie elementdw nie mniejszej
niz 30. Dla ustalonych pozioméw istotnosci « < 0,1 weryfikowano hipotezy
o wartos$ci oczekiwanej populacji, generujac 1000 préb bootstrapowych i korzy-
stajac z wzorow (5)—(7) . Procedurg weryfikacji hipotez powtarzano 10000 razy.
Szacowano rozmiar testu i porownano go z przyjeta wartoscia poziomu istotno-
$ci . Dla duzych prob poréownano wyniki testu bootstrapowego z wynikami
uzyskanymi dla klasycznego testu istotnosci.

Wartosci rozmiarow testu bootstrapowego dla wartosci oczekiwanej popula-
cji o wybranych rozktadach z ustalonymi parametrami rozktadu, dla liczebnosci
prob n=10, 20, 30, 50, 70 i dla poziomu istotnosci o = 0,05 zawiera tablica 1.

Rysunek 1 stanowi graficzng prezentacj¢ zaleznosci rozmiaru testu od
liczebnosci prob, w oparciu o ktore weryfikujemy hipotezy, oraz od wspotczyn-
nika asymetrii rozktadu populacji.

W celu poréwnania testu bootstrapowego z testem klasycznym, dla prob
o liczbie elementow wigkszej lub rownej 30, analizowano rozmiary tych testow.
W tablicy 2 przedstawiono otrzymane wyniki dla obydwu rozpatrywanych testow.

Rysunki 2 i 3 przedstawiajg wartosci oszacowanych rozmiarow testu boot-
strapowego 1 klasycznego istotnosci dla populacji o wybranych wspotczynni-
kach asymetrii i liczebnosci préb odpowiednio 30 i 70 elementdw.

Tablica 1. Oszacowania rozmiaru testu bootstrapowego dla wartosci oczekiwanej populacji
o wybranych asymetrycznych rozktadach

WSPOICZ.I Liczebnosci prob
Typ rozktadu asymetril
y 10 20 30 50 70
4 ch“ S 02| 447 0,1053 0,0826 0,0744 0,0716 0,0630
gg S5 04| 3,16 0,0860 0,0841 0,0647 0,0517 0,0542
o g §~§ 0,6 2,58 0,0818 0,0699 0,0665 0,0535 0,0462
g§.2% 08| 224 0,0797 0,0688 0,0606 0,0474 0,0521
= %E § 1,0| 2,00 0,0765 0,0680 0,0617 0,0513 0,0562
- 1.4 1,69 0,0643 0,0560 0,0507 0,0511 0,0473
g o 40| 7,07 0,1085 0,0863 0,0864 0,0742 0,0702
ST 25 50| 4,65 0,0999 0,0791 0,0780 0,0687 0,0643
= § § E 6,0 3,81 0,0943 0,0748 0,0737 0,0664 0,0610
g Q ag 7,0 3,38 0,0912 0,0714 0,0717 0,0644 0,0590
B B E § 80| 3,12 0,0880 0,0688 0,0695 0,0624 0,0587
& 9,0 2,94 0,0860 0,0676 0,0676 0,0614 0,0582
85 - 02| 285 0,0863 0,0691 0,0591 0,0529 0,0569
g 2 < 04| 1,84 0,0684 0,0573 0,0537 0,0519 0,0538
g5 % 06| 1,37 0,0560 0,0473 0,0550 0,0490 0,0522
252 08| -1,07 0,0542 0,0491 0,0447 0,0499 0,0444
e § 1,0| 0,86 0,0525 0,0506 0,0523 0,0486 0,0589
R 1,4 0,57 0,0440 0,0487 0,0437 0,0524 0,0492

Zrédlo: Obliczenia wiasne.
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7,07
3,81

Rys. 1. Zaleznos¢ rozmiaru testu od liczebnos$ci proby
) i wspotczynnika asymetrii populacji
Zrédto: Opracowanie wihasne.

Tablica 2. Poréwnanie rozmiaréw testu bootstrapowego i testu klasycznego
dla wartosci oczekiwanej populacji o wybranych asymetrycznych rozktadach

Wspolcz. Liczebnosci prob
Typ rozktadu asymetrii | T, boot. | T.klas. | T.boot. | T.klas. | T.boot. | T. klas.
4 30 30 50 50 70 70

4 S 0,2 4,47 0,0744 | 0,1416 | 0,0716 | 0,1225 0,0630 | 0,0978
‘g ol S5 0,4 3,16 0,0647 | 0,1036 | 0,0517 0,0757 0,0542 | 0,0690
o B 3 § -g 0,6 2,58 0,0665 0,1010 | 0,0535 0,0756 0,0462 | 0,0603
g g '% ﬁé 0,8 2,24 0,0606 | 0,0880 | 0,0474 | 0,0639 0,0521 0,0645
g - E g 1,0 2,00 0,0617 | 0,0859 | 0,0513 0,0649 0,0562 | 0,0664
ob 1,4 1,69 0,0507 | 0,0727 0,0511 0,0630 0,0473 0,0557
g o 4,0 7,07 0,0864 | 0,1255 0,0742 0,0990 0,0702 | 0,0893
ST 25 5,0 4,65 0,0780 | 0,1140 | 0,0687 0,0888 0,0643 0,0827
2 § § -8 6,0 3,81 0,0737 | 0,1078 0,0664 | 0,0842 0,0610 | 0,0789
g 9 ‘;\‘é 7,0 3,38 0,0717 | 0,1048 0,0644 | 0,0822 0,0590 | 0,0762
T = E g 8,0 3,12 0,0695 0,1019 | 0,0624 | 0,0803 0,0587 | 0,0746
& 9,0 2,94 0,0676 | 0,1004 | 0,0614 | 0,0786 0,0582 | 0,0737
g% - 02| -2,85 0,0591 0,1196 | 0,0529 | 0,0880 0,0569 | 0,0860
g %‘ﬁ 04| -1,84 0,0537 | 0,0875 0,0519 | 0,0717 0,0538 0,0688
S8 -g 0,6 -1,37 0,0550 | 0,0789 | 0,0490 | 0,0645 0,0522 | 0,0615

g ? & 0,8| -1,07 0,0447 | 0,0646 | 0,0499 | 0,0595 0,0444 | 0,0514

2 - § 1,0 -0,86 0,0523 0,0671 0,0486 | 0,0571 0,0589 | 0,0634
E lslm 14| -0,57 0,0437 | 0,0563 0,0524 | 0,0584 0,0492 | 0,0523

Zrédlo: Obliczenia wiasne.
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Rys. 2. Zalezno$¢ oszacowanego, na podstawie 30-elementowej proby, rozmiaru testu od wspot-
czynnika korelacji populacji
Zrodlo: Obliczenia wihasne.
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Rys. 3. Zalezno$¢ oszacowanego, na podstawie 70-elementowej proby, rozmiaru testu
) od wspotezynnika korelacji populacji
Zrodio: Obliczenia wilasne.



158 Dorota Pekasiewicz

IV. WNIOSKI

Na postawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze dla populacji
0 mniejszej asymetrii test bootstrapowy pozwolit zweryfikowaé sformutowane
hipotezy na poziomie istotno$ci w przyblizeniu rownym ustalonemu poziomowi
istotnosci o = 0,05.

Najwigksze rozbieznosci migdzy rozmiarem testu i przyjetym poziomem
istotno$ci byly w przypadku silnej asymetrii i matych préb, ale i tak okazaty si¢
one mniejsze niz w przypadku klasycznego testu istotnosci dla prob o duzo
wigkszej liczbie elementow (préby 30 i 50 elementowe). Zastosowanie testu
bootstrapowego dla 10, 20-elementowych prob powodowato, ze liczba decyzji
0 odrzuceniu prawdziwej hipotezy zerowej byta w niektérych przypadkach na-
wet dwukrotnie wigksza od wartosci ustalonej, ale w tych przypadkach test kla-
syczny dopiero dla 70-elementowej proby dat porownywalne wyniki. Dla innych
rozwazanych warto$ci @ np. o =0,01 oraz 0,1 wyniki byty analogiczne.

W przypadku duzych prob oszacowany rozmiar testu bootstapowego byt
mniejszy niz rozmiar testu klasycznego . Oczywiscie réznice te malaly wraz ze
wzrostem liczebnosci prob. Chociaz w przypadku zastosowania testu bootstra-
powego liczba btgdnych decyzji polegajacych na odrzuceniu prawdziwej hipote-
zy zerowej byta mniejsza niz przy zastosowaniu testu klasycznego, to jednak nie
we wszystkich przypadkach 70-elementowa proba byta wystarczajaca do wery-
fikacji hipotez o wartosci oczekiwanej na ustalonym poziomie istotnosci. Doty-
czylo to populacji o silnej asymetrii np. populacji o rozktadzie Pareto z parame-
trami x, =1 i k =4, dla ktorej wspdtczynnik asymetrii wynosi 7,07. Dla tej
populacji oszacowany rozmiar testu bootstrapowego wynidst 0,0702. Kolejne
zwigkszanie liczebnosci proby (proba 100-elementowa, 120-elementowa itd.)
sprawilo, ze decyzja zostata podj¢ta na poziomie istotnosci réwnym w przybli-
zeniu ustalonej wartosci, co wynika z asymptotycznych wlasnosci $redniej aryt-
metyczne;j.

Z przeprowadzanych badaniach statystycznych, wynika, Ze informacja
o asymetrii populacji lub wstgpne oszacowanie wspdtczynnika asymetrii moga
by¢ pomocne przy ustaleniu liczebno$ci proby zaréwno przy zastosowaniu te-
stow bootstrapowych jak i klasycznych testow istotnosci.

Dla wszystkich rozwazanych populacji weryfikacja hipotez o wartosci ocze-
kiwanej za pomoca testu bootstrapowego data lepsze rezultaty niz zastosowanie
klasycznego testu istotnosci, gdyz prowadzila do mniejszej liczby btednych de-
cyzji polegajacych na odrzuceniu prawdziwej hipotezy zerowej (rys 2., rys 3.).
Podjecie decyzji o odrzuceniu hipotezy zerowej lub braku podstaw do jej odrzu-
cenia na ustalonym poziomie istotno$ci zwigzane jest z wlasciwym doborem
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liczebno$ci proby, ktoéra zalezy od typu rozktadu populacji i wspdlczynnika
asymetrii.

Testy bootstrapowe znajduja zastosowanie rowniez przy weryfikacji hipotez
statystycznych o wartosciach parametréw dwdch populacji. Hipotezy moga do-
tyczy¢ zar6wno parametrow populacji jedno jak i wielowymiarowych (por. Do-
manski Cz., Pruska K., (2000), J. Shao, D. Tu, (1996)).
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Dorota Pekasiewicz

THE BOOTSTRAP VERIFICATION OF HYPOTHESES ABOUT THE EXPECTED
VALUE OF ASYMMETRIC DISTRIBUTED POPULATION

Abstract

A proposal of using the bootstrap test to verify hypotheses about the expected value of
asymmetric population is presented. The bootstrap test is the nonparametric one. It can be used
when we have a small size of sample.

In the paper, the results of simulation studies of the properties of this test are presented, in
particular the size of a test. For large sample’s sizes, the size of the bootstrap test is compared with
the size of classical test of significance.



