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JAK OBLICZAC RYZYKO PORTFELA
REALIZOWANEGO W WARUNKACH KROTKIEJ
SPRZEDAZY

Praca ta zostata napisana w zwiazku z jubileuszem 80-lecia Pana Profesora
Wiadystawa Welfe wybitnego polskiego ekonometryka i statystyka, cztonka
korespondenta Polskiej Akademii Nauk.

Jubilat nie zajmowat si¢ zagadnieniami zwiazanymi z teorig portfolio selec-
tion, ale w swoich pracach zamieszczat zawsze nowe, tak pomysty naukowe,
badz po nowemu komentowat znane juz wyniki.

Pomyslatem sobie, ze z okazji tak wspanialego jubileuszu trzeba przedtozyé
pracg, ktora zawiera nowy wynik. Jest nim spos6b obliczania ryzyka portfela
realizowanego w warunkach krotkiej sprzedazy, przy tym nie wyznacza si¢ ani
samego portfela, ani tez wektora mnoznikéw Lagrange’a mimo, ze samo ryzyko
S? (p) jest iloczynem skalarnym wektora wspomnianych mnoznikéw przez ko-
lumng wyrazéw wolnych ukfadu réwnan stanowiacych warunki ograniczajace
natozone na skiadowe wektora stanowiacego 6w portfel lokat realizowany
W warunkach krotkiej sprzedazy. Po tych uwagach wstgpnych przechodzimy do
prezentacji spraw zasadniczych.

Méwimy, ze wektor P = [p,, P2 ... pi] jest portfelem realizowanym w wa-
runkach krotkiej sprzedazy, jezeli nie zadamy nieujemnosci jego sktadowych
lecz jedynie, aby ich suma byta réwna jednosci. Zaktadamy przy tym, iz na
sktadowe p; i = 1, 2, ..., k nalozone sq warunki ograniczajace spetniajace uktad
réwnan postaci

AP=f (1)

gdzie A = [a;] jest zadang macierza o wymiarach rxk (r < k) jej rzad jest rowny .

* Prof. dr hab., Wyzsza Szkota Spoteczno-Ekonomiczna w Warszawie.
(27]
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Wsréd ograniczen (1) sa warunki postaci
prtpt..tpe=1 (2)
npotrnpt o trnpe=r
gdzie r; i = 1, 2, ..., k oznacza stopg zwrotu i-tej akcji, za$ ry jest wielko$cig
ustalong np. przez inwestora.

Portfel P jest rozwigzaniem nastg¢pujacego zadania.
Wyznaczy¢

min P" D P (3)
przy warunkach
AP=f 4)
gdzie macierz D = [d;;] ma wymiary kxk zas jej elementy dj; spetniaja warunek

pado S dai=g
oy 8y Siivtpedlis ity im0k

Na koniec S, p = i, j, oznacza ryzyko akcji p, za$ ry jest wspotczynnikiem
korelacji pomigdzy i-ta a j-tq akcja.

Dowodzi si¢ (patrz M. Kolupa 2007), ze ryzyko $*(p) portfela P stanowiace-
go rozwigzania zadania danego zaleznosciami (3) i (4) spetnia warunek

§ (p)=- % 1T )

gdzie A jest wektorem kolumnowym o sktadowych 4, i = 1, 2, ..., r, bedacymi
nieoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a, czyli wektorem wystepujacym w
warunku.

Wyznaczy¢

min A (P, 1) =min (P'D P + A" A). (6)

Dowodzi si¢ (por. np. M. Kolupa, R. Deptuta 2003), ze wektor A jest roz-
wigzaniem nastg¢pujacego uktadu réwnan
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(AD AT A=<2f (7
skad
A=-2(AD"AT)'f. (8)

Jak juz informowatem, chcac wyznaczyé ryzyko portfela P postugujemy sie
wzorem (5), ale aby to zrobi¢ nie musimy zna¢ wektora A . Skorzystamy przy
tym ze znanego twierdzenia Kroneckera-Capelli’ego.

Rozpatrujemy uklad réwnaf wyznaczony przez zaleznoci (5) i (7). Zapi-
szemy je jako jeden ukfad rownan. Ma on postaé

ADT'AT AT 32F
1 ARt )
= A s $°(p)
(S (p) jest nieznane i trzeba je wyznaczyc¢).

Macierz podstawowa uktadu (9) jest macierza o wymiarach (r + 1)xr. Jej
rzad wynosi r, bo tyle wynosi rzad macierzy A D' A", (Jest to macierz o wy-
miarach rxr i rzgdzie rownym r, bo jest spelniiony warunek (A D™'A") < min (A,
D) = min (r, k) = r) (patrz zalozenia dotyczace macierzy A podane bezpoéred-

nio po wzorze (3)).
Z kolei macierz rozszerzona uktadu (9), czyli macierz B postaci

) g AD™'AT 2f s
-V 1T $'p)

jest macierza stopnia » + 1. Poniewaz rzad macierzy podstawowej uktadu (9) jest
rowny rzedowi macierzy rozszerzonej tego ukladu i rowny liczbie niewiado-
mych r, przeto musi by¢ spetniony warunek

detB=0. (11)

Z warunku (11) wyznaczamy S*(p). Oznacza to, ze mozemy wyznaczy¢ ry-
zyko Sz(p) portfela P realizowanego w warunkach krétkiej sprzedazy bez ko-
niecznosci uprzedniej znajomosci wektora P oraz wektora . Nie nalezy rowniez
Wyznacza¢ macierzy odwrotnej do macierzy A D™ A", Dodajmy jeszcze, ze w
tej ostatniej macierzy wystepuje macierz D', ale jak tatwo zauwazy¢
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D=S"RS, (12)
gdzie S jest macierza diagonalng postaci
S= dlag {Sl, Sz, very S/,-},

zas
R = [ry] kxk

jest macierza korelacji. Jej elementami sa wspotczynniki korelacji pomiedzy
poszczegdlnymi akcjami.
A to oznacza, ze

D'=8YR (8%) 13)

czyli, cheac wyznaczy¢é macierz odwrotng do macierzy D nalezy wyznaczy¢
macierz R,

Wyznaczenie macierzy odwrotnej do macierzy diagonalnej jest natychmia-
stowe.

Opisane postgpowanie moze by¢ zastapione rownowaznym, polegajacym na
zastosowaniu macierzy brzegowych, ktére nalezy zastosowa¢ do macierzy C
postaci

ol el

Na jej elementach nalezy wykonaé przeksztatcenie elementarne typu a (ma-
cierz A D'A” przechodzi w gérna macierz trojkatng z jednostkowa gléwna

AD'AT 22
Cs { f} (14)

przekatng oraz typu f# (wektor | " przechodzi w wektor zerowy). Wowczas
2

na miejscu zera wystepujacego w macierzy C wystapi szukana wielkosé S*(p).

Opisane postgpowanie moze by¢ wykorzystane np. do wyznaczenia pro-
gnozowanej wartosci zmiennej endogenicznej, do wyznaczenia wartosci PKB
bez uprzedniej koniecznosci wyznaczenia warto$ci produkcji globalnej poszcze-
golnych gatezi produkcyjnych wystepujacych w modelu Leontieva. Te i podob-
ne zagadnienia zwigzane sg z problemem wyznaczania warto$ci wyrazenia

qX, (15)
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gdzie q jest zadanym wektorem wierszowym, za§ X oznacza wektor stanowiacy
rozwigzanie cramerowskiego uktadu réwnan liniowych postaci FX = ¢ bez
uprzedniej konieczno$ci rozwigzywania tego ukiadu. Mozemy bowiem albo
zazada¢, aby wyznacznik macierzy

Vs
C= . (16)
q9 9x

Nie znamy gx i nalezy je wyznaczy¢ z warunku orzekajacym, ze wyznacznik
macierzy C jest rtéwny zero, albo tez postuzy¢ si¢ macierza brzegowa C, postaci

C=Ft 17
b b (17)

ina jej elementach wykona¢ przeksztalcenia a i j.
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Michal Kolupa

HOW TO CALCULATE PORTFOLIO RISK UNDER SHORT SALE

In the work a way to calculate portfolio risk under short sale is presented. The risk is
a scalar product of the Lagrange multipliers vector and the column of free items in the
€quation system of limiting conditions imposed on the elements of vector P.

It is shown that it is possible to give it without the necessity of prior determining all
factors of the mentioned product.



