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CALKA RIEMANNA DLA FUNKCIJI
O WARTOSCIACH W PRZESTRZENI METRYCZNEJ

W pracy podana jest pewna koncepcja catki oznaczonej Riemanna z
funkcji o wartosciach w dowolnej przestrzeni metrycznej. Znajduje sie
w niej réwniez pewien warunek wystarczajacy catkowalnosci oraz kilka
przyktadéw funkcji catkowalnych.

1

Zakto6zmy, ze Y jest dowolng przestrzenig metryczng, a, b e R,
a < b. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru <a, b) x Y,kto-
rego rzut na <a, b) jest réwny <a, b) 1 niech

B(A) =F{(x,y, ©) 6 <a, b) xY xR; X, y)eA te <X, b>}.

Dla dowolnej funkcji F s B(A) @Y potdézmy

F&X, ) (O =FX, vy, D, &, y, B s B@A).

Oznaczmy przez iF(A, Y) zbior wszystkich funkcji F s B(A) »Y
takich, ze F(X, ¥v) ) =y 1 (& F&X, vyv) (e A dla &, y, e
e B(A).

Niech F e F(A, Y) 1 niech

P - a=xQ < < X2 e=. < xn = b ()

bedzie dowolnym podziatem przedziatu <a, b>. Wezmy dowolne yQ e Y
takie, ze (@, yQ) e A i potdzmy

*1 = F(xo0" V )
Y2 = F(xx, yN (x2)
y3 = F(x2, y2) (x3) @)

yn - F(xn-i" yn-i> (V -
Jesli zajdzie potrzeba, bedziemy pisa¢ y*lyQ, P, F) zamiast y~.



Niech 6(P) oznacza Srednicg podziatu P i niech

S(yo, P, ) ¥ yn
Jesli istnieje granica

lim S¢y , P, P,
6(P) - O 0

to granicg tg nazywac¢ badziemy caltkg oznaczong lewostronng Rie-

manna o starcie w Yy , z funkcji F na przedziale <a, b> i1 oznaczac
symbolem

S(ya. P. ()
a

Parg uporzadkowang {y , F) nazywa¢ badziemy woéwczas catkowal-
ng na <a, b>.

Jasne jest, ze catka (3) o ile istnieje jest elementem prze-
strzeni Y. Uméwmy sig, ze w przypadku a = b para (D, F) jest
rowniez catkowalna na <a, b> i1 ze wéwczas catka (3) jest réwna y

Jesli Fs @A, Y) i a”™a"<b"4 b, to kftadgc A" = A n (<a ,
b )vyY widzimy, ze Ff|b@") g » " w dalszy™ ciggu dla
dowolnego yQ s Y takiego, ze (@", y,) e A para e, FIB(A™ D)
badziemy utozsamia¢ z para (yQ, F). w szczegdlnosci stwierdzenie
ze (Y¢. F) jest catkowalna na <a" , b*" > badzie oznaczato, ze
<vd< f|b(a")) jest catkowalna na <a", b">.

Przyktad i. Jezeli Y jest przestrzenig wektorowa unormowang i
f:<a, b> *Y, g :<a, b> R, to k#adac F(x, y) (O =y + fX)-
jg® -gxX)] dla x e <a, b), y e Y, te <x, b> <+atwo zauwa-
zamy, ze wowczas dla dowolnego yQ e Y definicja catki (3) pokry-
wa sia z definicja wyfazenia

yb + Sb OO dg(x),
a

gdzie ostatnia catka Riemanna-Stieltjesa jest rozumiana w sensie
lewostronnym, tzn. jako granica odpowiednich sum catkowych,w kto-
rych za punkty posrednie wybieramy lewe krance przedziatéw danego
podziatu przedziatu <a, b>.

Przyktad 2. Zaktézmy, ze Y = R, D - dowolny obszar w ptaszczy-
znie R , f : d R, f ciagta i spednia w D warunek Lipschitza
ze wzgladu na zmienng y. Pot6zmy F(&, y) () =y + f(x, y) (€ -
-x), X, ¥) e D, t *x. NiechyQe R i (@, yo) e D.

Z teorii rownan rozniczkowych typu y1= f(x, y) wiadomo (por.
twierdzenie Osgooda i teoria tamanych Eulera), ze istnieje b > a



takie, ze wszystkie ciagi normalne #4amanych Eulera sa zbiezne
jednostajnie na <a, b> do wspdlnej granicy, bedacej rozwigzaniem
rownania y* = f(x, y) w przedziale <a, b> przechodzacym przez
punkt (a, yQ). Wynika stad, ze para (yQ, F) jest catkowalna na
dowolnym przedziale <a, x>, gdzie x e (@, b> i ze funkcja

X
yx) =S (¢ , B, X e <a, b>
a
jest rozwigzaniem rownania roézniczkowego y" = f(x, y) takim, ze
y(@ = yQ.

Przyktad 3. Niech y" e Y i niech dla dowolnego (x, y) e <a, b)
x Y F&,y) bedzie jakgkolwiek funkcja zmiennej t e <x, b> taka,
ze F(x, v) X)) =y 1 FX, v¥v) (b =y". tatwo zauwazy¢, ze dla
dowolnego yQ e Y para <YO, F) jest catkowalna na <a, b> 1

b

S ¢ ,P=y".

a

Przyktad -. Zatozmy, ze ae (@, °°), F : <a, b) =R, Me R+,
yOe R i |fl «M. Potézmy F(x, v) (© =y + fX) (t-xiJ, &, WF:

e <a, b) xR, te <x, b>. Niech P cedzie dowolnym podziatem
przedziatu <a, b> postaci (1). Mamy

ISGQ, p, B - yQI=\F(x.) i+l - xi),,| <
<M 2N *xi+i " i+l - xt) AM (b - & [f(P)ja-1.

Wynika stad, ze

S (0, P =yc.

Przyktad 5. Niech Y = R, <a, b> = <0, 2>, A = {(x, ¥Y) e R™;
xe<0, 1, y e <0, 1D)>u {(x,y)e R2; xe <1, 2), x- 1<y <
< 1}. Dla dowolnego (X, y) e A oznaczmy przez F(, y) Tfunkcje
zmiennej t e <x, 2>rowng y dla te <x, +y + 1)/2> Kktorej
wykres w przedziale <(x +y + 1)/2, 2> jest odcinkiem +#aczacym
punkty ((x +y + 1)/2,y), (@, 1).

Poniewaz dla dowolnych (x, y) e A mamy F(X, y) (@ =1 wiec
S0, P, FH =1 dla wszystkich podziatéw P przedziatu <0, 2>.Zatem

2 © =1
O(,F)—-

Wykazemy teraz, ze



i0 dla x e <0, 1>
SO(O' F>:][x—1 dla x e <1, 2>.

Jesli x e (0, li, to biorgc dowolny podziat P : 0 = xQ < <
< ... <xn = x przedziatu <0, x> o Srednicy mniejszej od 1 - X
widzimy, ze x™MMN @ + xMN)/2 dla 1 = 1, 2, .., h-1. Zatem S(0, P,
F) = 0, co kohczy dowéd dla x e (0, 1).

Niech x e <1, 2) i niech P : 0 = xQ < x» < ... < Xn = x bedzie
dowolnym podziatem przedziatu <0, x> o Srednicy mniejszej niz 1.
Oczywiscie SO0, P, F) = F(xn_1, yR_1) =) > x - 1. Niech 1 oznacza

najwieksza sposrdd liczb i e {0, 1, ..., n-1), dla ktérych x» <
<1-6C®). Poniewaz 6(P) < 1 - xj_, wiec podobnie jak poprzednio
stwierdzamy, ze y, = 0. Z konstrukcji funkcji F widac, ze

SO, P, P < F(x1, y1) (X), zas z konstrukcji 1 wynika, ze xx +
+ 26(P) > 1. Zatem
0« SO, P, H - xD <F(X1,y™ & - x-D s
1~ Xi
< FXXCyx) O « ———J-4< MP),

co konczy dowdd dla x e <1, 2).

Oznaczmy przez w (A, Y) zbidor wszystkich funkcji Fe 3MA, Y)
spetniajgcych warunki

M e <0, ») (X VY,)/(X, y2)e A te <x, b> F(F(x" n2*

F(x, yx) () <e(yl,y2) [1 + Mt - x)],

\Y, 3 \Y \Y, \Y
e >0 6 >0 n €N XQ <x1<...<Xn yQ € v o)
Xn - X0 < 6 (xo" V 6 A

g<¥Yn. F(x0, yQ) (xn)) < e(xn - xQ>,

df
gdzie yR = Yn(YO, P, F), przy czym P - XxQ < XX < ... < Xn-
Twierdzenie i. Jesli Y jest zupetna, F e Y), y0Oe6 Y i

(@, yQ)e A, to para (yQ, F) jest catkowalna na <a, b>.



Dowod. Z uwagi na zupe#nos¢ Y wystarczy wykazaé¢, ze

eXx 0 6 >0 PI~1 16p><4 =*6 (S(yo© ** F*
S(yQ, PIf P)t < e]

Niech e > 0. Pot6zmy Ej = E[(b - &) (@ + eM®> " gdzie
M jest takie jak w (4). Niech 6 bedzie takie jak w warunku @)
(przy e = ej). Wegmy dowolny podziat P przedziatu <a, b> o Sre-

dnicy mniejszej od 6 1 dowolny jego podpodziat P~

Niech
P :a=xQ <x* < ... <Xn = b,
Pl - a=k"1l» < x}1) < ... x«J) = XX < < .. < XN o=
= X2 < < xk = b,
_df -
o1 — r 1 ~1,2, .-.,n,
df

yi = yi(yo" p*" P 1 =1 2..... ..

T
\
-

1
=
~
N
~
=]

M Fooke
v T vievo. 21
Z (B5) wynika, ze

yi> = e (F(xk1-i" YkJ-i11 (xi>" F(x0> y0> <xi,) <

< £1<X1 - xo> = E1 61

F(xI" YKJ)) (x2.4 < E1 62

e n F<xn-1- n-1 <xn) < E1 V
zas z (4 wynika, ze

S (F(XL, YKI') (*2)' y2 =fi(F(xI' YK’ (x>

fxt, y1) (x2)) < g (y™*, yx) M &2 + ]



e (F(xn-i* i NV° Vo= e (F(xn-i® nj. v

(1)
F(xn-1" yn-I> (xnb < g,’?(ka_\/i yn-14 P16n + #3*

Zatem
an\ i
1= & - xqs < Ei &1,
df (1) o _ _ _ i
i = e ([L "yi> <eil 4i + e (y“tl, Yi-1> M «i + 1] =
= Ei «i + a™i [M oi + 1], i =2t 3’ eeoet N.

i z nieréwnosci (L + X) ~ ex, x e R otrzymujemy
1 el 61°

M6 =
i <el 6i +ai-l1 ® -

+atwo wynika, ze

M6 MUn +

h < eltsn + 6n-1 © + «n_2 € Fioite ... 0

, "(Gn + 6n-1 * ...+ 62))
le

i tym bardziej

an < el C5n + eM(b“a) (6Bn-1 + -2 + e== + 61> 4
< el [b-a+ em(b_a) (b - a)] = e,

co konhczy dowéd, gdyz an = g (Y*1* Yn) = £ (S(YO» pi< F>»

S(YQ, P, P)).

Uwvaga. Jesli F e O, Y) oraz a4 a”~ <b" §b, to FpbEY
e FO(A", Y), gdzie A" = A n (<a", b"> x Y). Jesli wiec ponadto
Y jest zupeina, to dla dowolnego y~ e Y takiego, ze @, y») e A
para (y», F) jest catkowalna na <a", b">.

Z twierdzenia i wynika znane twierdzenie, ze jesSli Y jest prze-
strzenig Banacha, to kazda ciggta funkcja f : <a, b> *YVY jest
catkowalna lewostronnie w sensie Riemanna na <a, b>. Istotnie,
ktadgc A = <a, b> xy 1 FX, y) (O =y + f&X) (t - x), &, y)e
6 A, te <x, b> *atwo stwierdzimy, ze spedniony Jjest warunek
(@) przy M = 0. Z jednostajnej ciaggtosci f w <a, b> +atwo tez



wynika, ze spedniony jest warunek (5). Zatem para (0, F) jest cat-
kowalna na <a, b>, co oznacza catkowalnos¢ lewostronng w sensie
Riemanna funkcji f na <a, b>.

Z twierdzenia I wynika rowniez, ze dla pary (yQ, F) z przyktadu
2 istnieje b > a takie, ze para ta jest catkowalna na <a, b>, a
zatem i1 na dowolnym przedziale <a, x>, x e (@, b>.

Aby to udowodni¢, wezmy dowolne otoczenie U punktu (@, yQ),

w ktérym F jest ograniczona i niech M = sup (X, y).- Popro-
(x,y)e U

yadzmy nastepnie dwie proste przechodzace przez (a, y ) o wspot-
czynnikach kierunkowych M i -M 1 wezmy dowolne be @@, «») ta-
kie, aby trojkat domkniety A ograniczony tymi prostymi i prostg
X = b byt zawarty w D. Widoczne jest, ze (t, F(x, y) (t)) e A
dla &, y, © e B(A).

Z tego, ze F speknia w A warunek Lipschitza ze wzgledu na

zmienng y +atwo wynika, ze F spednia warunek (4). Wystarczy
wiec wykaza¢, ze F spednia warunek (5). Niech c > 0. Poniewaz F
jest jednostajnie ciggta w A wiec istnieje > 0 takie, ze

Iflx, y) - f(x\ yD| <e
dla &, y), <x\ y e Jt 1 takich, ze e <<x, y), <x", y",) < «r

Potozmy 6 = ijy/I+M . Wezmy dowolne n e N, punkty xQ < x* < ... <

< xn z przedziatu <a, b> 1 takie, ze xn - xQ < i oraz ey

takie, ze (Q, y™) e A. Niech y[ = y*y», P, F), gdzie i =1,
--, N, P :XxXQ < Xj < ... <xn. Poniewaz

oraz

fi(xi, y[), (xXQ, YOQ)) <,X°2 + («*)* "= «I# 1 « Hoooo. oo

wiec |yn - F(xq, y») &n)] < e(xn “ k>» co konczy dowéd warunku
®).

Jako zastosowanie twierdzenia I W przestrzeniach metrycznych
rozpatrzmy nastepujacy:

Przyktad 6. Dla dowolnego x > 0 o0znaczmy przez Hx zbidor wszy-
stkich funkcji f : <0, x> + R ograniczonych w <0, x>.

Niech
dfi i



Niech f, g e H. Istniejag xt, x2 e <1, «>) takie, ze f« H"N,
ge H

Pot6zmy

p(f, 9 = sup  yL[g(? w - Fiu)]2 + <x2 -
u ue > *i

tatwo sprawdzié¢, ze £ jest metrykg w H. Wykazemy teraz, ze
przestrzen (H, £) jest zupekna. Wezmy w tym celu dowolny ciag
Cauchy"ego (fn>n e N elementdow przestrzeni H. Dla dowolnego neN

istnieje wiec xn > 1 takie, ze T_,e H"n'

Niech e > 0. Istnieje n e N takie, ze

,, - TS, > -V “>]2 * (X, - 1,"2 < «.
n, m > -
Wynika stad, ze (*n)n e N jest zbiezny. Niech x =~lim"™ xR. Oczy-
wiscie x > 1.
Wezmy dowolne u e <0, x>. Poniewaz xmu/x e <0, x> dla n,ueH
wiec z (6) wynika, ze

7
w - METuwl2+ xn - xm)2 <e*"n"m >V L
Zatem ciag (fn<xnu/x))n e N jest ciagiem Cauchy“ego. Khadac
f(uw) = lim f (X u/x) i przechodzac w (7) do granicy przy m «
n @& n n
otrzymujemy
W - F(U]2 + (xn - x)2 4 e, n > nQ. @)

Z (8 wynika ograniczonos¢ f w <0, x> a zatem i przynaleznos¢
f do H. Ponadto z (8 1 =z dowolnosci u e <0, x> wynika, ze
g(fn, ) « e dla n > nQ, co kohczy dowdd zupetnosci H.

Zat6zmy, ze a, be R, a<b, f :<0, 1+b-a »R ize F
spednia w <0, 1 + b - a> warunek Lipschitza z pewng statg e
e <0, 00). Niech

A= {(x, ¥); xe<a, b> ye HI+X a).
Dla dowolnych (X, y) e A, te <x, b> potézmy



gx,y,t () "y@G ** - }u)" Uus<0. 1+t-a,
fG#y) (©) =gxy#t + (€t - X) £ (<OF ' + b - a>m

Widoczne jest, ze F e F(A, H). Wykazemy teraz, ze F e FO@A, H).
Jeshi (&, y», (X,y2)e A 1 te <x, b>, to

E(F(X, y;’) ®, F(, yl,) @) = sup [¢ w -

ue <0, l+t-a> X -y2"c
- gx,Yl,t (U)| - e<yil )Q>

Zatem (4) zachodzi.
Aby wykaza¢ warunek (5) wezmy dowolne e > 0 i potdézmy 6 = e/M .
Niech ne N5 0 < XxQ < XX < ... < XR+l « b, xntl - xQ < 6, yQ e H,

(x0.yQ)e A. Z definicji (2 yn *atwo wynika, ze

l1+x -a n-1 1+x%x, .-a
Vo ow =y +Xg -gw\N?Q i+l - xi> f (TT~4.r a u>

dla ue <0, 1 + xn - a>. Zatem

£<Yn" F(x0" V (xn>> = ne <0FJ& ,a>lyn(u) " F(xo" yO)(xn)(WE

n
n-1 1+x. . -a
Su £ Xt . - X L u - f(u «
,I+xp—a> Ii—O ¢ 1+1 1) L 1 + *n a) ( )]JI
n-2 B 1 + xi+l - a
< M. sup £ i . - x) * n u-u] =
1 ue <0, I+xn—a> i-0 1+1 1 1+ xn a

= M1 *0 <Xi+l m Xi} <Xn " Xi+1” 4 M1<Xn - xI> "?0 (xi+l - xi> <
< Mi<xn - xi)6 = Exn - xi>/

co konczy dowdéd warunku (5).
Z twierdzenia 1 wynika wiec, ze dla kazdej funkcji yQ :<0, 1> -
® R 1 ograniczonej w <0, 1> para (Q, F) jest catkowalna na

<a, b>. Aby obliczy¢ catke z tej pary na <a, b> wezmy dowolny po-
dziak P :a =xQ <xk < ... <xn =b przedziatu <a, b>. tatwo

sprawdzic¢, ze

S(YQ, P, H (W =Y0@ +b - a>+ FQ i+l - xi> Fr TTt i u-

dla ue <0, 1 +b - a>.



Poniewaz dla wszystkich podziatéw P przedziatu <a, b> funkcje
S(yQ, P, F) maja tg samg dziedzing, mianowicie przedziat <0, 1 +
+b -a i1 para ((Q, F) jest catkowalna na <a, b> wiec dla
kazdego u « <0, 1 + b - a>

(S (v, F) W = Ilim S , P, B (W,
a © 6C)-0 ©
Zatem
(s (yo, FI) (ul - 2.t , " =1 = s ti\ : max

dla ug <0, 1 +b - a>.
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RIEMANN S INTEGRAL FOR FUNCTIONS
WITH VALUES IN A METRIC SPACE

In the paper, some conception of Riemann s definite integral of functions
with values in any metric space is given. Also, one can find in it some suffi-

cient condition for integrability and several examples of integrable functions.



