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Niniejsze opracowanie jest wynikiem kilkuletnich badai 1 analiz teore-
tyczaych zmierzajgcych do odpowiedzi na nastgpujace pytania: jaki powinien
byé zaséb wiedzy naucgzyciela matematyki? w jakim zakresie i w jaki sposéb
powinno mu si¢ te wiedzq przekazad?

W poczatkowej czedci pracy preeanalizowano krytyeznie aktualnie funkejo-
nujacy system ksztalcenia nauczyciell matematyki, nastepnie przedstawiona
zostala propozycja struktury 5-letnich studiow magisterskich  przygotowuja-
cych absolwenta do pracy w zawodzie nauczyciela matematyki. ;

Na podstawie wypracowanych kryteriéw doboru tresci matematycenych, ktére
naleiy uznaé za niezbedne w ksztalceniu nauczycieli, przedstawiony | zostal
projekt minimum wiedzy w zakresie podstawowych przedmiotéw: analizk mate-
matyczna, algebra, geometria, rachunek prawdopodobiafistwa 1 elementy sta-
tystyki matematycznej, arytmetyka teoretyczna, logika i teoria mnogosci,
funkcje analityczne, topologia, réwnania rééniczkowe, analiza funkejonalna,
metody numeryczne, elementy informatyki, dydaktyka matematyki.

PoniewaZz wykiad na studiach wyZszych stanowl podstawowg forme przekazu
wiedzy, artykul koficzy dyskusja na temat nowoczesnych sposobéw wykiadania.

Zaproponowany w pracy zakres wiedzy matematycznej, ktdrg nale2y przeka-
zaé studentom - przysziym muczycloloq - oraz projekt organizacji universy-
teckich studiéw nauczycielskich moze stanowié podstawe de  opracowania
szczegblovwych programéw takich studiéw.

Matematyka jest galezig nauki, kﬁérej korzenie siggaig do okre-
su powstawania spoleczenstwa ludzkiego i ktdérej idee stanowig ele-
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ment kultury ogdélnoéwiatowej. Jej metody coraz czeSciej 1 inten-
sywniej przenikajq do wielu minnych dziedzin nauki (fizyka, astro-
nomia, meteorologia, medycyna itd.). 2 drugiej strony natomiast,
jak pisal H. Poincare, mozna méwié o "odczuciu matematycznego pie-
kna, harmonii liczb 1 ksztaitéw, geometrycznej elegancii'. Mate-
matyka Igczy zatem® w sobie ogromng sitg naukowa z pieknem i war-
toSciami czysto artystycznymi. Jej roli i znaczenia nie moZna
przecenié, a mimo to trudno nie zgodzié sie 2z refleksja wybitnego
matematyka, prof. P. R. Halmosa, ktéry stwierdzil: "smuci mnie fakt
2e nawet wyksztalceni ludzie nie wiedzg, iz méj przedmiot na-
prawde istnieje"., Sytuacja ta prowokuje do stawiania licznych py-
tan dotyczjcych dysproporcji miedzy rolg 1 znaczeniem matematyki
we wspéiczesnym Swiecie a faktyczng wiedzg na jej temat, do checi
ustalenia przyczyn tych dysproporcji oraz poszukiwania sposchow
ich usunigcia. Analizujqc wypowiedzi wielu oséb trzeba stwierdzié,
Ze wWw. przyczyny tkwiq w znacznej mierze w zlym przygotowaniu nau-
czycieli matematyki do pracy w szkole. Profesor W. Waliszewski w
komentarzu do projektu pracy nad zagadnieniem Okreslenie minimum wie-
dzy matematycznej nauczyciela matematyki pisai: "Do podjecia tak sfor-
muiowanego problemu skiania obserwacja niestosownoSci przygotowa~
nia absolwentéw studiéw uniwersyteckich, wedXug obecnie obowigzuig~
cych zasad, do wykonywania zawndu nauczyciela matematyki. Uni~-
wersyteckie programy nauczania i praktyk pedagogicznych nie wydaijg
sig mieé jasno okreslonego celu. Sa pomy$lane tak, aby zapewnié
absolwentowl mozliwie peing wiedze matematyczng, daé mozliwosci
startu w dziatalnosci naukowej, rzadziej sie natomiast mysli o
tym, Ze absolwent matematyki péjdzie do szkoly i bgdzie zobowigza-
ny dc poprawnej realizacji programu nauczania szkoly podstawowej
badZz Sredniej. Okaze sig takze wtedy, Ze jego kontakt z matematy-
kg elementarng skonczyl sig de facto na drugim roku studidéw ma-
tematycznych, . i Ze ten kontakt takze byl specyficzny - niedosta-
teczny dla potrzeb szkoly éredniej. Je$li jeszcze uwzglednimy fakt,
ze w zmianach programéw nauczania matematyki w szkole podstawowej i
Sredniej wystgpujg dwa jednoczesne nurty: jeden - postulujgcy po-
wrdt do historycznych Zrédei matematyki szkolnej, drugi - operujg-
cy argumentem potrzeb cywilizacji XXI wieku, nakazujgcy szybkg in-
formatyzacjg nauczania szkolnego, to otrzymamy obraz szczegdlnej
zilozonodci problemu przygotowania kadr do nauczania matematyki w
szkole podstawowei i Sdredniej".
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W zwiazku 2z ta sytuacjq nalezaloby postawié pytanie o to, jaki
powinien byé zaséb wiedzy nauczyciela matematyki i w jakim za'esie
oraz w jaki sposéb powinnismy mu te wiedze przekazaé. Odpcwiedzi
na te pytania zawiera niniejsze opracowanie. Jego tresé jeszc wyni-
kiem wieloletnich badai oraz analiz teoretycznych. Ustalenie osta-
tecznych rezultatédw poprzedzone zostalo przeprowadzeniem  ankiety
wéréd czynnych nauczycieli oraz licznymi obserwacjami Jj, dyskusja-
mi. Dazeniem naszym bylo przy tym uzyskanie mozliwie najpeiniej-
szej odpowiedzi na wyZej postawione pytania. Byilo +to podyktowane
zaréwno zrozumieniem wagi badan, jak tez 2zdawaniem sobie sprawy
z niebezpieczenstw mogacych wynikaé z malo precyzyjnego przedsta-
wienia osiagnigé (np. nadmierne w praktyce minimalizowanie zakresu
tresci przekazywanych studentom)., Dlatego tez wyniki badan przed-
stawimy znacznie szerzej, niZ to sugeruje bezposSrednio rozpatrywany
temat. Okreslenie jedynie zakresu tematow, ktdérych omdwienie jest
niezbedne w ramach poszczegélnych przedmiotéw, byloby 2z pewnoscig
zuboZeniem tematu V.4 Minimum wiedzy matematyczne] nauczyciela matematyki.
Zagadnienia te trzeba bowiem realizowaé w okreSlonej kolejnosci i
przy zachowaniu wspélzaleznoScl poszezegélnych przedmiotdw. Stad
tez nasze dzialania wiqzg sig z optymalizacja struktury studidw.
Zbudowanie odpowiedniego "modelu studiowania" urealnia opracowane
przez nas propozycje tematéw, z ktérymi powinni zapoznaé sig stu-
denci w ramach przygotowania do wykonywania zawodu nauc;yciela‘wa-
tematyki. Przedstawiona poniZej propozycja -byia = konsulitowana K 2z
szerokim gronem specjalistdéw. Zaprezentowane rozwigzanie okazato
sie na tyle ciekawe, Ze Dyrekcja Instvtutu Matematyki Uniwersytetu
Lodzkiego jest zainteresowana w praktycznym wykorzystaniu tego
projektu - w ramach pigcioletnich studidéw nauczycielskich. Zanim o-
méwimy naszg propozycjg, przedstawimy analize aktualnie funkcjo-
nujgcego systemu ksztalcenia nauczycieli matematyki. Analiza ta do-
konana zostala . ha podstawie siatki godzin oraz programow nauczania
poszczegdlnych przedmiotédw w jednej z uczelni. Zatwo Jjednak spo-
strzec, ze programy niemal wszystkich uczelni (zardwno Uniwersy-
tetdw, jak tez Wyzszych Szkél Pedagogicznych) s3 bardzo zblizZone.
Rozpatrzenie zatem jednego tylko przykiadu oraz wnioski wynikajace
Z tych rozwazai mozna-uznaé za reprezentatywne dla uczelni calego
kraju.

Studia matematyczne trwajg 5 lat, a pomyS§le ich ukoficzenie pro-
wadzi do uzyskania przez absolwentdw tytulu magistra matematyki. Po
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Tabela 1

Aktualnie obowigzujgca liczba godzin przewidzianych na poszczegélne prlcdltoty‘
w podziale na specjalnodci

' Specjalnoéé

Preedaioty Metod Numerycz- |
Teoretyczna Zastosowania | nych i Programo-
nia
Mat. 2 160 (60,3%) | 2 160 (58,1%Z) | 1 650  (42,12)
Scisle Fiz. 120 (3,3%) 120 (3,22) 120 (3,12)
g Inf." 75 (2,1%) 210 (5,6%) 915  (23,4%)
Razem 2 355 (65,7%) | 2 490 (66,9%)| 2 685 (68,62)
Ped. 90 (2,5%) 90  (2,4%) 90 (2,3%)
Nauczycielskie Psych. 90 (2,5%) 90  (2,47) 80 .(2,3%)
Met. 180 (5,0%) 180 ' (4,9%2)| 180  (4,6%)
Razem 360 (10,0%) 360 (9,7%) 360 (9,27)
Hum, 300 (8,42) 300 (8,1%2) 300 (2,6%)
Uzupeiniajgce Inne 570 (15,9%) 570 (15,3%) 570  (14,6%)
; Razen 870 (24,3%) | 870 (23,4%)| 870 (22,22)
fgcznie 3 585 (100%) 3 720 (100%) {3 915 (lo0%)
Liczba egzamindw 25 + mgr 25 + mgr 28 + mgr
Praktyki pedagogiczne 10 tygodni 10 tygodni 10 tygodni ]
Uwaga: Skréty zastosowane w tab.:
Mat. - grupa przedmiotdéw matematycznych,
Fiz. ~ fizyka,
Inf, = grupa przedmiotdédw informatycznych, |
Ped. = pedagogika,
Psych. - psychologia,
Met.. = metodyka nauczania matematyki,
Hum, - grupa tzw. przedmiotéw humanizujgcych, tzn. ekonomia polityczna, so-
cjologia, filozofia, nauka o polityce, przedmiot spoleczno-polityczay,
Inne - lektorat T' i II, wychowanie fizycrnq, szkolenie obronne,
mgr - egzamin magisterski.

Ostatnie dwa wiersze tabeli podajg liczbe egzamindw.

pierwszym wspdlnym roku studiéw, studenci wybieraja jedna 2z trzech
nastepujgcych specialnosdci:

-~ Teoretyczng, b )

- Zastosowan Matematyki,

- Metod Numerycznych i Programowania.

Kontynuacja nauki odbywa sig wediug trzech niezaleinych pro- 7
graméw, a w konsekwencji - tylko nieliczne zajecia, i to tylko
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Z grupy przedmiotéw uzupeiniajgcych, sg realizowane wspdlnie. Po-
zwala to, przynajmniej w zaioZeniach, na lepsze dostosowanie pro-
gramu i jego realizacji do potrzeb danej specjalnodci. Zamieszczo-
na na str. 70 tab. 1 przedstawia dane statystyczne, waizne a‘punktu
widzenia interesujacego nas problemu. Podajemy w niej bezwzgledne

liczby godzin przewidzianych na poszczegélne przedmioty badé ich
grupy oraz cze$é procentowq catosci, jakg one stanowiqy.

Z tab. 1 wynikaja dwie waine obserwacje ogdlne: .

1. Blok ptzedmiotéw bezposrednio przygotowujgcych do  zawodu
nauczyciela obejmuje zaledwie 9-10% wymiaru godzin wszystkich za-~
jgé dydaktycznych, przy czym tylko polowa tego czasu poéwigcona
jest metodyce nauczania matematyki. .

2. Przedmiotom Scisiym, a wigc tym, ktére sa gidwnie odpowio—
dzialne za szeroko rozumiane wyksztalcenie matematyczne studentéw
przydziela sig tylko 2/3 calego ww. czasu. 2auwazZmy ponadto, ze do-
bér i tematyka przedmiotéw zaréwno Scisiych, jak i uzupeiniaja-
cych, systemowo nie uwzgledniajs kwestii przygotowania przysziych
absolwentéw uniwersyteckich studiéw matematycznych do podjecia pra-
€y w zawodzie nauczycielskim. Co prawda moZe do tego dojséé w ra-
. mach ktéregos z wykiadéw monograficznych badZ seminaridw, ale jest
to raczej kwestia przypadku i, jak pokazujg wieloletnie doéwiadcna-
nia, sq to zjawiska niezmiernie rzadkie.

W swietle powyiszych faktow oSmielamy siq stwierdzié, ze tak
zorganizowane studia matematyczne nie przygotowuja w sposéb wia-
Sciwy do zawodu nauczyciela matematyki. Uwazamy, %Ze - proporcie, w
jakich caly czas zajeé dydaktycznych zostai rozdzielony miedzy po-
Szczegdlne grupy przedmiotéw s3 niewlasciwe i razgco dyskryminuja
metodyke nauczania matematyki oraz pokrewne jej przedmioty. ROw-
niez tematyka poszczegdlnych zajeé i sposéb ich realizacji w nie-
wielkim tylko stopniu uwzgledniaja potrzeby przysziych nauczycieli
matematyki.

Szczegblne zastrzeienia budzg programy przedmiotéw &cisiych na
wyiszych latach studiéw. Charakteryzuja sie one wysokim poziomem
abstrakcji, niejednokrotnie bigdza po antypodach matematyki wspo1~
Czesnej, ich tematyka niekiedy bardziej zalezy od zainteresowar wy=
kiadowcy niz od potrzeb siuchaczy. Rozumiemy to i akceptujemy w
Przypadku zajgé adresowanych do tych studentéw, ktérzy deklarujg
cheé poswiecenia sig pracy naukowo-badawczej, sprzeciwliamy sig te-
Mu jednak jesli idzie o studentéw planujqcych Pracg w zawodzie
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nauczycielskim, Dla tej grupy siuchaczy wainiejsza rzeczgq jest do-
gigbne poznanie szerocko rozumianej matematyki elementarnej, pod-
staw matematyki, informatyki, a wiec 2zagadnied blisko zwigzanych
2z ich przyszlg pracq zawodowa. Pamigtajmy tu, Ze liczba godzin za-
jeé dydaktycznych 1 czas trwania studiéw sg ograniczone i dlatego
rozsaqdny kompromis-miedzy tzw. matematyky wyzszg i elementarng jest
" koniecznodciq. ' : f

MoZna mieé réwniez zastrzezenia do grupy tzw. przedmiotdw hu-.
manizujgcych. W minimalnym stopniu biorg one pod uwage fakt, 3ze
odbiorcami sq przyszli matematycy, jeszcze mniej, 2%e mogg oni zo-
staé nauczycielami. Szczegdlnie niepokoi catkowite zignorowanie
historii matematyki, przedmiotu, ktéry powinien wchodzié naszym
zdaniem w fundamentalne wyksztalcenie kazdego matematyka.

Osobnej analizy krytycznej wymaga grupa przedmiotow nauczyciel-
skich. Aktualnie obowigzujgce siatki godzin pozwalaja na bardzo
powierzchowne przyqbtowanie studentéw do pracy w szkole i to tvlko
podstawowej. Wprawdzie poswigca sig nieco czasu problematyce nau-
czania w szkole Sredniej, ale gleboka dysproporcja miedzy potrzebha~
mi a mozliwoSciami czasowymi 2z géry skazuje te dzialania na niepo-
wodzenie.

- Reasumujgc, stwierdzamy, Ze aktualna organizacja uniwersy-
teckich studiéw matematycznych nie daje mozliwodci  wiasciwego
przygotowania absolwentdédw do pracy w zawodzie nauczyciela matema-
tyki. Uwazamy, Ze jedynym rozwigzaniem problemu jest zorganizowa-
nie niezaleznych uniwersyteckich studiéw matematycznych, od po-
czatku do konca ukierunkowanych na przygotowanie studentéw do pra-
cy w szkole. Szczegdly mogg byé rozwigzane na wiele niezaleinych
sposobéw i wybdr konkretnego rozwigzania musi uwzgledniaé takie
aspekty, jak potrzeby makroregionu, mozliwo$ci kadrowe uczelni, jej
tradycje i doswiadczenia w ksztalceniu nauczycieli, prognoze szan-
sy pozyskania wartodciowych kandydatéﬁ do tego typu studidw.

Przedstawimy teraz ogélne zaloienia proponowanej przez nas kon-
cepcji pigcioletnich studiéw magisterskich przygotowujacych absol-
wentéw do pracy w zawodzie nauczyciela matematyki zardwno szkoly
podstawowej (klasy 4-8), jak i Sredniej. Nie proponujemy studiodw
dwustopniowych. Jestesmy zwolennikami pogladu, Ze uniwersytet po-
winien tak przygotowa¢ absolwentéw, aby byli w  stanie podotaé
wszelkim obowigzkom wychowawczo-dydaktycznym, jakie przed nimi moze
postawi¢ przyszia szkola, ktora =z pewnoScig w okresie ich aktyw-
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noéci zawodowej przejdzie giebokie przecbrazenia. UwazZamy, ze tylko
w czasie studiéw trwajacych 5 lat studencli mogg rozszerzyé swoje
wyksztaicenie ogélnomatematyczne w zakresie matematyki elementar-
nej, jak 1 zapoznaé sig z klasycznymi dziataniami tzw. matematyki
-wyzszei. Dzigki temu przysziy nauczyciel uzyska odpowiednie "hory-
zonty matematyczne", pozwalnjdbe mu lepiej zrozumieé poszczegdlne
zagadnienia obecnych 1 przysziych programéw szkolnych. Nie bez
znaczenia jest teZ przygotowanie do pracy z ugzniem szczegdlnie
uzdolnionym, co wymaga od nauczyciela znacznej erudycii matematycz=-
nej, bieglosci w postugiwaniu sig literatura fachowg, umiejgtnosci
rozwigzywania trudnych zadafi o rdéznorodnej tematyce.

Szczegblna uwage nalezy zwrdcié na informatyke 1 praktyczng
obstuge minikomputerdéw, ktérg to problematyke muszg uwzgledniad:
programy studidéw w mozliwie szerokim zakresie.

Jak juz wczesdniej zaznaczyliémy, projektowane przez nas studia
sq jednostopniowe. Dzigki temu moZemy zaloZyé, Ze pierwsze dwa la-
ta poswieca sig usystematyzowaniu i rozszerzeniu wiedzy ogdlnote-~
matycznej sluchaczy. W okresie tym dominuje matematyka traktowana
"z wyzszego stanowiska". 2 przedmiotéw zawodowych studenci za~
poznajq sige 2z pedagogika, psychologia i ogélnymi zagadnieniami dy-
daktyki matematyki. Od roku IIT, a 'wigc po osiagnigciu pewnej
dojrzalosci matematycznej, intelektualnej i1 2yciowej, rozpoczyna
sig wiasciwy proces przygotowania do zawodu nauczyciela i w miare
zblizania sie do konfca studidéw jest on inténsyfikowany. Na V roku
obcigzenie studentdéw zajeciami obowigzkowymi radykalnie spada, aby
daé¢ im szansqg na prace samodzielny, w tym przede wszystkim na do-
bre przygotowanie prac magisterskich. Metodyka nauczania matematy-
ki podzielona jest na dwa roczne przedmioty (rok III i 1IV) i po-
Swieca sig¢ je odpowiednio problematyce nauczania w szkole podsta-
wowej i Sredniej. Logiczng konsekwencjg tege Jest zarlanowanie
praktyk pedagogicznych po III i IV roku studidw, pierwszej -~ w
szkotach podstawowych, drugiej ~ w ponadpodstawowych. Rok V daie
swobode w wyborze typu szkolnictwa i przewidziany jest na doskona-
lenie wiedzy 1 praktyki pedagogicznej. Proponujemy ponadto trady-
cyjne wykiady monograficzne = zastapié forma bardziej odpowladaijaca
potrzebom, a mianowiecie wykiadami specjalistycznymi. Ich tematyka
moze by¢é dowolna, z zastrzezeniem jednak, Ze ma dotyczyé zagadnien
blisko zwigzanych 2z "matematyka szkolnay 1lub "informatyka szkol-
na". Uwaga ta dotyczy réwniez seminariéw, ktérych podstawowym
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celem ma byé wdroenie studentow do samodzielnej pracy z literaturg
i opanowanie umiejqtnofci referowania (a w szczegélnoSci - posiu-
giwania si¢ poprawnym jezykiem matematycznym). Nie przewidujemy od-
rgbnego przedmiotu specjalnie przeznaczonego rozwigzywaniu zadan
szkolnych. Uwazamy bowiem, Ze opanowanie tej umiejetnofci bedzie
podstawy wszystxich éwiczedA do planowanych przez nas wykiaddéw, a
poza tym nic nie stei na przeszkodzie, aby zagadnienie to staio siq
tematyka jednegc z seminaridw.

Niezmiernie wazing sprawa jest, aby nauczyciele akademiccy pro-
wadzgcy zajgeia dla _Specjalnosci Naucgycielskiej byli  sSwiadomi
faktu, fe ksztalcy prazysziych nauczycieli. Powinni uwzgledniaé ten.
fakt przy decyzji dotyczacej sposobu ujecia danego tematu i doboru
materiaiu éwiczeniowego, co jest szczegblnie istotne w przypadku
tresci wystgpujgcych w programach szkolnych. Wiadomo bowiem, ze
studia wyzsze powinny daé studentom wzorce koenkretnych rozwigzas
dydaktycznych, z dfuqiej jednak strony, nle zawsze mozna to zrea-
lizowaé w ramach wykladdw kursowych. Dlatego tez uwazamy, Ze za-
gadnienia takie musza pojawié sig@ ‘po raz drugi, juz w ujgeciu
szkolnym, przede wszystkim w ramach dydaktyki szczegdlowej i se-
minaridw.

W zakresie przedmiotéw uzupeiniajqcych nie mamy zbyt duze]
swobody dziatania ze wzgladu na obowigzujace dotychczas przepisy.
Proponujemy zwigkszenie wymiaru godzin przewidzianych na filozofig
oraz wprowadzenie historii matematyki jake przedmiotu humanizuja-
cego, UwazZamy to za naturalne uzupeinienie wyksztalcenia zawodowe~
go nauczycliela matematyki.

W celu skonkretyzowania oméwlionego wyzej projektu przedstawimy
obecnie siatkeg godzin w ukiadzie semestralno-tygodniowym (tab. 2).
Szczegbiowa siatka godzin w tradycyjnej "ministerialnej" formie
jest trescia zailgdznika I.

W uzupeipieniu przedstawionej siatki pragniemy zwrdcié uwage
na kilka szczegdidw:

1. Wstep do matematykl jest w naszym projekcie "duzym przedmio-
tem“ o czym Swiadczy podwdiny wymiar godzin w stosunku do rozwig-
zaf tradycyjnych. Liczymy, ze deigki temu bedzie mozliwe . Staranne
wprowadzenie studentéw w najwaihi@jaze_zaqadaienia podstaw matema-
tyki, Problematyke te¢ uwaiamy za ogromnie wazna dla wyksztalcenia
przysziego nauczyciela.
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Tabela 2 (cd.)
1 2 3 h 5 21 9 9 |10 |11
31 | Ekonomia polityczna 2 4 30 30 60 Z
35 | Wychowanie fizyczne 2 2 30 30
11 | 4 Razem: " |12 |18 |30 |180 [270 [4s0 | &
4 | Analiza matematyczna 4 4 8 60 60 120 E
Réwnania roZniczkowe .
zuyczajne 2 2 4 30 30 60 E
16 | Wykiad specjalny I 2 4 30 30 /0
19 | Seminarium I 2 2 30 30
10 | Informatyka 2 2 4 30 30 60
23 | Metodyka nauczania
matematyki I[ 1 3 4 15 45 60
28 | Srodki techniczne ‘
w dydaktyce 1 I 15 15
35 | Wychowanie fizyczne 4 2 2 30 30
111 5 Razem: 11 {18 |29 |165 }|270 |[435 2

14 | Ceometria rézniczkowa | 2 2 4 30 30 60 E
11 | Rachunek prawdopodo-

bienstwa 2 4 30 30 60 E
16 | Wykiad specjalny I 2 4 30 30 60 | E
19 | Seminarium I % 2 30 30
10 | Informatyka 4 4 60 60 Z
23 | Metodyka nauczania
matemytaki T 3 15 45 60 E
29 | Filozofia 2 2 4 30 30 60
35 | Wychowanie fizyczne 2 2 30 30
I11 6 Razem:. 9 |19 |28 [135 |285 |[420 4
12 | Statystyka matema-
tyczna 2 2 4 30 30 60 E
17 | Wyktad specjalny il 2 2 4 30 30 60
20 | Seminarium II 2 2 30 30
23 | Metodyka nauczania
matematyki IT 1 3 4 15 45 60
29 | Filozofia 2 2 4 30 30 60 E
34 | Szkolenie obronne 3 1 4 45 15 60
v 7 Razem: 10 {12 {22 {150 {180 {320 2

7 | Analiza funkcjonalna 2 2 4 30 30 60
17 | Wyklad specjalny II 2 2 4 30 30 60 E
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Tabela 2 (cd.)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
20 Seminarium II 2 2 30 30
13 Fizyka 2 2 4 30 30 60
24 Metodyka nauczania ;
matematyki II 1 3 4 15 45 60 E
34 Szkolenie obronne 3 1 4 45 15 60 Z
Iv 8 Razem: 10 |12 |22 |150 | 180 ]330
15 Arytmetyka teore-
tyczna 2z teorig g
liczb 3 3 6 45 45 90 E
30 Historia matematyki 2 e 30 30
21 Seminarium magister- i
skie 2 2 30 30
25 Praktyka prowadze- i
nia lekeji 2 2 30 30
13 Fizyka 2 2 4 30 30 60 E
18 Pracownia informa-
tyczna 3 3 45 45
\ 9 Razem: 7 112 {19 (105 | 180 |285
30 Historia matematyki 2 2 30 30 E
21 Seminayrium magister-
skie 4 4 60 60
25 Praktyka prowadze-
nia lekcji 2 2 30 30
18 Pracownia informa-
tyczna 3 3 45 45 ‘2
vV |10 Razenm: 2197111 1730 $138° 1 168 ’ ol

*
Wraz z egzaminem magisterskim.

tacznie w czasie catych studiéw: 1 425 godz, wyktadéw
2 235 godz. innych zajeé
Razem: 3 660 godz.
Liczba egzamindw: 26 + magisterski

Praktyki zawodowe: Praktyka nauczania w szkole podstawowej po III roku, ter-
min orientacyjny: 7 IX - 15 X; Praktyka nauczania w szkole Sredniej po IV roku,
termin orientacyjny: 7 IX - 15 X. Czas trwania kazdej praktyki: 5 tygodni.

Uwaga: Oznaczenia zastosowane w tab.: W - wyklady, C - éwiczenia, konwersa-

toria, seminaria, + - razem, F - forma Zakoriczenia przedmiotu i liczba egzami-
néw, E - egzamin, Z - zaliczenie.

/



o

78 Ryszard J. Pawlak 1 lond

2. Analiza matematyczna trwa 2 lata i jest podzielona na dwie
polowy koficzace sig egzaminami. Zdecydowalismy sie na rozpoczecie
jej dopiero od semestru II z dwéch powodéw. Po pierwsze, unikamy
w ten sposdb przeladowania sesji letniej cigikimi, rocznymi egzami-
nami . “Po drugie,-u&aewiumy realizacjq wykiadu dzigki dostarczeniu
na czas edpowlednich narzedzi, przede wszystkim topologii i algebry.
Jest to szczegdlnie istotne' dla bardziej zaawansowanych dzlaidw,
takich jak teoria funkcii wielu zmiennych,

3. Kazda siatka godzin powinna uwzgledniaé wzajemne powigzania
migdzy przedmiotami hgdZ ich grupami. Nasza propozycija nie jest
w tym punkcie wyjgtkiem, o czym s$wiadcza nastepujace uporzadkowa~-
ne czasowo sekwencje:

wstep do matematyki - topologia;

geometria z algebrq -—— algebra; : :

geometria z algebrg - geometria elementarna

: ~——= geometria réiniczkowa;
psychologia + pedagogika —  dydaktyka matematyki ogélna

———+ metodyka nauczania matematyki I — metodyka nauczania

matematyki II -—-+ praktyka prowadzenia lekcji.

4. Jak pokazuja wieloletnie obserwacje, lektoraty jgzykdw
obcych sq dydaktycznie nieskuteczne i absolwenci, poza nielicznymi
wyjatkami, nie opanowuja tych jezykéw w stopniu zadowalajacym.
Prébujac temu przeciwdzialaé proponujemy nauke jezykow obecych meto-
da sekwencyjng: na pierwszym roku jezyk I, na drugim -~ jezyk IIX.
Umozliwia to zblizenie sie do metod nauczania intensywnego, ktére
jest znacznie bardziej efektywne. Poza tym, uwalniamy sig od bigd-
nego zalozenia, ze nasi studenci posiadajg "nadzwyczajne uzdol-
nienia lingwistyczne" konieczne przecie: do skutecznej nauki dwéch
igzykdw obcych jednoczeénie.

5. Jestesmy pfzcciwni'tqczeniu rachunku prawdopodobiefstwa i
statystyki matematycznej w jeden przedmiot. Grozi to bowiem dy-
skryminacja jednego 2z tych przedmiotéw, a faworyzowaniem drugiego,
w zaleZnoscl od tego, jakie s3 zainteresowania naukowe wykiadowcy.
Nie ulega watpliwoici, 2e rachunek prawdopodobienstwa i statysty-
ka musza wchodzié w skm programéw sm.lnyeh i dlatoqq ,..n nk
waine dla wyksztalcenia przyszlego nauczyciela matematyki.

6. Seminaria sa formg zajeé dydaktycznych o duzym znaczeniu dla
studentdéw Specjalnosci Nauczycielakiej} Przewidywalismy je podczas
III i IV roku studiéw, przy czym z oczywistych powoddw podwajamy
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ich wymiar w ostatnim semnestrze. Uwatm, e ich upw m
byé écisle skorelowana 2z tematykqa wykzadéw specjalizacyjnych.
Dla ulatwienia pordwnania aktualnie obowlzzujacego rozwuqanu
z prezentowani powyiej propozycia, prudstawimy obocnie, tab j@
analogiczng do tab. 1. g
Analize ilosciowag pzojekt;u przeprowadsw zummm 1\1& m~
da (w punktach). : .
; " Tabela 3
Liczba godzin przewidzianych na poszczegélne przedmioty ;
(dla specjalnosci nauczycielskiej) wedtug naszych propozycji

Przedmioty Specjalnosé nauczycielska -
Mat, = | 2 040 (55,7%)
Scisle Fiz. ‘ SRR PR ¢ 33)‘ R
Inf. 200 IR L
Razem 2 370 (“Jﬂn s &
; Ped. 90 (2,52)
Nauczyecielskie Psych. ‘ L R )
Het. T vk -.uozx)\_ =
‘ Razem ' __540 (M.uz Wi
Uzupekniajgce fhim. , Ty zao ) Au“ﬁ” »\ \V
Inne. ; 510 §
Razem | N se o 750 ),..,, pig
tacznie ‘ 3 660 - (100%) 5
Liczba egzaminow 26 +mgr L
Praktyki pedagogiczne ‘ 10 tygodnt |

Uwag a: Oznaczenia jak w tab. I, SRV

1. Nasz projekt zwieksza z 2,1 do 5,7% udzial przedmiotéw in-
formatycznych w calych studiach. Mimo zmiany we wiaéciwym kierunku
uwazamy to rozwigzanie za przejdciowe, gdyz Swiadomi jea‘t“démr'ib'- d
niecznosci dalszego zwigkszania roli informatyki w studj.adh um‘
tycznych wszystkich typéw. Jedyna bariery, mslaiﬁeﬂ nas do unla-
ru, jest brak odpowiednich mo#liwosci tadrmch 1 sprzqtowych
wiekszodsci uczelni wyzszych.

2. Proponujemy zwiekszenie wymiaru ptudniotéw uuezycieuklch
z 9,2-10,0% do 14,8%, przy czym ‘“najwiekszy zysk" pt:ydziehn&
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metodyce nauczania matematyki: poprzednio 4,6-5,0%, obecnie - 10,2%
catego limitu godzin. Jest to radykalna poprawa na rzecz przed-
miotu bezposrednio odpowiedzialnego 2za przygotowanie zawodowe. Po-~
siada w tym takZe swdj pozytywny udzial fakt wspomagajacej roli
wykiadéw specjalizacyjnych i seminariéw. :

3. DokonaliSmy-zmian strukturalnych w grupie przedmiotéw uzu-
peiniajacych, zmniejszajac ich udziaz 2z 22,2-24,3% do 20,5% peix-
nego limitu godzin. "Odchudzeniu" poddalismy szkolenie wojskowe,
zgodnie z projektami zarzadzen wladz. Z2redukowalismy takze liczbe
przedmiotéw typu politycznego. 2Zyskata na tym filozofia oraz hi~
storia matematyki, ktéra poprzednio nie wystepowala w ogdle w obo-
wigzujqcej czesci programéw studidw,

‘4, Wymiar praktyk pedagogicznych pozostal bez zmian. Liczymy
jednak na to, Ze dzieki modyfikacjom opisanym w punkcie 2, fa-
ktyczny kontakt studentdéw ze szkoly bedzie istotnie zwiekszony i
co wazne, trwac quiie nie przez 2, ale przez 3 lata studidw (III-
-V rok).

Reasumujgc, proponowane przez nas zmiany strukturalno-lilosciowe
nie majaq charakteru rewolucyjnego. Si one jednak na tyle istotne,
ze caly proces dydaktyczny bedzie, naszym zdaniem, podporzgdkowany
jednemu celowi: dazeniu do wyksztaicenia dobrego, wszechstronnego
nauczyciela matematyki.

Przedstawione powyzej fakty stanowia jedynie ogdélne ramy, kté-
re pozwalajg opracowa¢ odpowiedzi na postawione wczesniej pytania.

Dominujgqca role w przygotowaniu zawodowym przysziych nauczycie-
1li matematyki odgrywa "“wyposazenie" studentéw w odpowiednia wiedze
matematyczng. 2Zakres materiatu, z jakim nalezy zapoznaé siuchaczy
kierunkéw nauczycielskich nie powinien ograniczaé sie tylko do
rozszerzonych hasei programéw szkolnych, ale musi stwarzaé mozli-
wosci szerszego i gigbszego zrozumienia omawianych w szkole pro-
bleméw, rozwinigcia 1 uzupeinienia pewnych zagadnieri, a takze umo-
zliwié¢ dalsze (samodzielne) pogigbianie wiedzy zawodowej przy-
sziych nauczycieli.

Z drugiej jednak strony nie nalezy przecigzaéd programéw stu-
diéw nadmierna liczbg probleméw 2z tzw. matematyki noﬁoczesnej.
Praktyka pokazala bowiem, Z2e w wielu przypadkach posiadanie ‘nawet
bardzo rozleglej wiedzy nie jest rownoznaczne z giebokg znajo-
moscig i wiasciwym rozumieniem‘%odstawowych (szkolnych) zagadnien.
W tej sytuacji, w trakcie ustalania minimum wiedzy matematycznej
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przyszlych nauczycieli, niezmiernie wazne sa kryteria, na podstawie
ktérych poszczegdlne zagadnienia matematyczne mozna uznaé za nie-
zbgdne lub tez niepotrzebne w programach nauczania studidéw nauczy~
cielskich. :

Przedstawiope poniZej kryteria pozwolily dokonaé wste¢pnego
opracowania minimum wiedzy, z jakg nalezy zapoznaé przysziych
nauczycieli matematyki.

(A) Wystgpowanie danego tematu w programach nauczania matema-
tyki w szkole podstawowej lub Sredniej. :

Zgodnie z wczedniejszymi uwagami, kryterium tego nie nalezy ro-
zumieé jako cheeci przeniesienia do szkoly wyiszej wszystkich tema-
téw wystepujgcych w szkole podstawowej lub Sredniej. Moéwigc naj-
ogolniej, kryterium to orzeka, ze w zakres minimum wiedzy, z ktd~
rq nalezy zapozna¢ nauczyciela, muszy wejsSé¢ te wszystkie zagadnie-
nia, ktérych bedzie on uczyl w szkole, przy czym poszczegdlne te-
maty powinny byé na tyle rozbudowane, aby przysziy nauczyciel po-
znal poprawne i precyzyjne ujecie odpowiadajacych im probleméw.

{B) Wystgpowanie danego tematu w programie zajeé fakultatyw-
nych badz mozliwoS¢ omawiania danego zagadnienia w ramach szkolnych
koélek zainteresowan,

Nauczyciel musi byé przygotowany do pracy z uczniami Rtéry@h za-
interesowania wykraczaja poza obowigzujgcy program. Musi zatem
posiada¢ umiejetnosc rozwigzywania trudniejﬁzych zadan, ale nade
wszystko odpowiednia wiedzeg, pdzwalajch na opracowanie (pod
wzgledem merytorycznym i dydaktycznym) tych tematéw interesujgeych
ucznidw, ktore nie mieszczg sig w klasycznym programie szkolnym.

(C) Oméwienie danego tematu jest niezbedne dla dobrego zro-
zumienia zagadnien przerabianych w szkole (w tym réwnieZ w ramach
kéiek zainteresowaii) lub teZ stwarza mozliwcsé innego ujecia (opra-
cowania) poszczegélnych partii materiaiu.

Przez "dobre zrozumienie zagadnien przerabianych w szkole" na-
lezy rdéwniei rozumieé umiejetno$é rozpatrywania pewnych probleméw z
punktu widzenia matematyki wyzszej. Pozwoll to nauczycielowi pra-
widiowo ocenié waznosdé poszczegdlnych zagadnien oraz orientowad
sig jakie uproszczenia w matematyce s3 dopuszczalne (np. mozna mo-
wié, Ze zbiory liczb wymiernych i niewymiernych maia nieskoficzenie
wiele elementdw, ale bledem bvioby stwierdzenie, #Ze liczba elemen-
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téw jednego zbioru jest taka sama jak drugiego). Mozliwoéé innego
(réznego od klasycznego) ujecia poszczegdlnych zagadnien jest na-
tomiast niezmierne waznym elementem Xultury matematycznej, istot-
nym dla peinego zrozumienia danych tresci matematycznych.
(D) zapoznanie studentéw z danym tematem Jjest niezbedne ze
" wzgledu na_:péjncié programu nauczania w szkole wyzszej.

Kryterium to obejmuje réwniez partie materiaiu stanowigce wpro-
wadzenie do teorii mieszczacych sig w zakresie minimum wiedzy mate-
matycznej, z ktéra nalezy zapoznaé przysziych nauczycieli, zakwali-
fikowane minimum do tego na podstawie innych kryteridw.

(E) Oméwienie danego tematu wigze sig z mozliwoScia umieszcze-
nia w przysziych programach szkolnych.

Jak juz wczedniej zaznaczylismy, obecni studenci beda czynnymi
nauczycielami jeszcze w pierwszym éwieréwieczu XXI w. Dotychcza~
sowe zmiany programéw szkolnych sugeruja, ze przy opracowywaniu mi~
nimum wiedzy przekazywanej przysziym nauczycielom nalezy uwzgle-
dniaé réwniez zmiany, ktére dopiero moga nastgpic.

Wyzej przedstawione kryteria dotycza w zasadzie ustalania mi-
nimum wiedzy, z ktérg nalezy zapoznaé nauczycieli matematyki. Od-
ré2nié od tego trzeba minimum wiedzy, jaka powinien posiada¢ absol-
went wyzszej uczelni - specjalista w zakresie nauczania matematy-
ki. Trzeba bowiem pozostawié jaki§ margines mozliwosci zapomnienia,
albo réwnoczeénie istnieje pewna granica wiedzy, ktorej osiggnig-
cie powinno byé warunkiem koniecznym uzyskania wuprawnien do pracy
w charakterze nauczyciela. Istniejq zagadnienia, w ktorych nauczy-
ciel musi posiada¢ jedynie ogdlng orientacje i szczegoiowa wiedza
na ten temat nie jest mu niezbedna. Aby jednak uzyskaé taki efekt
konieczne jest oméwienie tych tematédw w ramach zajeé na uczelni.
Pozwoli to studentom zrozumieé¢ w ogdélnym zarysie, jaka problematy-
ka wigze sié z danym zagadnieniem, zapoznaé¢ sie 2 literaturg
przedmiotu oraz zapamigtaé podstawowe modele w ktérych dana teoria
jest realizowana. W dzialaniach zwigzanych z opracowaniem tematu
V.4. RPBP III.30 zapoznalismy sig¢ m. in. 2z rdéznymi prébami usta-
lenia "minimum wiedzy, jaka powinien posiadac- absolweﬁt wyzsze]
uczelni", Minimum to ‘“realizowalo sig¢" np. w postaci wyﬁaqaﬁ
stawianych studentom przystepujgcym do egzaminu magisterskiego. 2
naszych obserwacji wynika jednak, Ze ustalenie tego jest niezmier-
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nie trudne i wymaga wielu dodatkowych badarn. Problematyka ta wigze
sie z tematykqa nowego projektu Centralnego Programu Badarf Pod-
stawowych na lata 1991-2000 1 moZe byé uwzgledniona w ramach tego
Programu. v y

Opracowujac temat Minimum wiedzy wmatematycznej nauczycieli nie da-
zyliémy do sprecyzowania bardzo szczegélowych programéw poszcze-
gélnych przedmiotédw. Wykraczaloby to poza mozliwosci dosé nie-
licznego zespoiu. Chcielidmy jedynie wymienié tematy, z ktérymi,
naszym zdaniem studenci powinni sig bezwzglednie =zapoznaé.  Stad
tez w niniejszym opracowaniu nie ma danych charakterystycznych dla
typowych programéw studiéw, a niektére hasta moggq wchodzié w zakres
réinych przedmiotdw. Staralismy sie jednak zachowaé ogdélng spéj-
noé¢ problematyki. Nie bylo takZe naszym celem rozplanowanie w
czasie poszczegdlnych zagadnien. Niemniej nalezy podkreslié, ize
przedstawione wyniki moga sta¢ sie podstawa do dalszej budowy
programéw studiow, uwzgledniajgcych specyfike konkretnych uczelni.

Zbudowanie ww. kryteriow oczywiscie nie rozwiqzailo w peini
problemu ustalenia minimum wiedzy, z ktdérg nalezy zapoznaé studen~
tow. Stanowily one co prawda, w wielu przypadkach, ostateczny ar-
gument za przyjqciem lub odrzuceniem danego tematu, ale rzetelnosé
badawcza nakazywala stworzyé do tego daleko ézersze podstawy.
WSrod owych podstaw szczegdlng rolg odgrywaly opinie nauczycieli
szko® podstawowych 1 sSrednich, dotyczgce przydatnosci poszczedﬁl-
nych tematéw w praktyce szkolnej. Prowadzone na ten temat badania
miaty réznorodng forme: ankiety przeprowadzonej wsrod hauczycieli
roznych wojewédztw, bezposrednich rozméw z nauczycielami, badania
opinii specjalistéow 2z wyzszych uczelni i Centrum Doskonalenia Nau-
czycieli. Byly réwniez brane pod uwagg wnioski wypiywajgce z lek-
¢ji obserwowanych w szkotach, Mimo duzego znaczenia opinii nau-
czycieli, nie zrezygnowaliSmy =z poszukiwania innych jeszcze ele-
mentéw mogacych wchodzié w zakres podstaw, na podstawie ktérych
mozna okresli¢ minimum wiedzy, z jaka nalezy zapoznaé studentdw.
Dzialania nasze objely szeroki wachlarz prac, a ostateczny wynik
jest syntezq wszystkich jednostkowych rezultatdw. Poddalismy gie-
bokiej analizie dotychczas obowigzujace programy nauczania w szko-
lach wyiszych. Dazyliémy bowiem do tego, aby zrozumied intencje
©s6b budujgcych te programy i ustalié przyczyny, ktérymi kierowali
Sie przy przyjmowaniu konkretnych rozwiazafh. Staralismy sig¢ réwnies
ustalié jaki by zakres programéw szkolnych w niedalekiej przeszio-
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$ci oraz w chwili obecnej. Zastanawialismy sie takze nad tym, ja-
kie elementy moga byé w ten program wigczone w przyszlofci. W roz-
wazaniach tych nie ograniczylismy sig tylko do badania polskich
rozwigzafi. W omawianych pracach brali udzial specjalisci z wielu
dziedzin matematyki. Liczne dyskusje oraz sugestie rozwiazan,
choé nie zawsze ujete w formie pisemnego opracowania, mialy zna-
czacy wpiyw na ustalenie ostatecznej wersji odpowiedzi na posta-
wione na wstepie pytania. '

Nie wydalo sig celowe przedstawianie w tym miejscu wszystkich
szczegblowych wynikéw czastkowych, chociaz niektére z nich byly in-
teresujgce 1 zasiugiwaly na uwage. Ich zasygnalizowanie wydiuzy-
loby jednak znacznie niniejsze opracowanie, a nawet mogioby za-
ciemnié obraz ostatecznego (giéwnego) rezultatu.

Przystgpujac do prezentacji naszych ustalef dotyczacych tematu
Minimum wiedzy matematycznej nauczyciela matematyki, dokonamy najpierw ogél-
nego podziaiu oméwionych nizej przedmiotdw nauczania na grupy:

I. Analiza matematyczna.
II. Algebra.
III. Geometria.
IV. Rachunek prawdopodobiernstwa i elementy statystyki,
V. Arytmetyka teoretyczna.
VI. Logika i teoria mnogosci.
VII. Funkcje analitygzne.
VIII. Topologia.
IX. Réwnania rdézniczkowe.
X. Analiza funkcjonalna.
XI. Metody numeryczne.
XII. Elementy informatyki.
XIII. Dydaktyka matematyki.

W ramach kazdégo z tych przedmiotdéw przedstawimy obecnie mini-
mum wiedzy, 2 ktéraq naszym zdaniem nalezy zapoznaé przyszlych nau-
czycieli matematyki.

I. Analiza matematyczna.

Analiza matematyczna jest i musi by¢ Jjednym 2 pods;awowych
przedmiotdw kazdych studiéw matematycznych. Jest niezbedna dla za-
poznania studentéw 2z wieloma innymi przedmiotami matematycznymi i
fizyka, ma liczne wazne 1 ciekawe zastosowania, a takie wysokie
walory dydaktyczne, wynikajgce 2z wykorzystania rozleglego i rdino~
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rodnego aparatu pojgciowego. Ustalajac minimum wiedzy nauczyciela
z tego przedmiotu Kkierowalismy sie przyjetymi wczesniej kryteria-
mi doboru tematéw. Dokonujac selekcji poszczegdélnych zagadnien sta-
ralismy sig wybraé najbardziej podstawowe i reprezentatywne defi-
nicje oraz twierdzenia w ich .typowym, klasycznym ujeciu.  Uwazamy,
te warto zrezygnowaé z nadmiaru abstrakcji i ogélnoSci na rzecz
polozenia wigkszego nacisku na strong éwiczeniows, gdyz takie po-
dejécie jest najbliisze potrzebom zawodowym przysziych nauczycieli
matematyki.

A. Projekt programu

1. Liczby rzeczywiste.

Zbiory ograniczone, kresy. Warto$é bezwzgledna i jej wlasnodci.

2. Ciagi liczb rzeczywistych.

Pojecie granicy wilasciwej 1 niewladciwej oraz punktu skupie-
nia, ciagi nie posiadajjce granicy. Warunek Cauchy'ego, dziatania
algebraiczne na granicach, twierdzenie o trzech ciggach, ciagi mo-
notoniczne a zbiezno$é, liczba e, twierdzenie Bolzano-Welerstrassa,
ciagi rekurencyjne, ciag arytmetyczny i geometryczny. ‘

3. Szeregi liczb rzeczywistych. .

Pojecie zbieznodci, jej warunki konieczne i dostateczna. Kry=-
teria zbieznosci: d'Alemberta, Cauchy'ego, pordéwnawcze, Leibniza.
zZbieznoéé bezwzgledna i warunkowa, problem zmiany porzadku sumowa-
nia. Iloczyn Cauchy'ego szeregéw. Podstawowe przyktady szeregdw
zbieznych: szereg geometryczny, harmoniczny, anharmoniczny, utamki
okresowe.

4. Elementarne wiasnosci funkcji rzeczywlstej zmiennej rzeczy-
wistei.

Dziedzina, przeciwdziedzina, zbior wartosci, wykres funkcji.
Funkcje parzyste, nieparzyste, okresowe. Monotoniczno&é, rdznowar-
tosciowosé, funkcja odwrotna i zlozZona, wykresy funkcji x + £(x + a),

x » f(x) +a, x -~ f'l(x) etc. Ekstrema lokalne i globalne. Przy-
kiady funkcji: wielomiany, funkcje wymierne, trygonometryczne, cy-
klometryczne, logarytmiczne, wykladnicze, funkcje nieelementarne:
signum, calosé i Dirichleta. !

5. Granica i cigglosé funkcji rzeczywistej zmienne: rzeczywi-
stej.

Definicja Heinego i Cauchy'ego, granicé jednostronne, warunek
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Cauchy'ego. Dziatania ' algebraiczne na granicach. Granice

Lim S8.X 350 (1 + 2)2* 4§ jone 2z niml zwigzane. Ciaglosé w
x+0 X x+0

punkcie i na zbiorze, ciggiosé jpdnost‘3n¢. Funkcja ciggia na prze-
dziatach: twierdzenie Bolzano-Cauchy'ego o wartosciach posrednich
i miejscach zerowych, twierdzenie Weierstrassa o ograniczonosci i
osigganiu kresdéw. Cigglosé jednostajna, twierdzenie Cantora . o
funkcji ciggiej na przedziale domknietym. 2iozenie i odwrotnosé
funkcji ciagiych. Ciaggloséé podstawowych funkcji elementarnych,
Funkcije cyklometryczﬁe. Informacia o funkcjach hiperbolicznych i
ich odwrotnosciach.

6. Rachunek rézniczkowy funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczy-
wistej.

Pochodna w punkcie, jej sens geometryczny i fizyczny, pochodne
jednostronne. PocHodna jako funkcja. Reguly rézniczkowania, po-
chodna superpozycji i funkcji odwrotnej. Pochodne podstawowych
funkcji elementarnych. Rézniczkowalnosé a cigglos¢ i jednostajna
ciggiosé, przykiady funkcji nieréiniczkowalnych. Rézniczka i jej
zastosowanie do obliczeA przyblizZonych i szacowanie bleddw. Twier-
dzenie Rolle'a oraz Lagrange'a. Pochodne i rézniczki wyZszego
rzedu, sens geometryczny i fizyczny drugiej pochodnej. Wzory:
Taylora, Maclaurina =z resztami w postaci Lagrange'a, Peano, Cau-
chy'ego, ich zastosowania do obliczei przyblizZonych i aproksymacja.
Reguly de 1'Hospitala. Przedzialy monotonicznosci, warunki ko-
nieczne i dostateczne na ekstrema lokalne w punktach nieréznicz-
kowalnos$ci. WklesXosé oraz wypukio$é, punkty przegiecia. Asympto-
“v, badanie przebiegu zmiennosci funkcji. 2Zastosowanie pochodnych
do zadah tekstowych, geometrycznych i fizycznych.

7. Ciggi i szeregi funkcyjne.

ZbieZnosé punktowa i jednostajna, warunki Cauchy'ego zbieZnoici
jednostajnej‘ciqgéw i szeregow, kryterium pordwnawcze Weierstrassa
Przejscie do qrahicy pod znakiem sumy, ciggXosé granicy (sumy).
Informacja o twierdzeniu aproksymacyjnym Weierstrassa. Szereg pote-
gowy, promief zbieznosci 1 przedziat zbieZnosci, wzory Cauchy'ego-
~Hadamarxda oraz d'Alemberta na promien zbieznosci. Rézniézkowa-
nie szeregéw potegowych, informacja o twierdzeniu Abela. Szeregi
Taylora i Maclaurina, przyklady rozwinieé dla typowych funkciji ele-
mentarnych.
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8. Rachunek caikowy funkcji rzeczywistych zﬁi&ﬁﬁdi tg’q;ywtgtpi

Catka nieoznaczona jako funkcja pierwotna, ~calkowanie przez
czgéci i podstawienie, reguly calkowania. Technika caikowania pod-
stawowych funkcji elementarnych. Sumy gérne i dolne Darboux, caika
Riemanna, catkowalnos$é funkcji cijgtej 1lub ograniczonej o skoificzo-
nej licibie punktédw niecigglo$ci na przedziale domknietym. Wiasno-
$ci calki Riemanna: dzialania algebraiczne, twierdzenia o wartosci
Sredniej, podstawowe twierdzenie rachunku calkowego. Caika jako
funkcja gdérnej granicy calkowania. Caikowanie granic ciggéw i sum
szeregéw funkcyjnych. 2astosowania calek oznaczonych: pole figury
piaskiej, dlugosé krzywej, objetosé bryly obrotowej i jej pole po-
wierzchni, zastosowania w fizyce. PrzybliZone metody calkowania.
Calki niewlaSciwe, kryterium caikowe zbieZnosSci szeregdw.

9., Funkcje rzeczywiste wielu zmiennych rzeczywistych.

Granica funkcji, cigglosé., Dzilatania algebraiczne na funkejach
majgcych granice i na funkcjach ciggiych. Ciqgiosé = jednostajna.
Pochodne czastkowe, pochodna kierunkowa. Rézniczka  zupeina, jej
sens geometryczny, zastosowanie do przybliZonych obliczen i teorii
bledéw. Twierdzenie o wartos$ci Sredniej. Pochodne i rézniczki wyz-
szych rzedéw, twierdzenie Schwarza o pochodnych mieszanych. Wzo-
ry: Taylora, Maclaurina. Ekstrema lokalne: warunki konieczne i do-
stateczne, ekstrema globalne.

10. Odwzorowania z R™ do R™. \

Pochodne czastkowe, macierz Jacobiego, jhkobiany. RéZniczkawal=-
nosé funkcji ziozonej, funkcje klasy ck. Funkcje uwikiane (jed-~
nej lub dwéch zmiennych): twierdzenia o istnieniu, réiniczkowalnosé
ekstrema lokalne. Ekstrema warunkowe: metoda czynnikéw nieoznaczo-
nych Lagrange'a.

11. Teoria miary.

Cia¥a i o-ciala zbioréw., Miara jako o~addytywna funkcja zbio-
ru, jej wktasnosci. Miara zewngtrzna i twierdzenie Caratheodory'ego.
Konstrukcja miary Lebesgue'a w R™: przedzialy i ich objqtosé,
miara zewngtrzna Lebesgue'a, miara Lebesgue'a. Zbiory borelowskie,
przykiad zbioru niemierzalnego. Funkcje mierzalne i dzialania na
nich. Informacja o 2zbieZnosci wedtug miary 1 prawie = wszedzie.
Twierdzenie Riesza.

12, Caika Lebesgue'a. ‘

Caika funkcji prostej nieujemnej i jej wiasnoSci. Catka funk-
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cji mierzalnej nieujemnej i catka dowolnej funkcji mierzalnej, ich
wiasnosci. Przechodzenie do granicy pod znakiem caiki: lemat Fa-
tou, twierdzenie o zbieznosci monotonicznej, twierdzenie Lebesgue'a
o zbieznosci zmajoryzowanej. Calkowanie szeregu wyraz po wyrazie,
catka jako funkcja zbioru. TFunkcje rzeczywiste calkowalne wzgledem
‘miary Lebesgue'a w .Rns catkowalno§é¢ w sensie Riemanna, catkowal~
no$éé w sensie Lebesgue'a,~ zasada Cavalieriego, twierdzenia Tonel-~
lego i Fubiniego o calkach iterowanych, twierdzenie o zamianie
zmiennych. Zastosowanie teorii do obliczania objetosci bryi, pola
powierzchni plata w przestrzeni itp.

13. ELuki i krzywe regularne. Caika krzywoliniowa I i II rodza~-
ju, jej zwigzek 2z catkaq oznaczong. Niezaleznosé od drogi calkowa=-
nia, twierdzenie Greena, zastosowanie do obliczania pél. Krétka
informacja o catkach powierzchniowych, twierdzeniu Gaussa-Ostro-
gradskiego i wzorze Stokesa. 2Zastosowanie calek krzywoliniowych
i powierzchniowych'w fizyce.

B. Uwagi szczegdiowe

Ponizszy komentarz dotyczy celowos$ci umieszczenia poszczegdl-
nych hasel programowych w przypadkach budzgcych ewentualne watpli-~
wosci oraz informacji uzupelniajacych na temat zakresu i sposobu
ich realizaciji.

1. Pojecie kresu dolnego 1 gérnego zbioru jest nieustannie
uzywanym narzedziem analizy. Szczegdlng uwage nale2y 2zwrocié na
rozréznianie kresu gérnego (dolnego) i elementu najwig¢kszego (naj-
mniejszego). W ramach hasita "warto$§é bezwzgledna" nalezy daqzyé do
opanowania umiejetnosci rozwigzywania réwnan i nierdéwnosci modulo-
wych oraz ich uktaddéw. Znaczng uwage trzeba rowniez podwiecié
technice szacowania.

2. Nalezy opanowaé umiejetnoéé obliczania granic ciagéw liczbo-~
wych podanych w sposéb jawny i rekurencyijny, jak roéwniez nauczyé
sig ustalania, na podstawie definicji, =zbieZno$ci takich ciagdw.

3. Niezbédne jest wyrobienie prawidiowego rozumienia pojecia
szerequ zbieZnego i rozbieznego. Na szczegélng uwage zasiuguia
szeregi geometryczne oraz rozwiniecia liczb rzeczywistych. W nie-
skoficzone ulamki- dziesigtne (rowniez w innych systemach pozycyj-
nych).

4, Tematyka tego paragrafu powinna byé zrealizowana z duzg
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staranno§cia, z uwzglednieniem rézinorodnych przykiadéw. Metody ele-
mentarne badania wtasno$ci funkciji s3q bowiem nie mniej waZne nii
np., Srodki rachunku rézniczkowego, a w wielu przypadkach s3 jedy-
nym narzedziem zastosowania.

0 Obok'tradycyjnych zadah 2zwigzanych 2z obliczaniem granic
funkcji nalezy opanowaé umiejetnosé posiugiwania sig obydwiema de-
finicjami granicy w prostych sytuacjach rachunkowych i teoretycz-
nych. Pojecie ciaglosci wymaga ilustracji réznorodnymi przyktadami
funkcji - ciagiych i nieciagiych. Proponujemy takZe oméwienie
przyblizonych metod obliczania pierwiastkéw funkcji rzeczywistych
cigglych na przedziale domknigtym.

6. Tematyka tego paragrafu wyczerpuje wszystkie podstawowe za-
gadnienia zwigzane 2z pojeciem pochodnej funkcji rzeczywistej jed-
nej zmiennej rzeczywistej. Naledy jq szeroko zilustrowaé rézno-
rodnymi zadaniami, w ktérych obok funkcji elementarnych powinny
wystapié takze funkcje nieelementarne, np. zdefiniowane “"kawalkami"
na podprzedzialach dziedziny.

7. Ciagi i szeregi funkcyjne s naturalnym uogdélnieniem ciagéw
i szeregéw liczbowych. Stanowia one wazne narzedzie w teorii funk-
cji rzeczywistych i zespolonych, w réwnaniach rézniczkowych teorii
aproksymacji, topologii, analizie funkcjonalnej, teorii miary itd.
Szezegolnie wazne sj szeregi potegowe bedace uogdélnieniem wielo-
mianéw lub szeregdw geometrycznych, a ich zastosowanie pozwala roz-
szerzyé definicje np. funkcji wykladniczej oraz funkcji trygono-
metrycznych na dziedzine zespolony. Szeregi Taylora i Maclaurina
pozwalajq w efektywny sposdb otrzymaé rozwinigcia réznych funkecji
w szeregi potegowe, a ponadto uzyskujemy cenne wzory pozwalajgce
obliczaé przyblizenia liczb n i e.

8. W ramach techniki calkowania nalezy opanowaé¢ umiejgtnosé
obliczania funkcji pierwotnych metodg catkowania przez czesci i
przez podstawienie. Mozliwo$é wykorzystania komputerdw powinna byé
zachetg do oméwienia przybliZonych metod caikowania.

9, Pojawiajace sig tu definicje i twierdzenia stanowig uogdl-
nienia analogicznych faktéw z teorii funkcji jednej zmiennej, ale
nie s3 to na ogét uogdlnienia banalne, a droga prowadzgca do nich
jest znacznie trudniejsza, wymaga istotnego zaangazowania  Srodkdw
topologii i algebry, co ma ogromne walory dydaktyczne. Pojawiajg
sie réwniez liczne réznice, w zwiqzku 2z czym nowe zjawiska trzeba



90 Ryszard J. Pawlak i inni

ilustrowaé przykiadami (pojecie granicy, istnienie pochodnej kie-
runkowej a réiniczkowalnoéé, twierdzenie o wartoéci = Sredniej,
ekstrema lokalne itd). W zadaniach rachunkowych proponujemy poio~-
2yé szczegdlny nacisk na funkcje dwéch 1 trzech zmiennych, z uwa-
gi na ich wzgledng prostotg | waznosé tych przypadkéw.

10. Problematyka ta jest naturalng kontynuacjg tematow czesci 9
i stanowi ich ukoronowanie. Ze wzgledu na stopiefi jej trudnoéci,
proponujemy ograniczenie sig do niezbednego minimum, do ktdrego
oprécz podstawowego aparatu poigciowego zaliczamy funkcje uwikiane
i ekstrema warunkowe. Uwazamy za wystarczajace ograniczenie sig do
przykiadéw funkcji dwéch 1 trzech zmiennych. Poglad ten w zasa-
dzie zgodny jest ze zdaniem wyrazZonym przez ankietowanych nauczy-
cieli, ktérzy w znacznej wigkszo$ci opowiedzieli sie 2za informa-
cyjnym charakterem tej czesci materiaiu.

11. 12. Znajomosé. teorii miary i caitki jest niezbednym elemen-
tem wyksztaicenia kkzdego matematyka. Teoria ta jest niezbednym
narzedziem np. w nowoczesnej probabilistyce, analizie funkcjonainej,
teorii optymalizacji itd., Jej realizacja wzbogaca zrozumienie po-
jecia zbioru, dziatan na zbiorach, zagadnienia ich mierzenia. 2e
wzgledu na powazZne wady, miara Peano-Jordana jest maic przydatna
do wspomnianych zastosowann i dlatego tez opoﬁiadnmy sie za tym,
by w ramach analizy matematycznrej zapoznaé¢ studentéw z teorig miary
i ca?ki Lebesgue'a. Uwazamy, Ze takie ujgcie materialu mozZe pomdc
przysziemu pauczycielowi matematyki lepiej 1 dokiadniej zrozumieé
pojecie miary Peano-Jordana, ktéra wystepuje w programach szkolnych
i dlatego bez wagtpienia powinna by¢é studentom przedstawiona. Pro-
ponujemy jednak oméwié jg w ramach innego przedmiotu, np. jako
jedno 2z zagadnier dydaktyki szczagdlowej.

13, Problematyka tego paragrafu jest jednym z najtrudniejszych
dzialéw analizy, jej realizacija wymaga zastosowania rozbudowanego
aparatu pojeciowego, ktérego wprowadzenie jest bardzo czasochlonne.
W tej sytuacji uwazamy, Ze nalezy polozyé gidwny nacisk na rela-
tywnie prostsze calki krzywoliniowe, przy jednoczesnym potraktowa-
niu w sposéb informacyjny caiek powierzchniowych. Dodatkowym argu=-
mentem za takim podejsciem jest fakt, Ze tylko caiki krzywolinio-
we s niezbgdne dla spéjnosci studidéw matematycznych (teofia funk-
cji zmiennej zespolonej).
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II. Algebra.

Algebra wraz z algebrg liniowg stanowi jeden 2z q!éwnych przed-
miotéw nauczania, realizowanych w ramach studidw matematycznych.
Rola tego przedmiotu nie ogranicza sig¢ przy tym tylko do przekaza~
nia pewnego pensum wiadomosci, lecz poprzez swoje bliskie zwiazki z
geometria stwarza doskonalg mozliwo$é Iaczenia intuicii oraz rozu-
mowafi dedukcyjnych, podkreslenia znaczenla i powijzan obu tych ele-
mentéw wyksztalcenia matematycznego.

Ponizej przedstawimy ukad hase, ktérych realizacja niezbedna
jest do dobrego przygotowania zawodowego przysziych nauczycieli.

A. Projekt programu

1. Dzia%tania. :

Dziatania jako funkcje jednej, dwéch lub wielu zmiennych, Dziala-
nia wewnetrzne i zewngtrzne. Dzialania na liczbach, zbiorach, zda-
niach, funkcjach, odcinkach, katach, wektorach, przeksztaiceniach.
Wiasnosci dziatan: lgcznodé, przemiennos$é, istnienie elementu neu-
tralnego, istnienie elementu odwrotnege wzglednie . przeciwnego do
danego. Dzialania odwrotne do danego. Rozdzielnosd¢ jednego dzia-
tania wzgigdem drugiego. Dziatania w matematyce elementarnej.

2. Struktury algebraiczne.

Pélgrupy, grupy, grupy abelowe. Pierscienie. Ciala. Przestrzenie
liniowe. Algebry. Przestrzenie afiniczne.

3. Przestrzenie liniowe i przestrzenie afiniczne nad r".
Liniowa zalezno§é 1 liniowa niezaleznosé wektordw. Podprzestrzenie
liniowe i afiniczne. Baza i wymiar przestrzeni liniowej. Uklad ba-
zowy przestrzeni afinicznej. Izomorfizmy przestrzeni liniowych 1§
afinicznych. Uklad wspéirzednych przestrzeni liniowej i przestrze-
ni afinicznej.

4, Macierze i wyznaczniki, ukady rownan llniowych.

Macierze, dzialania na macierzach, algebra macierzy. Wyzpacezniki i
ich wiasnosSci. Twierdzenie Laplace'a. Twierdzenie Cauchy'ego o
wyznaczniku iloczynu macierzy. Macierz odwrotna. Rzgd macierzy.
Uklady réwnan liniowych. Wzory Cramera. Twierdzenie Kroneckera~Ca-
pelliego. Rozwigzywanie uktaddéw réwnan liniowych metodg wyznaczni-
kéw i metody eliminacji. Ukiady liniowe jednorodne. Informacie o
programowaniu liniowym.

5. Przeksztalcenia liniowe i afiniczne.
2wigzki miedzy tymi przeksztaiceniami. ©Obraz i jgdro przeksztal-



92 Ryszard J. Pawlak i inni

cenia liniowego. Przestrzen przeksztaicer liniowych. Algebra endo-
morfizméw liniowych. Macierze przeksztalcen. Funkcjonaly liniowe.
Przestrzef sprzeiona danej przestrzeni liniowej. 2Zmiana bazy prze-
strzeni liniowej i macierz przejsécia. Wyznacznik endomorfizmu 1i-
niowego. Orientacja przestrzeni liniowej nad ciatem R. Podprze-
strzenie niezmiennicze. Wektory i wartosSci wiasne. Przeksztalcenia
wieloliniowe.

6. Funkcjonaiy i formy.
Funkcjonaly i formy liniowe oraz dwuliniowe. Funkcjonaly kwadrato-
we i formy kwadratowe. Funkcjonaty kwadratowe i formy kwadratowe w
przestrzeniach rzeczywistych.

7. Przestrzenie euklidesowe.
Iloczyn skalarny, okreélenie przestrzeni euklidesowej. Norma i me-
tryka w przestrzeni euklidesowej. Ukiad ortonormalny, baza orto-
normalna. Izomorfizmy i endomorfizm w przestrzeniach euklidesowych.
Iloczyn wektorowy (w R3).

8. Teoria grup.
Grupy permutacji, grupy przeksztalcen. Pélgrupy. Homomorfizmy i
izomorfizmy grup. Podgrupy normalne. Obraz i jgdro  homomorfizmu.
Grupy ilorazowe. Grupy cykliczne,

9. Pierscienie.
Podpierscienie. Homomorfizmy i izomorfizmy pierscieni. Ideal pier-
Scienia. Informacje o rdéznych rodzajach pierécieni.

10. Ciaza.
Podciata. Ciata skornczone. Podciala proste. Charakterystyka ciala.
Tzomorfizm cial. Rozszerzenie skonczone ciala. Rozszerzenia'alqe~
braiczne i przestepne. Doljczenie elementu do ciata. Cialo elemen-
téw algebraicznych. Ciala liczbowe. Doljczenie do ciala pier-
wiastka wielomianu. Ciato rozkiadu wielomianu. Domknigcie alge-
braiczne ciaia. Cialo algebraiczne domknigte.

11. Rozwiazalnos¢ roéwnafi.
Informacje o rozw;qzalnoéci réwnan przez pierwiastniki.

B. Uwagi szczegdiowe

1. Z. Krygowska w swoim Zzarysie dydaktyki matematyki tak okresla
ogélny cel nauczania matematyki: "Matematyka rozwija sie coraz
bardziej w kierunku ogdlnej nauki o strukturach. [...] Znajomosé i
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opanowanie tych struktur, posiugiwanie sig¢ nimi w ujmowaniu rze-
czywistosci, to prawdziwe cele nauczania matematyki" [1].

Struktury matematyczne sj Scifle zwigzane z pojgciem dziaXania.
Juz w klasie I szkoly podstawowej wprowadza sie dzialania na licz-
bach naturalnych, a w.klasie II - na zbiorach. W klasie IV szkoily
podstawowej méwi sie o dodawaniu i mnozeniu liczb wymiernych ‘nie-
ujemnych oraz zapoznaje sig ucznidéw 2z dziataniami w peinym zbio~
rze liczb catkowitych. W klasie V wystgpuja w formie informacyjnej
nowe dziaXania, takie jak potegowanie i pierwiastkowanie. Peil~
niejsze informacje w tym zakresie pojawiajg sie w dalszych kla-
sach szkoly podstawowej. W klasie VI méwi sie o dodawaniu wektoréw
i ich mnozeniu przez liczby, a wiec mamy tu do czynienia 2z dzia-
taniem zewngtrznym. W tej samej klasie przy sposobnosci rozwigzy-
wania réwnain 1 nierdwno$ci stosujemy dodawanie prostych wyrazen
algebraicznych oraz mnoZenie takich wyraZen przez liczby. W klasie
VIII wykonuje sie dziatania w zbiorze wyrazen wymiernych. W liceum
wystepujg dzialania na przeksztalceniach (klasa I i II), na wielo-
mianach i ciggach (klasa II) oraz ogdélnie na funkcjach (klasa III).
W klasie III wprowadza sie nowe dzialanie: logarytmowanie.

2. Praktycznie najprostsze struktury matematyczne, takie jak
poélgrupa, wystepujg juz w klasie I szkoly podstawowej. W klasie IV
mamy do czynienia 2z grupg multyplikatywng liczb wymiernych dodat-
nich, a takze 2z pierscieniem liczb catkowitych. W klasie VI wpro-
wadza sig, chociaz w formie niepeinej, przestrzei liniowg. Mimo e
juz w klasie VI podaje sie przyklady liczb niewymiernych, to cia~-
1o liczb rzeczywistych, w ujeciu praktycznym, zjawia sie dopiero w
klasie I szkéi ponadpodstawowych. W profilu matematyczno-£izycznym
uczniowie zapoznaja sig takze 2z cialem liczb zespolonych (kla-
sa III).

Powyzsze wyjasnienia w peini uzasadniajg wprowadzenie informa-
cji podanych w rozdz. 1 i 2 (dziatania i struktury algebraiczne),
a takze czesciowo tego, co podano w rozdziatach nastgpnych. Nauczy-
ciel, ktdéry realizuje praktycznie i w formie pogladowej odpo-
wiednie ww. partie materiaiu, powinien znaé matematycznie poprawne
opracowanie tych pojeé, tzn.okreslenia aksjomatyczne oraz podstawowe
wlasno§ci wystgpujacych w nauce szkolnej struktur algebraicznych.

Pojecie algebry jako struktury matematycznej (rozdz. 2) nie
jest bezposrednio zwijzane 2z programem szkolnym. Jest to jednak
pojecie uzyteczne w roéznych dziatach matematyki wyzszej i w sposcb



94 Ryszard J. Pawlak i inni

naturalny wigze sig¢ 2z pojgciami przestrzeni liniowej i pierscie~
nia. Dlatego warto o tym wspomnied.

3. Pojgcie przestrzeni afinicznej jest bezposrednio zwigzane
z programem geometrii szkolnej. Ukiad zioZony z piaszczyzny i
przesunigé lub przestrzeni (tréjwymiarowej) i przesunieé, to przy-
kiady przestrzeni afinicznych, z ktérymi mamy do czynienia praktycz-
nie w formie informacyjnej juz w klasie VI szkoly podstawowej, a
nastepnie w postaci rozszerzonej, bardziej peinej, w liceum. Nalézy.
zwréci¢ szczegdlng uwage na pojecie ukiadu wspéirzednych prze-
strzeni afinicznej. .W popularnym ujeciu podrecznikowym przez
uklad wspoirzednych, np. na plaszczyinie, rozumie sie pare osi
liczbowych wzajemnie prostopadiych. Jest to ujecie niewlasciwe.
Nauczyciel moze zrozumieé, czym jest ukiad wspdirzednych, jezeli
wie, Ze jest to izomorfizm dwéch przestrzeni afinicznych.

4. Rozdzial dotyczacy macierzy, wyznacznikéw i ukladéw réwnan
liniowych jest luino zwigzany 2z materialem szkolnym. Wprawdzie sto-
suje sie nieraz metode wyznacznikdéw przy rozwigzywaniu prostych
ukiadéw réwnan liniowych, ale wazne jest tu to, Ze znajomosSé ma-
teriaiu wystepujgcego w tym rozdziale jest niezbedna w wielu dzia-
tach matematyki wyzszej (np. w analizie matematycznej, w teorii
réwnan rézniczkowych), a takze stanowi czgsSciowo naturalne uzupel-
nienie programu szkoly Sredniej. WiadomosSci te maja réwniez prak-
tyczne zastosowanie w zagadnieniach ekonomicznych {programowanie
liniowe).

5. 6. Rozdzialy 5 i 6 rdwniez zawierajg material przydatny w
innych dziatach matematyki wyZszej, np. w analizie matematycznej i
analizie funkcjonalnej. Pojecie orientacji przestrzeni liniowej jest
wazne w fizyce. Uwzgledniajgc poglady ankietowanych nauczycieli,
tematyke dotyczgca przeksztalcen liniowych i afinicznych oraz funk-
cjonaiéw i form liniowych, jako mniej 2wigzang 2z nauczaniem
szkolnym, mozna potraktowaé informacyjnie.

7. Material tego rozdzialu wiaze siq z geometrig szkolng
(iloczyn skalarny), a takze zawiera informacje uzyteczne w topo-
logii (przestrzen metryczna) i analizie funkcjonalnej.

8~10. Ostatnie rozdzialy poswiecone sa badaniom podstawowych
struktur algebraicznych, takich jak grupy, pierscienie i ciaa.
Tu 2néw dajq sig zauwazyC Scisle zwiazki z materialem szkolnym (np.
grupy przeksztaicen), jak i zastosowania w dalszych studiach ma-
tematycznych, ktére czesto w znacznej mierze bazuja na réznych
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faktach z algebry. Wiadomosci, jakie powinien mieé nauczyciel, nie
moga sie ograniczaé do tego, co wystepuje W programach szkolnych.
Obowigzuje go znajomosé faktdédw blisko zwigzanych 2z wiedzg szkolng
i stanowigcych jej naturalne uzupeinienie i rozszerzenie. haucty-
ciel powinien wiedzieé np. tewoprécz ciaz liczbowych istniojg'takio
inne tzw. ciala abstrakcyjne, a w szczegdélnosci ciala skofczone.
2 tym wigze sie pojecie charakterystyki ciaia. '

Juz w szkole wspomina sie czesto, ze liczba n jest przéstqpna.
Wobec tego nauczyciel musi mieé pewne wiadomosci o elementach al-
gebraicznych i przestepnych wzgledem danego ciala. _

11. Uczen liceum o profilu matematyczno-fizycznym dowiaduie sie,
ze w ciele liczb zespolonych kazdy tréjmian kwadratowy ma pier-
wiastek. Nauczyciel powinien wiedzieé na ten temat wigcej. Przed-
stawienie pelnej teorii Galois jest dosyé ucigzliwe. Jest rzecza
naturalng, 2e dociekliwy uczen moZe zapytac¢, jakie réwnania alge-
braiczne mozna rozwigzaé uzywajgc metody, ktéra stosuje sie do réw-
nania kwadratowegoc. Stad wynika koniecznosé choéby wzmianki o roz-
wigzywalnosci réwnan algebraicznych przez pierwiastniki, o ciele
algebraicznie domknigtym oraz informacji o tym, 2e dla kazde~
go ciala istnieje jego rozszerzenie begdace cialem algebraicznie
domknigtym.

III. Geometria. . {

Trudno jest przecenié role i znaczenie geometrii w pxoéhlie
ksztaitowania wyobraZni oraz tworzenia korelacji miedzy intuicig
matematyczng a rozumowaniem dedukcyjnym. Na przekér temu, syste-
matycznie spada udzial geometrii w procesie edukacji matematycznei
na wszystkich szczeblach nauczania. Obserwuje sie przy tym bardzo
niepokojace zjawisko wprowadzania geometrii analitycznej we wszy-
stkie miejsca, gdzie w ogéle mozZna méwié o tym przedmiocie, rugu-
jgc tym samym ujgcie syntetyczne. Przedstawione przez nas ponizej
propozycje, majg (chociaz tylko w niewielkim stopniu) odwrécié te
niekorzystne tendencje.

Uwazamy zatem, Ze w toku studiéw trzeba omdwié¢ ze studentami
nastgpujgce problemy. :

A. Projekt programu

1. Konstrukcje klasyczne (cyrklem i linialem) z wykorzystaniem
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réznych metod, jak metody przeksztalcen 1lub wykorzystania zbiordw
punktéw speiniajacych pewng wiasno$é. Przykiady konstrukcji srodka-
mi réwnowaznymi Srodkom klasycznym, np. samym cyrklem, 1lub kon-
strukcje Steinera.

.2. Izometrie plaszczyzny i przestrzeni, ‘rozklad izometrii na
symetrie. Klasyfikacja izometrii piaszczyzny i przestrzeni. Przy-
stawanie figur. Cechy~pri§stavania figur. Niezmienniki izometrii.
Ciggiosé izometrii. y ) !

3. Podobienstwa ptaszczyzny i przestrzeni, rozktad podobieristwa
na izometrig i jednokiladno§é. Podobiefistwo figur, cechy podobiefn-
stwa figur. Niezmienniki podobienstw.

4. Przeksztalcenia afiniczne plaszczyzny i przestrzeni oraz ich
szczegolne przypadki, jak powinowactwo i Scigcie. Rozkiad prze-
ksztalcenia afinicznego na powinowactwa. Obrazy figur w danym po-
winowactwie. Wyznaczanie przeksztaicenia afinicznego na podstawie
obrazdw danych flgui w tym przeksztaiceniu.

5. Odwzorowanie figury przestrzennej na plaszczyZnie poprzez:
a) rzutowanie réwnolegie,

b) rzutowanie prostopadie,
c) rzuty Monge'a,
d) rzut perspektywiczny (srodkowy).

6. Dlugosé odcinka, pole figury plaskiej, objgtosé bryly, diu-
gosé fuku okregu, pole powierzchni wieloscianu i niektérych figur
obrotowych. Miara kata ptaskiego (w stopniach i radianach), miara
kata brylowego, miara obrotu. Miara kqta miedzy wektorami, nachy-
lenie prostej do plaszczyzny, nachylenie dwu prostych, dwu pia-
szczyzn, dwu kierunkéw.

7. Funkcje trygonometryczne w ujeciu geometrycznym i aksjoma-
tycznym. Tozsamoscl trygonometryczne w postaci réwnosci, mniejszo-
§ci itp. (warunkowe i Dbezwarunkowe). Réwnania i nierdwnosci try-
gonometryczne. 2astosowania trygonometrii do rozwigzywania zadan
z planimetrii i stereometrii. Funkcje cyklometryczne. Elementy try-
gonometrii sferycznej.

8. Przestrzenie metryczne, przykiady przestrzeni metrycznych
nieeuklidesowych, wiasno$ci metryki euklidesowej. Odleglosé punktu
od figury, w szczegdlnosci punktu od prostej i od piaszczyzny. Odle-
gtosé migdzy figurami, zwlasz¢za miedzy prostymi skosnymi oraz mig-
dzy prostymi i ptaszczyznami réwnolegiymi.
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9, wielosciany, ich siatki, modele, szkielety. Wielosciany fo-
remne, pdiforemne, wypukie, przykiady wielosciandw niewypukiych,
np. gwiaZdzistych.

10, Stozkowe, ich rézne okreslenia, w szczegdlnoSci jako prze-
kroje powierzchni stoika obrotowego piaszczyzng. Ogniska, kierowni-
ce, mimosréd, parametr stoizkowej. Styczna do stozkowej, Srednice
sprzezone, osie symetrii i Srodek symetrii stozkowej.

11. Kwadryki, przyktady figur obrotowych. Charakterystyczne
przekroje tych powierzchni. :

12. Prostopadlosé i rownoleglosé prostych i plaszczyzn.

13. Proste i okregi na piaszczyZnie. Plaszczyzny i  sfery w
przestrzeni. ‘
14. Rachunek wektorowy z iloczynem wektorowym i mieszanym.

15. Inwersja. Rzut sterecograficzny.

16. Wspbéirzedne kartezjanskie punktu, réwnania figur we wspoi-
rzednych kartezjanskich. Wspdélrzedne biegunowe, cylindryczne, sfe-
ryczne.

17. Rézne twierdzenia i zagadnienia, jak np. twierdzenie Desar-
gues'a, Pappusa-Pascala, Cevy, Menelausa., 0Okrag Apoloniusza; opi~-
sywalnoéé czworokata na okregu i jego wpisywalno$é w okrag, stycz-
na i sieczna z danego punktu do okregu, zbiér wierzcholkéw katow,
pod jakimi widaé dany odcinek itp.

B. Uwagi szczegdiowe .

1. Konstrukcje klasyczne znane byiy w qeometrii-jesicze 'przed
Euklidesem 1 wystepujg w programach nauczania do chwili obecnej.
Stanowig wdzigeczny material do zastosowania metody poglgdowo$ci w
nauczaniu matematyki.

2. Przystawanie figur wystepuje w Elementach Euklidesa, a w pro-
gramach szkolnych spotykamy je do czasdw najnowszych. Izometrie
pojawity sie w geometrii niedawno, ale wijgzg sie 2z przystawaniem
tak Scisle, Ze przy jego omawianiu nie sposéb o nich nie méwié.
Ponadto izometrie majg wiele ciekawych wiasnodci pozwalajacych o~
trzymywaé nieoczekiwanie prosto rdine twierdzenia  geometryczne.

3. Podobienstwo figur jest zwigzane 2z podobienstwem przestrze-
ni zawierajgcej je, podobnie jak przystawanie figur z izometrig za-
wierajgcej je przestrzeni. Dlatego tez powinny wystepowaé w pro-
cesie nauczania jednoczesnie. Podobienstwo £figur, podobnie jak
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przystawanie, wystepuje w programach nauczania od czaiéw najdaw-
niejszych az do chwili obecnej. _

4. Przeksztaicenia afiniczne spotyka sie w nowszych programach
sporadycznie, w ograniczonym zakresie i przewaznie jako material
nadobowigzkowy. NajczeSciej wystepuje powinowactwo (osiowe. 1lub
plaszczyznowe). Dla urozmaicenia wskazane byloby podaé inny przy-
kiad przeksztalcenia afinicznegd, jakim jest é&ciecie. Zachowuje
ono pole i objetosé figury, choé nie jest izometria. T

5. Odwzorowania figur przestrzennych na plaszczyznie sq nie-
zbgdne w nauczaniu geometrii przestrzennej. Najprostszym z nich
jest rzutowanie réwnolegie i jego szczegdlny przypadek - rzut pro-
stokatny. Rzuty Monge'a s3 uZywane przez technikéw i inzynierdw.
Rzut Srodkowy jest najtrudniejszy 2z nich, ale jest "najwierniej~
szy", co jest cechy nie zasiugujqca na zbagatelizowanie.

6. Zagadnienia zwigzane 2z mierzeniem figur (diugosé, pole,
objetosé itp.) . spohodowaly powstanie geometrii i do czaséw obec-
nych nic nie stracily na aktualno$ci. Majq praktyczne zastoso-
wania i sZusznie wystepuja we wszystkich programach.

7. Funkcje trygonometryczne sg powszechnie stosowane w obli-~
czeniach figur geometrycznych i siusznie znajdujq sig w programach
nauczania. Doktadniejsze ich poznanie, przez fézne. ujecia, przez
rozszerzenie o réwnania trygonometryczne i o funkcje do nich od-
wrotne jest wigc wskazane.

8. Pojgcie przestrzeni metrycznej jest uogdlnieniem przestrze-
ni fizycznej i euklidesowej. Istnieje wiele ciekawych jej modeli
mogacych zainteresowaé miodziez. Pozostale tematy wystepujg w pro-
gramach i podregcznikach matematyki.

9. Wieloscian jest pojgciem majacym wiele modeli w przestrzeni
fizycznej, w szczegblnosci zas przedmiotem zainteresowania krysta-
lografii i architektury.

10. Elementarne wiadomosci o stoikowych wystgpujqa w programach
nauczania. Pogighbione wiadomo$ci sj przydatne jako 2#rédio zadan
rozszerzajacych program, czgsto majacych praktyczne zastosowania.

11. Kwadryki wykorzystuje sie w architekturze a ponadto znaj-
dujgq zastosowania w innych .dziatach matematyki.

12. Rownoleglosé i prostopadiosé prostych i paszczyzn to te- .
maty majgce praktyczne zastosowania. Wystgpuja w programach od
czaséw najdawniejszych do chwili obecnej.

13. Wzajemne poilozenie prostej i okregu wzgledem tej samej
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plaszezyzny to temat pojawiajgcy sie juz w programach szkoly pod-
stawowej. Odpowiednik przestrzenny dotyczacy sfer 1 plaszczyzn,
oprécz zastosowah praktycznych moze dobrze siuzyé do cwiczenia wy-
obraZni przestrzennej.

) 14. Rachunek wektorowy pozwala na znaczne uproszczenie wzordw
i rachunkéw, jest coraz powszechniej uiywany juz w szkole podsta=
wowej. Dostarcza modeli przestrzeni liniowej Xatwo dostgpnych in-
tuicji. Ostatni podrecznik matematyki do klasy IV licealnej podaje
aksjomatyke geometrii traktowanej jako przestrzen liniowa. Iloczyn
wektorowy znajduje zastosowanie w fizyce.

15. Inwersja i rzut stereograficzny sq przykladami przeksztai-
cen konforemnych nie bedacych podobiefistwami. Ponadto inwersja
daje sie uzyé do konstrukecji, a rzut stereoqtaficzny' ma zastoso-
wanie w kartografii.

16. Metoda wspdirzednych jest ostatnio coraz szerzej stosowana
w nauczaniu matematyki. Wystepuje w jej programach zaréwno nha po-
ziomie podstawowym, jak 1 Srednim. Poznanie réwnan twordéw stopnia
1 i 2 jest niezbgdnym uzupeinieniem wiadomo$ci o tych figurach. Dla
lepszego poznania metody wspdélrzednych wskazane jest zastosowanie
jej do tworéw wyzszych stopni, a takZe do figur przestepnych. Wspdl-
rzgdne krzywoliniowe maja zastosowanie w geografii i astronomii.
Oczywiécie metoda ta powinna by¢ powszechnie wykorzystywana réwniez
przy omawianiu wszystkich weczesniej przedstawionych tematéw geo- -
metrycznych. v ~

17. Wystepuje tu bardzo szeroki wachlarz tematéw, poczawszy od
zawartych w obecnym programie do od dos¢é dawna nieobecnych w pro-
gramach, ale cijgle majacych zastosowania w zadaniach konkursowych
olimpijskich itp.

Warto na koniec podkre§lié, %e przedstawiona propozycja progra-
mu nauczania geometrii zostala przez ankietowanych nauczycieli oce-
niona bardzo wysoko. Niemal wszyscy uznali, 2e 2Zadnego 2z przyto-
czonych tematéw pomingé nie moZna, a réwnoczesnie nikt nie propo-
nowat rogzszerzenia jej o nowe zagadnienia, uznajac propozycije =za
kompletng.

III. Geometria rézniczkowa.
Geometria krzywych i powierzchni jest naturalnym przediuze-
niem elementarnej geometrii euklidesowej  nauczanej w szkole. Nie-
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ktére pojecia (np. wektora stycznego do krzywej) majq zastosowanie
w fizyce, nawet na poziomie szkolnym.

A. Projekt programu

1. Krzywe w przestrzeni tréjwymiarowej. Krzywa regularna, diu-
gosé krzywej, parametryzacja naturalna, styczna, krzywizna i skre-
cenie, tréjécian Freneta, wzory Freneta, polozenie krzywej wzgle-
dem trdéjécianu Freneta. Przykiady. Krzywe piaskie. Orientacja i

krzywizna. B
2. Powierzchnie w przestrzeni tréjwymiarowej. Powierzchnia re-
gularna, ptaszczyzna styczna i prosta normalna, pierwsza forma

podstawowa, odwzorowanie Gaussa, pole powierzchni, krzywizna Gaus-
sa. Druga forma podstawowa, krzywizna krzywej na  powierzchni,
krzywizna geodezyjna i krzywizna normalna. Linie geodezyjne i ich
wiasnosci ekstremalne. Krzywizny gidwne i linie krzywiznowe. Krzy-
wizna Srednia i jej interpretacja geometryczna (wariacja pola).
Theorema Egregium. Przyktady.

3. Elementy geometrii globalnej. Twierdzenie o czterech wierz-
choikach. Wzory Croftona dla krzywej plaskiej. Twierdzenie Gaussa-
-Bonneta. Charakterystyka Eulera powierzchni zamknigtej. Klasyfi-
kacja powierzchni zamknietych w R3. :

4. Geometria w wyzszych wymiarach. Hiperpowierzchnia wielowy-
miarowa, przestrzen styczna, struktura riemannowska. Pojecie ab-
strakcyjnej rozmaitosci réiniczkowej.

B. Uwagi szczegdiowe

Problemy dotyczgce krzywych i powierzchni stanowiq systema-
tyczny wyklad podétaw lokalnej geometrii rdzniczkowej w wymiarze
2 1 3; podstaw, bez ktdérych o geometrii réiniczkowej w ogdle nie
mozZna mowic¢. Hasla z zakresu elementéw geometrii globalnej daijg
pewne, stosunkowo proste, zastosowania teorii lokalnej; pokazuja ze
z teorii lokalnej wynikajq wnioski o globalnej strukturze badanych
obiektéw (krzywych i powierzchni). .

Elementy geometrii wielowymiarowej nalezy traktowaé informa-
cyjnie, pokazujgc, Ze rozwazania analogiczne do wczesSniejszych sa
mozliwe w przestrzeniach o wymiarze wyészym niz 3.
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IV. Rachunek prawdopodobieristwa i elementy statystyki.

Rachunek prawdopodobieristwa w ujgciu miarowym jest dyscypling
stosunkowo mioda. Posiada jednak wiele wartosci decydujgcych o tym,
e jego poznanie stanowi istotny element w wyksztaiceniu matema-
tyka - w tym réwniez -przyszlego nauczyciela matematyki. Aksjomaty-
zacja Kolmogorowa wigczyia tradycyjny rachunek prawdopodobiefistwa
do uporzgdkowanej, sformalizowanej matematyki, charakteryzujacej
sig jasnoscia pojeé i precyzja wypowiedzi. Istotny jest takze pe-
wien integracyiny charakter rachunku prawdopodobienstwa. 2awiera
on bowiem elementy teorii miary, funkcji rzeczywistych, funkcji ze-
spolonych, topologii oraz analizy funkcjonalnej. Jego Dbardziej
tradycyjne ujecie, ktére wyroslo =z praktycznej koniecznosci anali-
zowania zjawisk przypadkowych, pozwala na ksztalcenie pewnego spe-
cyficznego sposobu postrzegania i analizowania przyrody i swiata,
tzw. myslenia probabilistycznego. Rachunek prawdopodobieﬁstwa stwo-
rzyl podstawy teoretyczne do rozwoju m. in. statystyki i  teorii
procesdéw stochastycznych. Wnioskowanie statystyczne czy prognozo-
wanie na podstawie powyiszych teorii stanowi dziedzing wiedzy o
istotnych walorach praktycznych i znajduje zastosowanie niemal we
wszystkich aspektach zycia i dzialalnoSci ludzkiej. Nalezy zatem:
potozyé nacisk na zapoznanie studentdw 2z podiozem empirycznym,
stanowigcym korzenie tej dyscypliny wiedzy. Konieczne jest rozumie-
nie rachunku prawdcpodobienstwa jako abstrakcyjnej teorii dotycza-
cej teoretycznych modeli réznorodnych do$wiadczern losowych, inter-
pretacji istotnych twierdzeri, praw wielkich 1liczb, a takie cen-
tralnych twierdzen granicznych, ktére stanowis jadro teorii prawdo-
podobienistwa. ChociaZz propozycja bazuje na pojgeciu zmiennej loso-
wej o ciggiym rozktadzie i wartoSci oczekiwanej jako calki wzgle-
dem o-przeliczalnej miary (co jest zgodne =z nowszymi tendencjami
w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa), to podkreslamy jednak ko~
niecznoéé zapoznania sie przyszlego nauczyciela z réiznymi twier-
dzeniami specyficznymi dla rozkladéw dyskretnych, np. przybliZenie
Poissona rozkiadu dwumianowego czy twierdzenie Moivre'a-Leplace'a.

A. Projekt programu

1. Uwagi wstegpne.
Rys historyczny rozwoju rachunku prawdopodobieristwa. Przedmiot i
charakter badan. Klasyczna definicja prawdopodobiefistwa. Problema-
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tyka i zakres klasycznego rachunku prawdopodobienistwa. Dyskretna
przestrzen prawdopodobiefistwa. Prawdopodobienstwo geometryczne.
Prawdopodobienstwo jako miara. Definicja aksjomatyczna.
2. Abstrakcyjna przestrzen z prawdopodobienstwem.
Pojgcia zdarzenia elementarnego, przestrzeni zdarzen elementarnych.
Pojecie zdarzenia losowego. CiaXa i o-ciala zdarzen losowych.Zbicr
a zdarzenie. Wiasnosci funkcji ptawdopodobleﬁstwa (nieujemnosé,
unormowanie, o-addytywnosé). Pojecie rozkiadu prawdopodobienstwa
na prostej. Dystrybuanta rozktadu. Wilasnosci dystrybuanty. Kla-
syfikacja rozkladdw na prostej. Rozkiady prawdopodobienstwa it
Przyktady. Informacj‘ na temat twierdzenia o "rozszerzaniu miary".

3. Prawdopodobienstwo warunkowe. v
Wz6r na prawdopodobieristwo catkowite. Prawdopodobienstwo przyczyny,
wzér Bayesa. Metody graficzne rozwigzywania zadai na prawdopodo-
biefistwo calkowite. |

4. Stochastyczna niezaleznos§é zdarzen.
2darzenia niezalezne. Niezaleine uklady =zdarzei. NiezaleZzne ro-
dziny zdarzen. Schemat Bernoulliego. Iloczyn kartezjanski prze-
strzeni z prawdopodobienstwem.

5. Zmienne losowe. Podstawowe wiasnosci.

Pojgcie zmiennej losowej o wartosciach w R i w R'. Rozkiad prawdo-
podobieristwa zmiennej losowej oraz dystrybuanta tego rozkladu,
Przyktady zmiennych losowych o rozkiadach: dwumianowym, Poissona,
jednostajnym, Gaussa. Przyblizenie rozkiadu dwumianowego rozkiadem
Poissona. Wartos¢ oczekiwana, momenty zmiennej losowej.

6. Niezaleznosé zmiennych losowych.

Niezalezno$¢ ukiadu zmiennych losowych. Niezaleznosé ciggu zmien-
uych losowych. Wartosé oczekiwana iloczynu niezaleznych zmiennych
losowych. Kowariancja zmiennych losowych. Rozkiad sumy, rozklad
iloczynu niezaleznych zmiennych losowych.

i Zbiezqoéé ciggu zmiennych losowych wediug prawdopodobielistwa,
Nierdéwnosé Czebysgewa. Slabe prawo wielkich liczb (dla ciggu nie-
zaleznych zmiennych losowych o jednakowych ukiadach). Siabe prawvo
wielkich liczb dla préb Bernoulliego. 2Zbieznoéé cijgu zmiennych
losowych z prawdopodobiefistwem 1. Nierdéwno$é Kolmogorowa. Kryte-~
rium zbieznosci =z prawdopodobienstwem 1 ciggu zmiennych losowych.
Mocne prawo wielkich liczb.

8. Staba zbieznosé rozkladdw.

Pojecie siabej zbieZnosci rozkladdéw oraz slabej zbieznosci dystry-

N
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buant. Warunki réwnowazne siabej zbieZnoSci rozkiadédw. 2Zaleznosci
miedzy trzema rodzajami zbieZnosci: stabej, stochastycznej, z praw-
dopodobiernistwem 1.

9. Funkcje charakterystyczne.
Pojecie funkcji tworzacej, zwijzek z momentami. Funkcje charakte-
rystyczne rozktadéw w R. Wiasnosci funkcji charakterystycznej.
Twierdzenie o jednoznacznosci, twierdzenie o ciggtosci. Wzory na
odwrdcenie. 2wigzek funkcji charakterystycznej z momentami. Funk-
cje charakterystyczne znanych rozkiadéw. Informacja o twierdzeniu
Bochnera.

10. Centralne twierdzenie graniczne.
Twierdzenie Lindeberga-Levy'ego. Twierdzenie Moivre'a-Laplace'a ja-
ko wniosek 2z twierdzenia Lindeberga-Levy'ego, 2naczenie central-
nego twierdzenia granicznego dla statystyki matematycznej.

11. tancuchy Markowa. .
Bladzenie losowe, liczydio Engla, gry losowe. Informacja o proce-
sach stochastycznych 2z ciggiym czasem. Klasyfikacja oraz praykla-
dy waznych proceséw stochastycznych. '

12, Statystyka matematyczna.
Pojecie statystyki. 2upelnos$é i dostateczno$Sé. Statystyki prébkowe
- momenty z préby. Dystrybuanta empiryczna. Gry statystyczne.
Randomizacja. Optymalne reguly decyzyjne. Klasy regut decyzyjnych:
bayesowskie, minimaksowe. Zagadnienie estymacji. Estymatory nie-
obcigzone, estymatory najwigkszej wiarygodnoSci. Testowanie hipotez
statystycznych. Testy najmocniejsze. NieobcigzonosSé testu. Kon~-
strukcja testéw metoda najwiekszej wiarygodnosci. Testy zgodnosci.
Testy istotnosci. Zbiory ufnosci.

B. Uwagi szczegdiowe

Przedstawiona wyzej propozycja w znacznej czgéci obejmuje ha-
sia, ktére realizowane s w nauczaniu szkolnym. Umieszczenie ich
w programie ksztaicenia nauczycieli w pogigbianej postaci nie wy-
maga zatem uzasadnien.

Twierdzenia graniczne stanowiy istotng czgs8¢ rachunku prawdopo-
dobienstwa. UwaZamy, Ze nauczyciel matematyki powinien umieé in-
terpretowaé¢ te twierdzenia, dostrzegaé¢ zjawiska, ktdre je ilustru-
ja, pojmowaé ich waznosé dla zastosowal statystycznych, a takie
rozumieé znaczenie rozkiadu normalnego.
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Poniewaz zaréwno teoria proceséw stochastycznych, jak i sta-
tystyka sa dzisiaj ogromnymi dziedzinami wiedzy, bardzo silnie sig
rozwijajgcymi, ktérych elementy coraz czesciej wigczane sg do pro-
graméw nauczania szké6 Srednich wieku krajéw, ich prezentacja wy~-
maga odrebnego wykladu. L ;

~ Teorig procesdw.stochastycznych proponujemy rozpoczqé od ich
"korzeni", tj.-od iahcuchéw i proceséw Markowa. Warto  zapoznaé
studentéw 2z bigdzeniem przybadkéwym, klasycznym zadaniem o ruinie
gracza oraz rliczydlem probabilistycznym" Engla, a takze waznymi
klasami proceséw o cijglym parametrze czasowym, ich reprezentanta-
mi i zjawiskami, dla ktérych mogg byé abstrakcyjnymi modelami.

Elementy statystyki, jak juz wyzej wspomniano, wkraczajq stop-
niowo do programéw szkolnych. Nalezy ponadto zaiozyé, Ze przy-
najmniej niektérzy nauczyciele w swojej pracy zawodowe] przyjmg
twércza postawe i przystapig do rdéznego rodiaju badain procesu dy-
daktycznego, w ktérych zetkng sie z zagadnieniami weryfikacji hi-
potez, estymacji, parametrow, testowaniem., Dlatego muszgq posiadaé
umiejetnosé konstruowania odpowiednich narzedzi badawczych oraz ich
statystycznego opracowywania.

Nieco zaskakujqce wydajg sie wyniki przeprowadzonej ankiety, z
ktérych wytania sig minimalistyczny obraz rachunku prawdopodo-
bienstwa. Ankietowani nauczyciele proponujg informacyjne potrakto=-
wanie {takze bez ilustracji i zastosowan) tematow  dotyczgcych
praw wielkich liczb, twierdzen granicznych, tafcuchdw Markowa, czy
tez w ogdéle elementdw statystyki. Wydaje sig jednak, Ze nie byio-
by zasadne istotne ograniczenie zakresu badZ usuwanie 2z przedsta-
wionej propozycji wymienionych zagadnierni, nawet wobec takich su-
gestii aktualnie czynnych nauczycieli.

V. Arytmetyka teoretyczna.

Z liczbami naturalnymi oraz ich wilasnosciami uczniowie spotyka-
ja sie juz 'na poczatku swojej edukacji szkolnej. W miare upiywu
czasu poznajaq oni  coraz wiecej zbioréw liczbowych, a poczawszy od
klasy VI operuja juz liczbami rzeczywistymi. To wczesne poznanie
liczb sprawia, ze studenci na pytanie o pojecie liczby naturalnej
czy tez wymierue), czesto ze zdziwieniem stwierdzaja, 2ze nie wiedzd
bgdz nie potrafig wiedzy swojej wyrazié¢ w precyzyjnym jezyku mate-
matykl. Wszyscy jednak zdajemy sobie sprawe z tego, ze problematy-
ka ta Jjest bardzo wazna dla przyszlych nauczycieli. Stad tez wy-
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nika konieczno&é zapoznania siuchaczy 2z podstawowymi faktami doty-
czacymi arytmetyki teoretycznej.

za minimum wiedzy, z ktéra nalezy zapozna¢. studentéw proponuje-
my uznaé ponizsza tematyke.

A. Projekt programu

1. Liczby naturalne.
Liczby naturalne, aksjomatyka Peano, dziatania na liczbach natural-
nych, ich wlasnosci. Relacja s i <. Wiasnoéci 1liczb naturalnych
réwnowazne aksjomatowi indukcji: zasada maksimum, zasada minimum.
Rozkiad liczby naturalnej n wediug liczby naturalnej k. Modele
aksjomatyki Peano.

2. Liczby caikowite.
Konstrukcja liczb calkowitych za pomocg par liczb naturalnych.
Dzialania w zbiorze liczb calkowitych, odwracalnos¢ dodawania. Re-
lacja $ i <. 2biér liczb calkowitych jako rozszerzenie zbioru
liczb naturalnych. Aksjomatyczne wprowadzenie liczb calkowitych,

3. Liczby wymierne.
zbiér liczb wymiernych jako cialo ulamkéw pierscienia liczb calko-
witych. Dzialania i ich wlasnosci. Element odwrotny do réznego od
zera. Relacja siabej i silnej mniejszo$ci. 2biér liczb wymiernych
jako rozszerzenie zbioru liczb calkowitych. Aksjomatyka liczb wy-
miernych.

4. Liczby rzeczywiste.
Konstrukcja liczb rzeczywistych Cantora i Dedekinda. DziaXania na
liczbach rzeczywistych. Nieréwno$ci dla liczb rzeczywistych. Licz-
by wymierne i niewymierne. Rozwijanie liczby rzeczywistej na ua-
mek o danej zasadzie numeracji. Ciggio&é zbioru 1liczb rzeczywi-
stych. Aksjomatyka liczb rzeczywistych.

5. Liczby zespolone,
Konstrukcja liczb zespolonych. Dzialania na liczbach zespolonych i
ich wlasnosci. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej. Potggo-
wanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych. Interpretacja geome-
tryczna.

6. Uzupeinienia.
Informacje o kwaternionach. Informacje o utamkach 2ancuchowych.

7. Elementy teorii 1liczb, ;
Relacja podzielnosci, najwigkszy wspdlny dzielnik, najmniejsza
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wspdlna wielokrotno§é, liczby wzglednie pierwsze. Liczby pierwsze,

sito Eratostenesa. Liczby zioZone, rozkiad na czynniki pierwsze.

Obliczanie NWD i NWW. Obliczanie NWD za pomocg algorytmu Euklidesa

Réwnania nieoznaczone pierwszego stopnia. Réwnanie Pitagorasa. -
Funkcja Gaussa ¢(n). Kongruencje i ich wlasnosci. Cechy podziel-

nosci przez 3, 9, 11, 7 1"13. Twierdzenie Eulera i Fermata.

B. Uwagi' szczegdlowe

Jest rzeczq oczywista, Ze nauczyciel matematyki nie moze po~
przesta¢ na znajomosci pogladowego pojecia liczby naturalnej, cai-
kowitej, wymiernej, rzeczywistej. Powinien wiedzieé, ze moZna te
pojgcia wprowadzié poprawnie na podstawie wiasciwych metod matema-
tycznych. Trzeba wiec zaczgé od aksjomatyki Peano. Naleiy przy
tym zauwazy¢, zZe liczby naturalne to nie jedyne obiekty matema-
tyczne, ktore speiniajq ten uklad aksjomatéw. © Stad koniecznosé
wzmianki o innych modelach aksjomatyki Peano. Przy sposobnosci war-
to zwrdcié uwage na duze znaczenie aksjomatu indukcji matematycz-
nej. Nauczyciel powinien wiedzieé, ze w arytmetyce istniejq twier-
dzenia réwnowazne temu aksjomatowi.

Gdy znamy liczby naturalne, mozemy konstruowaé¢ kolejno liczby
calkowite, wymierne, rzeczywiste, zespolone. Wszystkie te kon~
strukcje 2z wyjgtkiem ostatniej maja pewne cechy wspdlne, a miano-
wicie zastosowanie zasady abstrakcji (poza teorig Dedekinda). Nie-
co inaczej postgpuje sie¢ przy tworzeniu pojgcia liczby zespolonej.
Badanie coraz ogélniejsazych zbiordw liczbowych jest zwigzane z uza-
sadnieniem potrzeby rozszerzenia pojecia liczby przez wskazanie
wiasnosci, ktére majg zbiory obszerniejsze, a ktérych brak zbiorom
wezszym. Na przykiad w zbiorze liczb caikowitych mnozenie nie jest
dziataniem odwracalnym, zbidér liczb wymiernych nie jest ciggly.
Wazne jest réwniet‘to, 2e odpowiednie wlasno$ci rozwazanych struk-
tur liczbowych mozZna wykorzystaé do wprowadzenia aksjomatycznego
tych struktur,

Wzmianki o kwaternionach oraz uiamkach tarncuchowych mogg byé
wykorzystane w kdéikach zainteresowan. Tematyka ta, 2 czym zgadza-
ja sie ankietowani nauczyciele, powinna mieé jednak charakter in-
formacyiny. . '

Ostatni rozdziat jest poswigcony teorii liczb. Jest ona w zna-
cznym stopniu zwigzana 2z materiaiem szkolnym, np. 2z programem
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klasy IV szkoly podstawowej (dodawanie, odejmowanie, pordwnywanie
utamkéw zwykiych). W szkole stosuje sig praktycznie cechy po-
dzielnoséci. Nauczyciel powinien znaé ich uzasadnienie. Inne wiado-
mo$ci z teorii liczb s czesto przydatne w pracach kélek zainte-
resowan oraz w rozwigzywaniu zadan z olimpiady matematycznej.

VI. Logika i teoria mnogosci.

Ksztalcenie przysziych adeptdw matematyki zaréwno w ramach stu-
diéw stacjonarnych, jak i zaocznych -~ niezaleinie od wyboru przy-
szlej specjalizacji - zaczyna sie zawsze od wykifadu zwanego (nie
bez powodu) "wstepem do matematyki'. Wykiad ten zawiera podstawo-
we elementy logiki i teorii mnogosci, a jego nazwa trafpie ujmuje
charakter przekazywanych wiadomosci.

Fakty te s3 bowiem podstawowym narzedziem, zgodnie 2z  ktérym
student matematyki bedzie "organizowal" swojq wiedze matematyczng.

~ A. Projekt programu

1. Zdania. Funktory zdaniotwércze. Prawa logiczne. Dowodzenie
praw logicznych metoda zero-jedynkowa i skrécong (praw zawierajq-
cych implikacje). Formy zdaniowej jednej i wielu zmiennych, ich
zwigzek ze zdaniami. Dziedzina formy zdaniowej. Wykres formy zda-
niowej. ’ : ‘

2. 2zbiér jako pojecie pierwotne teorii mnogosci.  Inkluzja.
ROwno§é zbioréw. 2bidr pusty. Suma, ilogczyn i réznica dwéch zbio~
réw. Przestrzei i dopelnienie zbioru., Pary nieuporzadkowane i pa-
ry uporzadkowane, n-tki uporzqdkowane. Iloczyn kartezjanski skoni-
czonej ilosci zbiordéw. Informacja o aksjomatycznym ujeciu teorii
mnogosci - aksjomatyka Zermelo-Fraenkla, pewnik wyboru.

3. Kwantyfikatory. Podstawowe prawa rachunku kwantyfikatoréw.
Kwantyfikator o zakresie ograniczonym do funkeji zdaniowed . Pod~
stawowe reguly wnioskowania i ich zastosowanie w dowodach twier-
dzenh matematycznych.

4. Sumy i iloczyny uogdélnione, podstawowe prawa.

5. Relacje dwuczionowe. Skladanie i odwracanie relacji. RézZne
rodzaje relacji. Sposoby przedgtawianla relacji. Relacje réwnowaz-
nosci i konstrukcji liczb caikowitych, wymiernych oraz rzeczy-
wistych. Przestrzen ilorazowa. Relacje czgSciowo porzadkujace.
Elementy maksymalne, minimalne, najwigkszy i mnajmniejszy. Porza-
dek liniowy. Updrzadkowanie dobre. Informacje o liczbach porzadke-
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wych i twierdzenie Zermelo. Twierdzenie o indukcji pozaskonczonej.
Informacja o lemacie Kuratowskiego-Zorna i lemacie Teichmullera-
-Tukeya.

6. Funkcja jako relacja. Dziedzina, przeciwdziedzina, zbidr
warto$ci funkcji. Funkcja zredukowana. Réwnosé funkcji. Wykres
funkcji. Injekcja, surjekcia i bijekcja. Obraz i przeciwobraz
zbioru, ich wiasnosci. Funkcja odwrotna 1 superpozycja funkcji,

7. Réwnolicznoéé zbiordw. 2biory przeliczalne i nieprzeliczal-
ne. Liczby kardynalne. Przeliczalnoéé zbioru liczb wymiernych, nie
przeliczalnosé zbiorq liczb rzeczywistych - liczby sto i ¢. Warunek
konieczny i dostateczny na to, by zbidr by% nieskonczony. Twier-
dzenie Cantora-Bernsteina i wnioski 2z tego twierdzenia. 2bidér po-
tegowy i twierdzenie Cantora. Wnioski z twierdzenia Cantora. Anty-
nomie naiwnej teorii mnogosci. .

8. Informacja o aksjomatycznym ujeciu teorii matematycznych =
pojecia pierwotne i aksjomaty, model teorii aksjomatycznej. Nie~
sprzecznosé, zupeinosé i rozstrzygalnosé teorii aksjomatycznych.
Twierdzenie Godla o niezupeinosci i nierozstrzygalnosci arytmetyki
liczb naturalnych. Hipoteza continuum i twierdzenie Gédla o nie-
sprzeczno§ci tej hipotezy 2z aksjomatami teorii mnogosci. Twier~-
dzenie Cohena o niezaleznosci tej hipotezy od aksjomatéw teorii
mnogo$ci., V postulat Euklidesa. Geometrie nieeuklidesowe. Teoria
grup jako przykiad teorii aksjomatycznej majacej wiele modeli.

B. Uwagi szczegbiowe

Najwazniejszymi zadaniami omawianego przedmiotu s3: wdrozenie
kazdego, kto rozpoczyna studiowanie matematyki do Scistego formuilo-
wania mysli, zdobycie przez niego umiejgtnosci poprawnego rozumowa-
nfa i zrozumienia podstawowych pojeé matematycznych. Wymaga to
odpowiedniego przybotowania w zakresie logiki matematycznej i teo-
rii zbioréw - dyscyplin stosowanych wspélczesnie we wszystkich dzia-
fach matematyki i stanowigcych punkt wyjscia do wprowadzenia i wy-
jasniania podstawowych pojeé matematycznych. Umiejetnosci, jakich
uczy ten przedmiot sa niezbedne kazdemu matematykowi, a zwlaszcza
wazne dla tego, ktdry sam bedzie uczyé innych tego przedmiétu.

W koficowej czeSci naszej propozycji zasygnalizowalismy wiele
trudnych i zloZonych zagadnien. Wydaje sie jednak, ze dosé wazne
jest zwrécenie uwagi studentéw na mozliwosci i ograniczenia jakie
wystepujq w matematyce., Oczywiscie, nie wszystkie tematy  tutaj
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proponowane muszg byé oméwione w ramach wstepu do matematyki. Nie-
ktére problemy moga byé poruszane przy okazji zajeé z innych przed-
miotéw (np. geometrii czy analizy). Nalezy jednak podkreslié, ze
kandydaci na nauczycieli powinni podczas studidw uslyszeé o tych
faktach, gdyz dzieki temu mozna dokiadniej i gigbiej zrozumieé
"istote matematyki". Zrozumienie to 2z kolei jest niezbednym ele-
mentem dobrego przygotowania do pracy w charakterze nauczyciela
matematyki.

VII. Funkcje analityczne,

Liczby zespolone i elementarne wiadomosSci o funkcjach zespolo-
nych (a wigc przyjmujacych wartosci zespolone) znajdujy sig w pro-
gramie zajeé fakultatywnych z matematyki w liceum ogélnoksztaica-
cym i uczniowie sg tq tematykq dosé zainteresowani.

Teoria funkcji zespolonych powinna byé wykladana w ciggiym na-
wigzywaniu do analizy rzeczywistej, przy wykazywaniu analogii i
podkreslaniu réznic oraz istotnych konsekwencji  wynikajgcych z
wprowadzenia zmiennej zespolonej. Rézniczkowalnosé, a co za tym
idzie holomorficznoéé w dziedzinie zespolonej, ma daleko idace
konsekwencie, réinigce te teorie od analizy rzeczywiétej (choéby
istnienie pochodnej dowolnego rzedu dla funkcji holomorficznej, co
nie ma swego odpowiednika w analizie). Cwiczenia powinny byé pro-
wadzone w Scislej korelacji z wykladem, a nawet go wyprzedzaé w

niektérych punktach (np. obliczanie S (z -~z°)kdz - przed twier-

e

dzeniem caikowym Cauchy'ego). Podczas dJwiczeé nalezy przerobié
wiele przyktaddw dotyczgcych odwzorowan obszardw, tak aby przyszly
nauczyciel nie kojarzyl funkcji tylko z jej wykresem. Istotna jest
réwniez kwestia wielolistnoéci i wielowartosciowosci (wieloznacz-
nosci) niektérych funkcji zespolonych. ‘

Projekt programu

1. Funkcje zespolone zmiennej zespolonej. Pochodna i jej inter-
Pretacja. Warunki Cauchy-Riemanna. Pojecie funkcji holomorficz-
nej, odwzorowanie réwnokatne i konforemne.

2, Funkcje elementarne i ich wlasnosci. Logarytm i potega, ga-
1ezie argumentu, logarytmu i potegi. Homografia.

3. Cciggi i szeregi funkcyjne. Niemal 'jednostajna zbieznosé a
wiasnosci: ciqgtosé, holomorficznosé i jednokrotnosé. ‘Szereg poteg-~
9owy. Rozwiniecia funkcji elementarnych w szeregi potegowe.
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4. Caiki: zwyczajna, Stieltjesa, krzywoliniowa. WiasnoSci caiki
krzywoliniowej. Niezaleino§é od drogi calkowania dla funkecji cig~
glej i holomorficznej. Twierdzenie Cauchy'ego i twierdzenie o jed-
noznacznej galezi logarytmu.

5. Wzér caikowy Cauchy'ego. Twierdzenie Weierstrassa, Punkty
zerowe funkcji analitycznej. Twierdzenie Morery. Informacje o prze-
diugZeniu analitycznym. Twierdzenie Liouville'a. Podstawowe twier-
dzenie algebry. Zasada maksimum.

6. Szereg Laurenta. Rozwijalnosé funkcji holomorficznej w sze-
reg Laurenta. Klasyfikacja punktéw osobliwych odosobnionych. Twier-
dzenie Picarda i jaﬁb wniosek - twierdzenie Casoratiego-Weierstras-
sa. Funkcje meromorficzne. Residuum. Twierdzenia o residuach.
Twierdzenie Riemanna i wnioski z tego twierdzenia.

VIII. Topologia.

Intuicyine rozumienie niektérych waznych pdjgé topologicznych,
takich jak np. pojecie odlegioéci, brzegu i wnetrza zbioru dom-
knigtego pojawia sie jeszcze przed podjgciem nauki szkolnej. Ele-
menty topologii przenikaja od dosS¢ dawna do programu nauczania, a
w ostatnich czasach staja sie w coraz bardziej jawny sposdb
przedmiotem nauczania w szkole sredniej.

Celem proponowanego nizej minimum wiedzy, jaka chcemy przekazaé
przysziemu nauczycielowi, jest =zapoznanie go z metodami topologii
oraz polozenie szczegdlnego nacisku na ujgcie materiaiu z punktu
widzenia jego przydatnosci do wystepujacych w programie szkolnym
elementéw analizy matematycznej, geometrii i innych dzialdéw mate-
matyki.

Przeprowadzone badania pozwolily ustalié, Ze w ramach studidw
nalezy zapoznaé stuchaczy z nastegpujgcymi faktami:

A. Projekt programu

1. Definicja przestrzeni metrycznej. Praykilady przestrzeni me-
trycznych ze szczegélnym uwzglednieniem metryk w R, R2 i C oraz
w zbiorach skoficzonych. Metryka supremum Czebyszewa. Kule otwarte
i domknigte, sfera. Punkty wewnetrzne zbioru, Zbiory ograniczone,
érednica zbioru. 2biory otwarte i domknigte, ich wiasnoSci. Punkty
zewngtrzne i brzegowe zbioru. 2bieznosé ciggu w przestrzeni me-~
trycznej; jednoznacznosé granicy. Metryki réwnowazne. Punkty sku-
pienia i punkty izolowane zbioru. Pochodna zbioru. Wnetrze, dom-

Bl
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knigcie i brzeg zbioru. Wlasnosci operacji wnetrza i domknigcia
zbioru. Wlasno$ci rodziny zbioréw otwartych i wiasnoSci rodziny
zbioréw domknietych. Baza przestrzeni metrycznej. 2biory geste i
zbiory brzegowe. 2biory w sobie geste, nigdzie geste, pilerwszej
kategorii. 2biory doskonale. Zbiory borelowskie. 2bidér Cantora.
Podprzestrzenie przestrzeni metfycznych. Produkt skoficzony prze-
strzeni metrycznych.

2. Przeksztalcenia ciagle w punkcie - definicje Heinego i Cau-
chy'ego, ich réwnowaznosé. Funkcje ciggie w calej przestrzeni, ich
charakteryzacja poprzez przeciwobrazy zbioréw otwartych i zbiordw
domknietych. Cigglos¢ metryki i odleglosci punktu od zbioru.
Homeomorfizmy i ich wlasnosci; charakteryzacja poprzez obrazy i
przeciwobrazy zbiorow otwartych (domknigtych), homeomorficznosé
przestrzeni metrycznej 2z przestrzenig ograniczong. Przykiady ho-
meomorfizméw.

Przediuzanie funkcji cigglych; twierdzenie Tietzego. 2ZbieZnosé jed-
nostajna ciagu funkcyjnego. Ciagiosé funkcji w iloczynie karte-
zjanskim. Funkcja Cantora. .

3. Przestrzenie metryczne zupeine. 2Zupeinos¢ przestrzeni R i C.
Twierdzenie Cantora. Twierdzenie Baire'a. 2asada odwzorowan zweg-
Zajgcych Banacha.

4. OSrodkowos§é przestrzeni metrycznej; réwnowaznos¢ tej osrod-
kowoséci =z istnieniem przeliczalnej bazy. Twierdzenie Lindeldfa.
Osrodkowosé podprzestrzeni przestrzeni metrycznej oSrodkowej. Osrod-
kowosé przestrzeni R. Produkt kartezjanski przestrzeni osrodko-
wych. Osrodkowosé przestrzeni R" i C.

5. Przestrzenie metryczne zwarte. Warunki rdéwnowazne zwartosci.
2biory zwarte. Wlasnosci przestrzeni zwartych i zbioréw zwartych.
Kryterium zwartoéci w przestrzeniach R i C. Twierdzenie Cantora.
Twierdzenie Borela i Borela-Lebesgue'a. Funkcje c¢iggie na prze-
strzeniach zwartych - twierdzenie Weierstrassa, jednostajna ciggiosé
i uogdélnione twierdzenie Helly'ego o jednostajnej ciggios$ci. Ilo-
czyn kartezjanski przestrzeni zwartych =~ twierdzenie Tichonowa.
Przestrzen zwarta jako ciggly obraz zbioru Cantora. A

6. Przestrzen C(X, Y) funkcji ciqgiych odwzorowujgcych prze-
strzen metryczng X w przestrzefn metryczng Y 2 metryky Czebyszewa.
Zupelnosé przestrzeni C(X, Y) przy zalozeniu zwartosci przestrze-
ni X i zupelnoSci przestrzeni Y. Twierdzenie Arzeli. Twierdzenie
Stone'a-Weiers;rassa o aproksymacji w C{(R, R}. Przyktady innych
metryk w C(X, Y); wiasnosci otrzymywanfch przestrzeni metrycznych.
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7. Spo6jnosé przestrzeni metrycznych. Kryteria spéjinosci (nie-
spéjnosci). Spdjnosé jako niezmiennik przeksztalcen ciggiych, wia-
sno§é Darboux dla funkcji ciqgiej o wartosciach rzeczywistych,

. okreslonej na przestrzeni spéjnej. Wiasnosci zbioréw  spéjnych.
.Kryterium spéjnosci zbioru A c R. Skiadowe zbioréw spéjinych.
Krzywa Peano.

Elementy teorii homotopii - hdmotopia jako relacja réwnowaznosci w
eix, X, priestrzenie homotopljnie réwnowazne, przestrzenie scig-
galne do punktu,

8. Elementy teor{i przestrzeni topologicznych. Topologia jako
rodzina zbiordow otwartych. 2biory domkniete, wnetrze i domknigcie
zbioru. Baza przestrzeni topologicznej. Peiny ukiad otoczer. Ope-
racja wnetrza i operacja domknigcia, ich wiasnosci. Rézne sposoby
wprowadzania topologii: przez operacje¢ wnetrza, operacjg domknig-
cia, baze i peiny uklad otoczen. Informacja o przestrzeniach me-
tryzowalnych, przykiady przestrzeni topologicznych niemetryzowal-
nych. Przestrzenie Hausdorffa i przestrzenie normalne.

B. Uwagi szczegdlowe

Elementy topologii w nauczaniu szkolnym nie wykraczajq poza
przestrzenie metryczne, dlatego gidwny nacisk pray opracowywaniu
minimum polozono wiasnie na teorie tych przestrzeni. Definicje
przestrzeni metrycznej nalezy poprzeé¢ licznymi i rdznorodnymi przy-
ktadami, ze szczegolnym uwzglednieniem metryk w przestrzeniach R,
Rz i €, dajqcymi duze mozliwosci zastosowan, np. w programach
szkolnych kéiek zainteresowan. Rownie wazna jest metryka Czebysze-
wa w zbiorze funkcji odwzorowujgcych jedng przestrzen metryczng
w drugj.

Omawiajgc pojgcia kuli otwartej i domknigtej, sfery, 2bioru
otwartego i domknigtego, brzegu, wngtrza i domknigcia zbioru, na-~
lezy zwrdcié 'uwage na to, by studenci nie przenosili na te poje-
cia wiasnych wyobrazei i intuicji 2zwigzanych 2z metrykg naturalng

w R (np., Ze Srednica kuli nie musi by¢é réwna podwojonemu pro-
mieniowi kuli, Zze kula o wigkszym promieniu moze byé zawarta w
kuli o mniejszym promieniu itd.). Przeprowadzone bowiem wsrod stu-
dentdéw I roku badania wujawnily brak wilasciwego zrozumienia tych
zagadnien. Réznorodno§é podawanych przykladéw pozwoli studiujgcym
lepiej zrozumieé omawiane pojecia oraz 2zwrécié uwage na szeroka
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klase przestrzeni zdefiniowanych przez, zdawaloby sig, do§é ograni-
czone warunki (aksjomaty).

Nauczanie topologii nie moze jednak ograniczyé sie do "rujnowa~
nia" posiadanych intuicji. Niezmiernie istotne jest ilustrowanie
wszystkich omawianych pojeé 1 faktéw za pomocyq prostej i plaszczy-
zhy (z naturalnymi metrykami). Ulatwi to zrozumienie istoty wielu
faktéw matematycznych oraz odsioni bogactwo 1 rdéznorodnosé pod-
zbiordéw obu tych przestrzeni. MoZe to pogigbié zainteresowanie sa-~
mych stuﬁentéw‘matematykq, przy réwnoczesnym dostarczeniu im do re-
ki Srodkéw umozliwiajgcych rozbudzenie zainteresowania tym przed-
miotem ich przysziych ucznidw.

IX. Réwnania rézniczkowe.

Teoria rdéwnan rézniczkowych naleiy do tych dzialéw matematyki,
ktére poprzez zastosowania wigzy sie bezposrednio z wieloma innymi
gatgziami nauki. Wymienié tu mozna przykladowo  fizyke, chemig,
astronomig, technike, automatyke. W chwili obecnej jest to juz
wiedza ogromna, rozpadajgca sie na wiele niezaleiZnych dyscyplin
operujqcych niejednokrotnie trudnym i rozbudowanym aparatem poje-
ciowym. Dlatego tez okreslenie minimum wiedzy nauczyciela matema=-
tyki =z zakresu réwnan réiniczkowych nie jest zagadnieniem prostym.

Przeprowadzone badania dowiodly jednak, 2e w chwili obecnej wy-
starczy ograniczyé sig tylko do podstawowych dzialdw teorii réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. s

A. Projekt programu

1. Ogélne wlasnosci réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Pojgcia podstawowe: réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego i rzedéw
wyiszych, rozwigzania i zagadnienie poczatkowe Cauchy'ego dla ta-
kich rdéwnan, rozwigzania lokalne i globalne. Twierdzenia o istnie-
niu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia poczqtkoweqd: warunek
Lipschitza i twierdzenie Cauchy-Picarda. Twierdzenie Peano o ist-
nieniu rozwigzania. 2agadnienie rozdzielania zmiennych: twierdze-
nie o réwnaniu o rozdzielonych zmiennych, metoda podstawiania,
réwnania jednorodne, inne réwnania calkowalne poprzez rozdzielanie
zmiennych.
Réwnania rézniczkowe zupeine, czynnik catkujgcy.

2. Réwnania rdzniczkowe liniowe.
Uktady réwnan liniowych rzedu pierwszego: twierdzenie o istnieniu
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rozwigzania, ukiady jednorodne, wyznacznik Wronskiego 1 ukiad fun-
damentalny rozwigzan, zastosowanie metody uzmienniania staiych,
Uktady réwnan liniowych o staiych wspéiczynnikach: macierz cha-
rakterystyczna 1 wielomian charakterystyczny, ich rola w znajdowa~-
niu rozwigzan.

Réwnania linicowe rzedu n: zagadnienie réwnowaznos$ci z ukladem réw-
nan liniowych, twierdzenie. o istnieniu rozwijzania, uklad funda-
mentalny rozwigzan réwnania iednorodneqo, zagadnienie rozwigzywania
réwnan niejednorodnych: metoda uzmienniania stalych, metoda prze-
widywarn, .

Jednorodne réwnania liniowe rzedu n o stalych wspdiczynnikach:
metoda pierwiastkéw charakterystycznych w znajdowaniu ukladu fun-
damentalnego rozwigzan. Metody rozwigzywania szczegdlnych typow
liniowych réwnan rézniczkowych rzedu n.

B. Uwagi szczegdiowe

Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci zagadnienia poczgtko-
wego stanowij wazng i relatywnie trudniejszg czes¢ teorii. W rea-
lizacji tej problematyki nalezy udowodnié twierdzenie Cauchy-Pi~-
carda na podstawie zasady odwzorowan zwezajgcych Banacha, natomiast
twierdzenie Peano jedynie sformuiowaé i zilustrowaé stosownymi
przyktadami. Nie oznacza to, Ze trzeba zrezygnowa¢ 2z dowodu dru-
giego ze wspomnianych twierdzen, przeciwnie, lepiej podaé bo w ra-
mach analizy funkcjonalnej, przy okazji omawiania operatoréw peino-
cigglych i twierdzenia Schaudera.

Metoda rozdzielania zmiennych, mimo swej prostoty, nalezy do
najwazniejszych 1 najczesciej stosowanych narzedzi w praktycznym
rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Dlatego tez nalezy
zwrécié na nig szczegdlng uwage. Oprécz samego twierdzenia wskaza-
ne jest oméwienie typéw réwnan rézniczkowych, ktére poprzez sto-
sowne podstawienia dajq sig "zcaikowaé" poprzez rozdzielanie zmien-
nych. Do grupy ‘ tej mozna zaliczyé m. in. réwnania postaci y' =
= f(ax + by + ¢) lub y' =g(ax + by + ¢/dx + cy + f), réwnania
jednorodne oraz réwnania rézniczkowe liniowe stopnia pierwszego.
2 tymi ostatnimi wigza sie takie szczegélowe, ale waine zagadnie-
nia, jak uzmiennianie staiych czy metoda przewidywan. W nastepnej
kolejnosci warto oméwié pewne specjalne typy réwnan rézniczkowych
nieliniowych, a mianowicie réwnania Bernoulliego, Riccatiego, Clai-
rauta i Lagrange'a.
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Problematyka dotyczgca ogbélnej teorii réwnah réiniczkowych li-
niowych nie wymaga dodatkowego komentarza. Naleiy jedynie zwrécié
uwage na fakt gigbokiego zaangaZowania w tej propozycii "aparatu
algebraicznego”. Takie podejécie ma dute walory dydaktyczne, gdy2
pokazuje pigkne, niebanalne wykorzystanie algebry jako narzedzia w
innej dyscyplinie matematycznej.

X. Analiza funkcjonalna.

Analiza funkcjonalna jest jednym 2z najbardziej rozwijajgcych
siq dzialéw matematyki. Mimo iz jest to dyscyplina stosunkowo mio-
da, naleiy ja zaliczyé do grupy podstawowych przedmiotéw matema~
tycznych. Kwestia zakresu materialu z omawianego tu przedmiotu nie
jest jednoznaczna i moga na ten temat pojawiaé siq rozbieine po-
glady. Uwzgledniajac fakt ograniczonych mozliwosci czasowych 1
trudnosci teorii, naleiy opowiedzie¢ sie za zredukowaniem jej do
najbardziej typowego, choé szczegdlnie wainego przypadku przestrze-
ni unormowanych. Oprécz podstawowego aparatu pojgciowego powinny
sie znaleié tu centralne twierdzenia analizy funkcjonalnej stano-
wigce jej fundament, a wiec - twierdzenie Banacha-Steinhausa o cia-
gu ciagiych operatordw liniowych, twierdzenia Banacha o homeomor-
fizmie i o domknietym wykresie, twierdzenie Banacha-Hahna o prze-
diuzaniu ciaglego funkcjonalu liniowego. Wobec koniecznosci ograni-
czenia sie do niezbegdnego minimum, z zagadnied nieliniowych propo-
nujemy jedynie zasadg Schaudera - jako znamienitego przedstawi-
ciela wainej rodziny twierdzei o punktach stalych. Odnoénie do do-
boru przykiadéw, naleiy uwzglednié najbardzie] charaktetystyczgg‘i
najczesciej wystepujace w zastosowaniach; zaliczamy do nich przede
wszystkim te, ktére dotycza przestrzeni: funkcji ciggiych, funkeji
caikowalnych 2z pewnymi wykiadnikami, ciggdw zbietnych, ciggéw bez-
wzglednie sumowalnych z pewnymi wykXadnikami.

Ponizej podajemy szczegdlowy propozycje hasel proqramowych, re-
alizowanych podczas matematycznych studidw nauczycielskich.

A.'Projekt programu

1. Podstawowe wiasnos$ci przestrzeni unormowanych.
Norma i pseudonorma, przestrzenie unormowane, przestrzenie Banacha,
przykiady przestrzeni unormowanych i Banacha, szeregi w przestrze-
niach Banacha, o$rodkowosé konkretnych przestrzeni Banacha. Uzu-

i
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peinianie przestrzeni unormowanych., Informacja o przestrzeniach
Frecheta i przestrzeniach lokalnie wypukilych.

2. Podstawowe wlasnoSci ciggiych operatoréw liniowych.
Ograniczono$é a ciaglosé operatora liniowego norma operatora. Pray-
kiady ciqgiych i nieciaglych operatoréw liniowych, operatory cai~
kowe. Przestrzefi ciggiych operatotéﬁ liniowych, przestrzef sprze-
Zona, operator sprzezony.

3. Przestrzenie unormowane wymiaru skoficzonego.

Normy réwnowaine, zupeino$¢ skohficzenie wymiarowych przestrzeni u-
normowanych. 2warto§¢ a ograniczonoéé w przestrzeniach unormowa-
nych, twierdzenie Riesza. Charakteryzacja zwartodci w konkretnych
przestrzeniach unormowanych.

4. Przestrzenie unitarne.

Wiasnosci iloczynu skalarnego i normy generowanej przez niego,
przestrzenie unitarne 1 przestrzenie Hilberta. Uzupelnianie prze~
strzeni unitarnych.‘ Liniowa niezaleZno$é w przestrzeniach unitar-
nych, wyznacznik Grama. Twierdzenie o rzucie ortogonalnym i jego
bezposrednie konsekwencje, twierdzenie Riesza o ogdélnej postaci
cigglego funkcjonaiu liniowege w przestrzeni Hilberta, przykiady
takich operatoréw w konkretnych przypadkach. Uktady ortogonalne i
ortonormalne, nieréwnosé¢ Bessela i réwnoéé Parsevala, ortogonali-
zacja metodq Schmidta, ukiady ortonormalne zupeine i ich przykiady,
kryterium zwartosSci w przestrzeniach Hilberta.

5. Fundamentalne twierdzenia analizy funkcjonalnej.

Twierdzenie Banacha-Stainhausa o punktowa ograniczonej rodzinie i
punktowo zbieinym ciggu ciaglych operatordéw liniowych. Twierdzenia
Banacha o otwartym odwzorowaniu, o homeomorfizmie, o domknietym wy-
ksesie. Rozszerzanie ciggiych operatordw liniowych na cailg prze-
strzen, twierdzenie Hahna-Banacha o rozszerzaniu rzeczywistego cig-
giego funkcjonalu liniowego i jego analogon dla przypadku zespolo-
nego, bezpoSrednie konsekwencje tych twierdzen. Ogélne postacie
cigglych funkcjonaidéw liniowych w konkretnych przestrzeniach. Sia-
ba zbieinosé, twierdzenie Mazura, przyklady charakteryzacji slabej
zbieznosci w danych przestrzeniach. Przykiady kompleksowych za-
stosowai twierdzeA fundamentalnych w réznych dzialach analizy.

6. Operatory peilnociggie, operatopry zwarte. ¢
Liniowe operatory peinociggle, peinociggly obraz ciggu stabo zbiez~
nego, sprzgzenie operatora pelnocigglego, rozktad operatora peino-
ciaglego, uogélnienia twierdzefd Fredholma. OperétOty zwarte (nieko-
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niecznie liniowe), twierdzenie Schaudera o punkcie staiym, twier-
dzenie Cauchy-Peano o istnieniu rozwigzania zwyczajnego réwnania
rézniczkowego z prawg strong ciagiy.

XI. Metody numeryczne.

We wspdlczesnym Swiecie notuje sig szybki rozwdj informatyki.
Powstaja coraz doskonalsze generacje komputerdw. Koniecznosé ich
oprogramowania oraz cheé wykonywania obliczen za pomocg elektro-
nicznych maszyn cyfrowych powoduje rozwéj metod numerycznych. 2a
umieszczeniem niektdérych metod w programie edukacji przysziego na-
uczyciela matematyki przemawia wiec fakt zawierania sie w nim
elementéw informatyki oraz pouczajacy, posiadajacy ciekawg inter-
pretacie geometryczng, sposdb wprowadzania niektérych 2z nich. Po-
nizszy program stanowi niezbedne minimum wiedzy, ktéra przysziy na-
uczyciel matematyki powinien posigéé w zakresie tego przedmiotu.

A. Projekt programu

1. Podstawowe wiadomoSci o obliczeniach przyblizonych i teorii
biedéw. Blad wzgledny i biad bezwzgledny.

2. PrzybliZone metody rozwigzywania réwnan.
Metody: réwnego podzialu, siecznej, stycznych, iteracji. Informa-
cja o niektérych bardziej zaawansowanych metodach przyblizonego
rozwigzywania réwnan.

3. Rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowych. g
Metoda Gaussa (obliczanie wyznacznika i macierzy odwrotnej metoda
Gaussa). Informacja o innych metodach.

4. Rozwigzywanie ukladéw rdéwnan nieliniowych.
Metody: Newtona, iteracji, spadku.

5. Interpolacja funkcji,
Interpolacje: Newtona, Lagrange'a, Hermite'a.

6. Caikowanie przyblizZone.
Metody: prostokatéw, trapezéw, kwadratéw (Simpsona), Gaussa, Cze-
byszewa.

7. Podstawowe informacje o przyblizonym rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych.

XII. Informatyka. : :
W ostatnich latach notuje sie coraz szybszy rozwéj informatyki.
Powstajq coraz doskonalsze typy mikrokomputeréw, coraz czesciej
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czlowiek jest wspierany przez "elektroniczny mézg". Nalezy przy-
puszczaé, ze tendencja do rozwoju informatyki nie tylko nie zosta-
nie zahamowana, ale wrecz przeciwnie: komputery beda wkraczaé w
nowe dziedziny Zycia. Trudno w tej sytuacji wyobrazié sobie, aby
nauczyciel, ktérego obowigzkiem jest ksztalcenie mlodzieizy nie byl
przygotowany do prowadzenia zajeé z uzyciem komputeréw. Naueczyciel
matematyki ma szczegdlnie wiele okazji do wykorzystania komputera
podczas lekecji tak do demonstrowania pewnych faktéw geometrycznych
czy statystycznych, jak 1 przeprowadzania obliczed przyblizonych
(przybliZone calkowanie, rozwigzywanie réwnan, obliczanie wartosci
funkcji itp.). Inforhatyka nabrata szczegdélnego znaczenia w edu-
kacji przyszilego nauczyciela matematyki w zwiazku z zatwierdzeniem
programu jej nauczania w szkole. W praktyce oznacza to, e z po-
wodu braku odpowiedniej liczby specjalistéw w tej dziedzinie, m. in
nauczyciele matematyki bedq zmuszeni do prowadzenia zajeé =z in-
formatyki. Ponadto' powszechne wprowadzenie do szkoly przedmiotu:
"Elementy informatyki" spowoduje, Ze znaczna czgs$é ucznidéw bedzie
umiata posiugiwaé sie komputerem. Niekorzystanie na lekcjach mate-~
matyki z owych umiejetnosci byloby przejawem zbednego Xkonserwa-
tyzmu oraz swiadomg rezygnacja 2z mozliwosci uatrakcyjnienia lekcji.
Dlatego tez przysziego nauczyciela matematyki nalezy wyposazyé w
bagaz wiadomosci i umiejgtnosci niezbgdnych do nauczania podstaw
informatyki oraz wykorzystywania komputeréw w praktyce.

W zwigzku 2z powyiszymu uwagami proponujemy nastepujacy program
ksztaicenia przyszlego nauczyciela matematyki w zakresie infor-
matyki.

A. Projekt programu

1. Podstawowe wiadomosci o komputerach i mikrokomputerach oraz
posiugiwanie si¢ nimi.

Rys historyczny rozwoju informatyki. Komputery najczedciej uzy-
wane w polskich osrodkach obliczeniowych. Mikrokomputery ("szkolne,
"profesjonalne") oraz urzadzenia peryferyjne. Podstawowe  umie-
jetnosci w posiugiwaniu si¢ mikrokomputerem (“szkolnym"): podsta-
wowe zasady gwarantujjce bezawarying obsiuge mikrokomputera (pod-
taczenie komputera oraz urzadzefi peryferyjnych); znajomos¢ ukiadu
klawiatury; wprowadzenie komend, kasowanie pomylek; rozdﬁienie ty-
powych reakcji i odpowiedzi mikrokomputera; ' operowanie pamigcig
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zewngtrzng (magnetofon, stacje dyskietek); posiugiwanie sie urza-
dzeniami peryferyjnymi (drukarka, mysz, joystiki itp.).

2. Podstawowe wiadomo$ci o programach uzytkowych.

Programy '"narzedziowe", edytory tekstéw, bazy danych, programy
edukacyjne, programy graficzne, programy kalkulacyine, gry.

3. Programowanie na mikrokomputerze w jezykach: LOGO, PASCAL
(TURBO-PASCAL) .

Komentujgc zawartoSé programu nalezy podkreslié, Ze dobrze by
bylo, gdyby wiedza studentéw w wyZej proponowanym zakresie miaXa
"praktyczny charakter". UmiejetnosSé¢ posiugiwania sig komputerem
nie powinna zatem ogranicza¢ sig jedynie do wiedzy teoretycznej.
Zasygnalizowanie koniecznosci zapoznania studentéw z dwoma jezykami
programowania nie oznacza, Ze musz3a oni biegle opanowaé sztuke
pisania programéw w obu tych jegzykach. Chcemy jednak stworzyé moz-
liwos¢ dokonania przez nich samodzielnego wyboru przy pogiebianiu
wiedzy z tego zakresu.

Wielu nauczycieli wyrazalo opinig, Ze wskazane byloby PASCAL
zastapié przez BASIC. Trzeba jednak podkreslié, %e PASCAL jest
uniwersalnym, profesjonalnym jgzykiem programowania. Nadaje sig do-
brze do réznych zastosowan i jest jezykiem strukturalnym. Progra-
mowanie strukturalne jest nie tylko modne, lecz daje programiscie
mozliwos§¢é wyksztaicenia dobrych "“odruchéw programowania, a Pray
tym powoduje, iz program jest przejrzysty nie tylko dla jego auto-
réw. PASCAL wymaga od programisty starannej, przemys$lanej i lo-
gicznej konstrukcji programéw. Program napisany w tym jqzykﬁ zbu-
dowany jest 2z niezaleznych moduléw, realizujgcych wyodrebnione
podzadania. Elegancja i uniwersalnosé¢ uczynily PASCAL miedzynaro-
dowym jezykiem publikacyjnym, tzn. siuzacym do zapisu algorytméw w
literaturze fachowej (dawniej taka role odgrywal 3jego prekursor
ALGOL). 2z wymienionych powodéw znajomo$é omawianego jezyka jest
bardzo cenna. Daje on bardzo wiele mozliwo$ci, ale jest rdéwno-
czesnie bardzo rozbudowany. Dokladne jego poznanie jest wiec nie-
mozliwe do zrealizowania w ramach rozpatrywanego przedmiotu, co
wigcej, byioby zbgdne 2z powodu skromnych potrzeb nauczyciela w za-
kresie programowania. Dlatego tez nalezy zapoznaé studentdéw z ogdl-
na charakterystyka tego jgzyka i ograniczyé sig do najwazniej-
szych faktéw dotyczacych programowania w nim, tzn. do najwazniej-
szych dyrektyw 1 instrukcji oraz umiejgtnosci pisania procedur i
wykorzystania ich w innych programach.
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Jako drugi proponujemy typowy jezyk dydaktyeczny -~ LOGO. Jest on
réwniez jezykiem strukturalnym, lecz znacznie prostszym od po-
przedniego. Powstal z my$lq o uczeniu dzieci podstaw informatyki i
utatwieniu im kontaktu 2z komputerem (istnieje takze polska wersja
LOGO). Jego zalety jest ponadto dobra grafika, ulatwiajgqca wyko-
nywanie rysunkéw na -ekranie. W trakcie uczenia tego jezyka nale-
2y zwrdcié. szczegdlng uwage na umiejetnosé pisania procedur, two-
rzenia rysunkéw na ekranie oraz, podobnie jak w PASCAL-u, na stru-
kturalny styl programowania. Do powaziniejszych zastosowan, gidw-
nie obliczeniowych, wymagajgqcych operowania na duzych zbiorach da-
nych, jezyk ten nie nidnjo sie.

W omawianym tu programie przedmiotu nie proponujemy nauki jezy-
ka BASIC, mimo iz jest on najpopularniejszym jezykiem Swiata, do-
stepnym w niemal kazdym komputerze osobistym. Jest to jezyk dialo-
gowy, nadaje sie do maiych programéw i nie moze byé szybko opano-
wany przez osoby beéz przygotowania informatycznego. Jego wady jest
takZe znaczne utrudnienie w programowaniu strukturalnym. Latwosé
wprowadzania poprawek zachgca programiste do niestarannosci w kon-
struowaniu programéw i tworzy zle nawyki. Powaznym problemem jest
tez mnogo$é odmian tego jezyka (czyli dialektéw). Prawie kazda ro-
dzina komputeréw osobistych ma swéj dialekt, znacznie réznigcy sie
od innych. Czesto uniemozliwia to przenoszenie programéw miedzy
komputerami réinych typéw. Profesjonaliéci stosujg go rzadko, m. in
ze wzgledu na wolne tempo realizacji.

Na zakoniczenie nalezy zwrécié uwage na to, %e program nauczania
informatyki nie powinien byé traktowany sztywno. Sledzac jej roz-
wéj program ten naleiy unowocze$nié. Zatem czesé programu dotyczacy
obslugi komputerdw oraz programowania w danym jezyku naleiy zmie-
niaé, gdy mamy do dyspozycji nowy sprzet obliczeniowy, a co za tym
idzie - nowe oprogramowanie.

XIII. Dydaktyka matematyki.

WEréd przedmiotéw przygotowujacych studentéw  do wykonywania
trudnego zawodu nauczyciela matematyki szczegélne miejsce zajmuje
metodyka nauczania matematyki. Doswiadczenie pokazuje, Ze w wielu
oérodkach przedmiot ten jest traktowany 2 jednej strony jako dru-
gorzedne uzupeinienie zasadniczej wiedzy studentéw z zakresu ma-
tematyki teoretycznej, z drugi¢j zas osoby prowadzqce" zajecia 2z
dydaktyki matematyki oskarza sie o ‘“zile przygotowanie zawodowe"
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przysziych nauczycieli. W tej sytuacji okreslenie zasobu wiedzy 2z
tego przedmiotu, z jakq musimy zapoznaé studentéw, posiada szcze-
gélne znaczenie. Trzeba przy tym braé pod uwage fakt, iz studenci
uczestnicza réwniez w zajeciach z innych “przedmiotdéw pedagogicz-
nych" (pedagogika, psychologia itp.) oraz, Ze w ramach przedmio-
téw matematycznych niektdrzy wykladowcy przekazujg informacje do-
tyczace mozliwosci realizacji w szkole pewnych partii materiaiu.
Nalezy réwniez pamietaé, Ze studenci w wyniku obserwacji nauczy-
cieli w szkole éredniej oraz wyktadowcéw podczas studidw, wytwo-
rzyliljuz sobie pewien 'model nauczyciela", odmienny niekiedy od
tego, jaki proponuje wspdéiczesna dydaktyka. :

Nizej przedstawione opracowanie jest rezultatem z jednej stro-
ny doswiadczenia wynikajjcego 2z prowadzonych ze studentami zajeé,
z drugiej zas 2z obserwacji, przemySlein i rozméw przeprowadzonych
z nauczycielami oraz studentami ostatnich lat studiéw, dotyczacych
zakresu, tresci i sposobéw, w jakich tresci te powinny byé im
przekazane. Analizowane byly réwniez programy nauczania dydaktyki
matematyki w réznych osrodkach.

Ze wzgledu na charakter przekazywanej wiedzy omawiane tematy
podzielone zostaly na zagadnienia:

1) ogélne,

2) szczegdiowe,

3) praktyczne.

Wszystkie trzy ww. grupy sq wazne i speiniajq okre$long role
W procesie przygotowania zawodowego przyszlych nauczycieli m&tema-
tyki. Z2apoznamy sig obecnie szczegdlowo 2 poszczegdlnymi zespolami
zagadnien,

1. Zagadnienia ogdlne.

Zapoznawanie studentdw 2z “prawami", zgodnie 2 ktdrymi powi-
nien byé realizowany proces nauczania spotyka sig ze strony siu-
chaczy z duzjg rezerwa. Wydaje sig jednak, Ze omdéwienie podstawo-
wych probleméw teoretycznych jest konieczne dla dobrege przygoto-
wania zawodowege przyszlych nauczycieli matematyki; przy czym
oczywiscie omawianie to powinno byé ilustrowane konkretnymi przy-
kladami zaczerpnigtymi 2z sytuacji szkolnych, najlepiej w odniesie-
niu do obecnie obowijzujjcego programu nauczania. Znajomo$é zagad-
nien ogélnych jest niezmiernie istotna przy planowaniu i realizo-
Waniu konkretnych jednostek metodycznych. Stawiany czesto zarzut,
1%z dla kazdej zasady nauczania czy prawa rzadzacego procesem nau-
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czania, moZna znaleZé kontrprzykiad w postaci nauczyciela, ktéry
postepowal niezgodnie 2 ta zasadg i uzyska® doskonale rezultaty,
moze byé stuszny jedynie w przypadku jednostek wybitnie utalento-
wanych. Gdyby mozna bylo zaloZyé, Ze grupa studentéw, z ktérg spo-~
tykamy sie, skiada sie ‘(przynajmniej w przewazajacej czesci) =z
jednostek nieprzecigtnie uzdolnionych, to wiele tematéw z tej gru-
py moZna byioby pomingé. Przyjecie takiego zalozenia byioby jednak
zbyt ryzykowne. .

W trakcie omawiania zagadniefi ogélnych nalezy zrealizowaé na-
stgpujjce tematy:

Podstawowe pojecia zwigzane 2z nauczanym przedmiotem (matematy-
ka, pedagogika, dydaktyka, proces nauczania - uczenia sig, studio-~
wanie, ksztaicenie itp.). Jezyk matematyki. Historia matematyki
i jej wpiyw na wspéiczesne formy przekazu treSci matematycznych
(zasada paralelizmu). Tendencje (w tym réwniez sSwiatowe) w zakre~
sie doboru tre$ci nauczania matematyki. Etapy uczenia sig. Elementy
psychologii (teoria Piageta, interioryzacja itp.). Pojgcia i stru-
ktury matematyczne. Uogdlnianie, abstrahowanie i specyfikacja. De~
finicje i twierdzenia matematyczne. Problemy dowodzenia twierdzen
i wyprowadzania wzoréw. Dedukcja i mySlenie intuicyjne. 2Zadania -
ich rola i znaczenie w nauczaniu. Taksonomie celéw nauczania. Za-
sady i metody nauczania matematyki. Operatywny charakter matematy-
ki. Nauczanie czynnofciowe. Cele nauczania matematyki. Indywidua-
lizacja procesu nauczania. Nauczanie grupowe. Samodzielna praca
uczniéw 2z tekstem matematycznym. Utrwalanie wiadomo$ci. Pracownia
matematyczna, Techniczne érodk{ nauczania (wspomnieé w tym miej-
scu moZna o mozliwosci zastapienia pewnych pomocy dydaktycznych
przez inne, np. tablicy magnetycznej przez perfoplan). 2astosowa-
nie komputerdw w procesie nauczania matematyki. Organizacja proce-
su nauczania (w tym konstrukcja i planowanie lekcji oraz planowa-
nie roczne i“dlugoterminowe). Kontrola i ocena w nauczaniu matema-
tyki, testy, pewne wzory statystyczne 2zwigzane z testowaniem. Rola
i znaczenie matematycznych zajeé pozalekcyjinych (lekcje wyrdwnaw-
cze i kéika zainteresowan). ’

Z niektdrymi tematami studenci spotykali sie juz podczas zajeé
z innych przedmiotdéw (np. z zasadami i metodami nauczania ~ w cza-
sie wykladéw =z pedagogiki). W ramach meﬁodyki nauczania matematy-
ki problemy te nalezy jednak omawiaé 2z uwzglednieniem specyficz-
nych zmian i interpretacji wynikajgcych 2z charakteru matematyki.
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Na wstepie zaznaczone zostalo, i% omawianie poszczegdlnych za-
gadniefi nalety ilustrowaé przykladami. Dotyczy to réwniez demon-
strowania studentom technicznych Srodkéw nauczania oraz mozliwosci
wykorzystania mikrokomputerdw. Tematyka ta wigze sig zatem réw-
niez z zagadnieniami praktycznymi.

2. zagadnienia szczegdiowe.

W ich ramach nalezy omdéwié konkretne problemy 2zwigzane 2z nau-
czaniem matematyki w szkole podstawowej i Sredniej.

Programy nauczania (od I klasy szkoly podstawowej) =  zadania
jakie wynikaja 2z nich dla nauczyciela. Podreczniki szkolne, zbiory
zadai i poradniki metodyczne. Rola i znaczenie CDN-dw. Zagadnie-
nia wiazg sig 2z realizacjy (w szkole podstawowej oraz sSredniej)
nastepujacych dzialéw: -

- teoria liczb,

- logika,

- teoria mnogosci,

- relacje i funkcje,

- algebra i algebra liniowa,

- geometria (w tym réwniei geometrie euklidesowe),

- przeksztalcenia geometryczne,

- topologia w nauczaniu szkolnym,

- analiza matematyczna,

- rachunek prawdopodobienstwa,

- teoria miary (w tym miara Peano-Jordana),

~ elementy informatyki.

Sposoby planowania i przygotowywania 6kreslonych jednostek me-
todycznych - (pod katem sposobdéw ich realizacji). Cele i zadania za-
jeé fakultatywnych. Olimpiady i konkursy matematyczne. :

Oméwienie programéw nauczania nie ma tutaj na celu "podyktowa-
nia" studentom tych programéw. Nalezy raczej zwrdcié im uwage na
konkretne trudno$ci 1 problemy powstajgce w trakcie ich realizacji
oraz przedstawi¢ (lub pozostawié¢ do samodzielnego rozstrzygniecia)
propozycie ich rozwigzan, Przykladowo w klasie II LO obecnie obo-
wigzujgcy program przewiduje "teorig miary". Powstaje zatem pyta-
nie: jak wprowadzié miare Peano-Jordana? Czy przy definiowaniu tej
miary usyé ciggéw i ich granic, czy tez kresdw zbiordéw? W pierwszym
przypadku jest to dla uczniéw 1latwiejszy sposdéb, lecz niezbedne
informacje 2z analizy matematycznej uzyskujg oni dopieroc pod koniec
roku szkolnego, wigc temat “teoria miary" nalezaloby realizowad
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dopiero w czerwcu. W przypadku wykorzystania kresow zbioréw  jako
podstawy wprowadzonych definicji, uczniowie wszystkie niezbgdne
fakty znaja 2z klasy I, lecz sposéb ten jest malo intuicyiny i -
jak pokazuje praktyka - sprawia uczniom kiopoty. Fo zapoznaniu stu-~
dentéw z powyiszymi informacjami mozemy - przedyskutowaé 2z nimi,
ktéra koncepcje wybraé (oczywiscie mogyq pojawié siq rdéwniez inne
rozwigzania, np. propedeutyczne oméwienie miary Peano-Jordana) .

Przy omawianiu roli i znaczenia CDN-6w, moina zaprosi¢ na zajg-
cia reprezentanta tych oddzialdw. U%;twi to studentom zrozumienie
roli i znaczenia tych jednostek.

3. Zagadnienia pfhktyczne.

Praktyki pedagogiczne w szkole podstawowej oraz Sredniej. Pisa-
nie konspektéw oraz plandéw lekcji, lekcje éwiczeniowe. Tworzenie
rocznych rozktadéw materialu. Praktyczne éwiczenie w postugiwaniu
sie technicznymi Srodkaml nauczania. Cwiczenia w wykorzystaniu
technicznych §rodkéw nauczania, w tym: ¢éwiczenia w zakresie posiu-
giwania sie mikrokomputerem zaréwno w procesie nauczania (gotowe
programy dydaktyczne, krétkie programy wiasne), jak réwniez w pro=-
cesie kontroli wiedzy. Opracowywanie (podczas éwiczen lub konwer-
satoriéw) jednostek tematycznych pod katem ustalania sposobéw ich
realizacji. Cwiczenie umiejetnosci oceniania prawdziwosci (popraw-
noéci) odpowiedzi - np. ocenianie, ktére sposréd réznych sformuio-
wai mozna przyjaé za definicje ciggiosci funkcji. Cwiczenia w
zakresie uktadania klasycznych sprawdziandw i testow oraz formulo-
wania ustnych pytan.

Szczegbélna rola, jaka przypada dydaktyce matematyki sprawia, ze
w przypadku tego przedmiotu bardziej szczegdlowe omdwimy przedsta-
vione przez nas propozycje (zgodnie z przytoczonym na wstepie pro-
jektem "siatki godzin").

Dydaktyke matematyki proponujemy realizowaé¢ w ramach przedmio-

téw o roboczych nazwach: “"dydaktyka matematyki', "metodyka naucza-
nia matematyki", "techniczne $rodki w dydaktyce", “praktyka prowa-
dzenia lekcji". Przedmioty te (o rdéznym wymiarze czasowym) odpo-

wiadatyby pewnym konkretnym celom ksztalcenia.

"Dydaktyka matematyki"
{semestr IV, wykl, - 30 godz., éwicz. - 30 godz.)

W ramach tego przedmiotu proponujemy realizacje wybranych za-
gadnieri 2 dydaktyki ogélnej oraz dydaktyki matematyki. Studenci
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winni zdobyé ogélny poglad o specyfice nauczania matematyki, a
takze o organizacji procesu nauczania, ,

Przystepujac do zajeé studenci sa juz po kursie psychologii.
(I semestr) oraz pedagogiki (II i III semestr).

"Metodyka nauczania matematyki"
{semestry V, VI, VII, VIII, wyk¥. - 15 godz., éwicz. ~ 45 godz.)

Znaczna liczba godzin przeznaczonych na ten przedmiot = powinna
zaowocowaé glebsza znajomoscia metod nauczania matematyki szkolnej.
Przewidujemy podobny sposdéb tealizchi programu na obu latach (tzn.
IIT 4 IV), 2 tym, 2ze na III roku zagadnienia szczegdlowe winny do-
tyczyé gléwnie nauczania w szkole podstawowej, zaé na IV - w szko-
le sredniej.

"Praktyki pedagogiczne"

Proponujemy usytuowac je po III roku studidw (siko!y‘podstauo-
we) w wymiarze 5 tygodni (wrzesien-pazdziernik) oraz po IV roku
(szkoly Srednie) w tym samym okresie.

"Techniczne Srodki w dydaktyce"
{semestr V, éwicz. - 15 godz.)

Istnieje coraz wiecej urzgqdzen moggcych wesprzeé proces naucza-
nia {$rodki audiowizualne, komputery). Jednoczesnie bbserwujo sig
niemal zupeiny brak specjalistycznych materiaidw do tych urzadzer,
stanowigcych pomoc w realizacji programu matematyki. Réwniez wypo-
sazeniec szk6l w tradycyjne pomoce dydaktyczne jest stosunkewo ubo-
gie., W tej sytuacji nauczyciel zmuszony jest do samodzielnego
projektowania, a czgsto takie wykonywania wielu takich pomocy.
Poniewaz wykorzystywanie tychie Srodkow moze mieé znaczacy wpiyw
na uatrakcyjnienie nauczania ({(gidwnie w szkole podstawowej), wi=
dzimy potrzebe przygotowania studentdw do tego rodzaju dziaitalnosci.
Odpowiednigq formg zajeé jest tu laboratorium.

"Praktyka pzowadzehia lekcji"
{semestry IX, ¥, wymiar godz. - 30)

Przedmiot ten bylby realizowany w formie praktyki $rédrocznej.
Jego czasowe usytuowanie pozwala przypuszczaé, ze studenci maja
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juz pewne doswiadczenia w pracy z uczniami. Mogq wigc koncentrowaé
sig¢ na doskonaleniu swych umiejgtno$ci oraz podnoszeniu  jakosci
prowadzonych lekcji. Przyjeta forma organizacyjna zajeé ktéra cha-
rakteryzuje niewielka intensywno§é (2 godz. tygodniowo) i rozilo-
zenie w czasie, winna dobrze siuzyé tym wiasSnie celom. Ponadto stwa-
rza ona okazje do. diuzszych obserwacji (ucznia, grupy lub klasy),
eksperymentow czy realizacji okreslonych zadan dydaktycznych. Lek-
cje studentdédw winny byé hospitowane wyrywkowo przez pracownikéw
uczelni, a na zakoficzenie zajeé - jedna lekcja obserwowana "komi-
syjnie". Y

Przygotowanie studentéw do pracy w szkole nie moze ograniczaé
sie jedynie do przekazania im pewnego pensum wiedzy. ROwnie wazne
jest nauczenie stawiania probleméw, przygotowanie do poszukiwania
ich rogwijzan oraz wyrobienia umiejgtnosci prowadzenia dyskusji
na tematy matematyczne. Trzeba 2 caig mocq' podkreslié, ze te -
bez watpienia podstawowe - umiejetnosci powinien posigsé kazdy
przyszly nauczyciel matematyki. Dlatego tez badania nasze zostaly
rozszerzone o poszukiwanie odpowiednich form przekazu wiedzy stu-
dentom, ustalenie metod (np. prowadzenia wykladu), dzieki ktdrym
siuchacze bedq mogli posigsé te umiejetnosci, wazne dla dobrego
przygotowania do prowadzenia lekcji matematyki.

Wielu specjalistéw zajmujgcych sie problemami dydaktyki matema-~
tyki w szkole wyZszej uwaza, 2e unowoczeSnienie stosowanych metod
jest zwigzane 2z koniecznoscig odrzucenia tradycyjnych form przeka-
zywania tresci. Elementem szczegdlnie krytykowanym w tym przypadku
jest wyktad. Proponuje sie zamienié te forme na jaka$ inna, np.
seminarium, samodzielng praceg studenta 2z ksigzka 1lub odpowiednio
zaprogramowany komputer. Jednakie przeprowadzone badania wykazaly,
2e zardwno studenci, jak i nauczyciele akademiccy jednoglosénie
opowiadajq sige za utrzymaniem wykiadéw Jjako podstawowej formy
przekazywania wiedzy w szkole wyzszej. Oto wyniki badafi zawarte w
jednym z rozdziaidéw monografii K. Kruszewskiego Wyk#ad w szkole wys-
szej. Ankieta przeprowadzona wéréd 59 wykladowcdw i 455 studentdw
data nastepujgce rezultaty:

- poglad, Ze wykiad powinien byé stosowany na szeroka skale
podzielaZo 61,9% studentdw i 80% wykladowcédw,

- opinia, Ze wyklady nie powinny byé stosowane w procesie dy-
daktycznym w szkole wyzszej, byla akceptowana przez 2,1% studentdw
i nie byla podzielana przez 2adnego z wykiadowcdodw.
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W badaniach przeprowadzonych przez nas (tylko wéréd studentdw)
wyniki byly jeszcze bardziej przekonujace: 81,3% respondentéw wi-
dziato wykiad jako dominujgca forme przekazywania wiedzy w proce-
sie uczenia w sezkolach wyiszych. Oczywiscie dyskusja  dotyczyla

tylko przedmiotéw matematycznych oraz odpowiedniego sposobu prowa-
dzenia wykladu uzupeinionego przez éwiczenia.

wyniki te dowodza, e obecnie nie jestesmy przygotowani do od-
rzucenia wykladu jako gidwnej formy przekazywania wiedzy, a nawet
do istotnego zredukowania jego roli. Pozostaje jednak poza wszelky
watpliwoscia stwierdzenie, iZ tradycyjny wyklad (typu: definicje
- twierdzenie - dowdd), w czasie ktérego studenci kopiujg prawie
bezmysélnie to, co zostaio napisane na tablicy, przeiyl sig i nie
przystaje do nowoczesnego procesu dydaktycznego, Dzileje sig tak,
bowiem przy tego typu zajgciach nie wymaga sig od studentdw aktyw-
noéci, nie tworzy pozytywnej motywacji do uczenia sig i nie czyni
latwiejszym przyswojenia sobie przekazywanej tresci. W tej sytuacji
mozliwy sukces studentdédw zalezy wige od sily argumentacji, talen-
tu wymowy wykladowcy, a takie - w pewnym stopniu - od zdolnosci za-
pamigtywania faktéw. Najwigkszga jednak wadq tego typu wykladu jest
brak aktywnosci siuchaczy.

Powstaje pytanie, czy jest mo2liwe poprowadzenie wykiadu w spo-
séb problemowy dla np. 70 lub 100 studentdéw. Jak zaktywizowaé tak
liczng grupe stuchaczy, jak spowodowaé, aby utozsamili si¢ oni 2
dyskusia wykladowcy, a ponadto - jak uczynié -matematyke “ich mate-
matyka", a nie czymé dziwnym, trudnym 1 niezrozumiaiym? Nasze ba-
dania prowadzone w tym zakresie dotyczyly wia8nie poszukiwania od-
powiedzi na te pytania. Oczywiscie nie moZna wszystkich poszcze-
gélnych dowoddw prowadzié w sposdéb problemowy i zajmowaé sig "od-
krywaniem" kazdej definicji przez studentdw. Nie pozwala ha to
czas. Zbyt wiele wiedzy trzeba przekazaé studentom, a liczne grupy
dodatkowo ograniczajg te mozliwosci.

Oto trzy propozycie bgdgce odpowiedzia na powyZsze kwestie:

1. Lokalna aktywnos$¢ poszczegblnych studentéw powinna byé za-
mieniona na aktywnosé globalng. Jest to najwazniejsza propozycia,
choé musi byé uzupeiniona i wzbogacona przez pozostalé nasze su-
gestie. Dbajac o to, by studenci nie budowali tylko maiych i wa-
skich czgstek teorii (np. dowody twierdzei), powinnismy zmusié ich
do uczestnictwa w tworzeniu ogdlnej koncepcji wykladu, Ich aktyw-
noéé musi wige by¢é ukierunkowana na wskazanie gidwnych tez. Jedno-
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czeénle powinni sami proponowaé sposoby, za pomocq ktérych moZemy
tworzyé dang teorie. Zadaniem nauczyciela akademickiego jest stwo-
rzenie odpowiedniej sytuacji problemowej, przeanalizowanie tego za-
gadnienia, zachgcenie siuchaczy do szukania odpowiednich sposobéw
jego rozwigzania i przekonania studentdw, iz zdolni sg do tworze-
nia danej teorii. ;

Realizacja proponowanej prezez studentéw koncepcji wykiadu powo-
duje wzrost ich zainteresowania danym problemem, réwnoczesnie mo-
¢liwe jest zaktywizowanie grupy tych siuchaczy, ktérych propozy-
cje zostaly odrzucone. By udowodnié swoje racje, studenci beda

starali sie dylkredyfowaé inne sugestie i budowaé wiasne teorie.

Miodziericze pomysiy i odrzucanie starych nawykéw moze byé ZTatwo
przeksztaicone w prébe ukazania nam (wykiadowcom), %e to oni mieli
racje i ich koncepcja byla wiasciwa. Nie trzeba przekonywaé niko-
go, Ze taka sytuacja jest bardzo korzystna,. bez wzgledu na to,
czyje poglady zwycigiyly.

Wyzej zaprezentowane rozwazania mogg prowadzié jednak do nowe~
go pytania: co zrobimy, jesli studenci przedstawis wiele (nieko-
niecznie rozsadnych) propozycji? OdpowiedZ zawarta jest w drugim
punkcie naszych propozyciji.

2. Wykiad prowadzié nalezy w formie konwersacji. Poniewaz dia-
log ze zbyt liczng grupg studentédw jest utrudniony, wykladowca po-
winien dyskutowaé z samym sobg - w sensie “glos$nego my$lenia". Po-

winien argumentowaé za i przeciw, rozsadzaé glosno podane mozli-

wosci i przedstawiaé ich stabe punkty, prezentowaé zalety 1 wady
kazdej rozwazanej koncepcji. Dzigki konwersatoryjnemu wykladowi
mozemy uczynié studentdw Swiadkami budowania poszczegdlnych elemen-
téw danej teorii. Poprzez giosne formuiowanie watpliwosci i speku-
lowanie nad wyborem sposobu dowodzenia lub giosne odkrywanie defi-
nicji, wykiadowca tworzy matematyke na oczach sluchaczy i nie ogra-
nicza swojej osoby do automatu podajgcego studentom gotowy wyrdb,
tj. odkryte 'i juz udowodniocne twierdzenia.

Kolejne watpliwosci mogq wigza¢ sie 2z problemem, czy studenci
zawsze znajdg najlepszaq droge, czy s3 2zdolni "odkryé" najwradciw-
sze idee tematu, czy samodzielno§é pozostawiona im w tej materii
nie lezy poza ich mozliwosciami.

Tu wskazujemy trzeci punkt naszych propozycjii.

3. Samodzielno$é kontrolowkna. Pozostawiajgc studentom ustano-
wienie pewnych koncepecji wykladu, musimy wyraznie wskazaé cele,
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ktére chcemy osiggnaé i nieustannie kontrolowaé, czy zastosowanie
proponowanych przez studentéw drég pozwoli je osiagnaé. Okreslenie:
tych celéw nie powinno byé traktowane jako ograniczenie samos-
dzielnoSci siuchaczy, poniewaz magq one byé formutowane przez sa=-
mych studentéw, np. jako rezultat wczeSniejszych rozwazahn wykla-
dowcy. Kontrolowana samodzielnos$é polega réwniez na tym, aby kie-
rowa¢ mysSlami studenta, wskazywaé historyczne aspekty danego pro-A
blemu i watpliwosci matematykéw pracujgcych nad tym zaqadnléniem
oraz ukazywaé¢ kierunki nowoiytnej matematyki; wtedy dopiero mozna
tgdaé propozycji dotyczacych tworzenia danej teorii bad# sprecyzo-
wania tematu. Kontrolowana samodzielnodé¢ jest wiqc spontanicznym
odkrywaniem matematyki przez studenta do tego przygotowanego, kon=-
trolowanym przez nauczyciela, kolegéw oraz przez niego samego i
weryfikowanym przez badanie, jak daleko jego odkrycia si zgodne z
oczekiwaniami i do jakiego stopnia jego sugestie sg lepsze niz inne
propozycie.

Prezentowane tu rozwigzanie bylo wielokrotnie testowane w ra-
mach prowadzenych badan w ten sposéb, 2ze podczas wyktadéw (z al~
gebry lub topologii), czesé materiaiu byla przekazywana w trady-
cyjny sposéb (definicja, twierdzenie, dowdd) a cze§é - realizowana
w sposob wyzej przedstawiony. Badania byly wigc prowadzone w natu-
ralnych okolicznosciach, a materiail byz tak dobrany, aby stopien
trudnosci by podobny w obu partiach wykiadu.

Ooto rezultaty tych badan i obserwacji: -

~ Stopien opanowania materialu byl zdecydowanie wyisz& w prazy-
padku wyzej proponowanej metody niZ przy stosowaniu tradycyjne~
go wyktadu. ‘

- Przy tematach realizowanych nowa metodgq studenci znacznie
tatwiej odpowiadali na pytania przewyiszajgce wymagania egzamina-
cyjne. W tradycyjnym sposobie wykladu tylko 6,2% siuchaczy posze-
rzato swoje wiadomosci, a przy zmodernizowanym wykiadzie liczba ta
wzrosia do 37,1%.

- Obecnos¢ na zajeciach zwiqkszyla siq znacznie, gdy wyklady
byly prowadzone nowi metodq (o ok. 15-20%).

- Ponad 68% studentdw wyrazalo chgé kontynuowania swojej aktyw-
nosci w przypadku materialu wykiadanego nowa metoda, podczas gdy

niespelna 41% chcialo poglebié swgq wiedze w tematach przekazanych
metoda tradycyjing. :
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- Nowa metoda spowodowala jednocze$nie przedluienie czasu po~
trzebnego na zrealizowanie materialu srednio o ok. 35%.

Najwazniejszym jednak zyskiem 2ze stosowania nowej metody jest:
pokazanie studentom jak powstaja problemy matematyczne, jak s dy-
skutowane 1 jak buduje sig ich rozwiqzania. Jest to bardzo wainy
element ksztaltowania dojrzalosci matematycznej przysziych nauczy=-
cleli, ktérzy moga go przeniesé do nauczania w szkole.

Uzyskane w wyniku prowadzonych przez nas badafi rezultaty moga
stanowlié dobra baze, na podstawie ktérej moina przygotowaé pro-
gramy pigcloletnich studidéw nauczycielskich. 2dajemy sobie w peini
sprawq z ryzyka, jakie podejmujemy przedstawiajac niniejsze opra-
cowanie. Zawsze bowiem moZna postawié zarzut braku pewnych hasel
lub te#z sugerowaé moiliwoéé pominigcia niektérych tematdw. Stwier-
dzenia te nie muszq wynikaé wylacznie z upodobad lub krytycyzmu
osoby, ktdéra je sklada. Mogq one byé rezultatem przekonah oraz
sposobu widzenia potrzeb przyszlego nauczyciela. W swoich bada~
niach spotykalismy sig bowiem niejednokrotnie z zupelnie skrajnymi
pogladami. Nale2y jednak podkreslié, ze przedstawione tu wyniki
stanowia efekt wielu lat pracy oraz sq swego rodzaju syntezq opinii
(niekiedy diametralnie rézniqcych sig) wielu oséb, w ktérej uwzgle-
dniono réwniez caly szereg innych (wczesniej oméwionych) efektéw
badawezych. Mimo mozliwych kontrowersji uwazamy, 2e opracowanie
riniejszej problematyki bylo waine 1 potrzebne, gdy: doprowadzi~-
1o do wskazania wiasciwych podstaw, w Kktére powinni byé wyposaze~
ni przyszli nauczyciele. Okreslenie minimum ich edukacji matema-
tycznej nie mialo na celu sugerowania zminimalizowania wymagan sta
wianych przysziym matematykom - specjalistom w zakresie nauczania.
Dazylismy do wskazania tresci, ktére powinny byé podczas studidw
oméwione ze studentami. Nie twierdzimy przy tym, #e nie mozna za-
poznawaé ich rdwniez z innymi tematami, ale sugerujemy, Ze moze
do tego dochodzié tylko wdéwezas, gdy przedstawione przez nas tre-
§ci bedy dobrze przez studentéw opanowane, gdyz stanowig one funda-
ment przygotowania situchaczy do pracy w szkole.

Do podjqcia problematyki minimum edukacji sklanial nas fakt, iz
w wielu szkoiach wyzszych, przygotowujacych przysziych nauczycieli,
ksztaici sig gidwnie teoretykéw matematyki. Studenci spotykajq sie
tylko w niewielkim zakresie z geometria (ukrytq niekiedy w al-
' gebrze liniowej), arytmetykq teoretyczny czy historigq matematyki.
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W wielu przypadkach nie widaé istotnych réinic w przygotowaniu do
pracy‘ w szkole 1 do pracy naukowej, czy tez dziaialno$ci w prze-
mysle. Postgpujgcy rozwéj matematyki jako nauki, jej rola i zna-
czenie w innych dziedzinach wiedzy sprawiaja, %e niezbedna staje
sig “specjalizacja zawodowa" matematykéw, niekiedy nawet w dosé wa-
skim zakresie.

Uwazamy, %e problematyka optymalizacji procesu ksztalcenia nau-
czycieli, w zakres ktérej wchodzil réwniez opracowywany przez nas
temat, jest niezwykle waina, a badania w tej dziedzinie - niezmier-
nie potrzebne. Wspélczesny proces nauczania matematyki wymaga bo-
wiem od nauczyciela nie tylko bardzo starannego przygotowania me-
rytorycznego oraz teoretycznej znajomosSci podstaw nauk pedago-
gicznych, ale réwniez umiejgtnosci formulowania i rozwigzywania
probleméw, prowadzenia dyskusji matematycznych, budowania srodkéw
dydaktycznych i sprawnego positugiwania sie techniky mikrokompute-
rowa. W ramach dobrego przygotowania nauczyciela do pracy w szko-
le trzeba uwzglednié wszystkie powyisze aspekty, a to jest mozli-~
we tylko wtedy, gdy stosowane do tej pory formy pracy ze studentami
zostany zastgpione metodami opartymi na naukowych podstawach.
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AND ;

A PROJECT FOR ORGANIZING THE TEACHING PROCESS
AT THE UNIVERSITY TEACHER'S STUDIES

The present paper is the outcome of investigations and theoretical analyses
carried out for several years, aiming at an answer to the following quesciéns:
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- what should the fund of the mathematics teacher's knowledge look like,
within what scope and in what way should we convey this knowledge to him?

In the commencing part of the paper, we analyze critically the existing sy-
stem of educating teachers of mathematics; later, we present a proposal of a
structure of five-year master s studies preparing the graduates for work in
the profession of a mathematics teacher.

Basing ourselves on the evolved criteria of choice of mathematical contents
which should be considered indispensable in educating the teachers, we present
a project of the minimum of knowledge of the fundamental subjects:

mathematical analysis,

algebra,

geometry,

probability and elements of statistics,

theoretical arithmetic,

logic and set theory,

complex analysis, y

topology,

differential equations,

functional analysis,

numerical methods,

elements of computer science,

the didactics of mathematics.

Since the lecture at higher studies constitutes the basic form of conveying
knowledge, the article closes with a discussion on modern ways of lecturing,
activating the students.

The scope of mathematical knowledge, proposed in the paper, which should
be conveyed to the students - future teachers and the project of organizing the
university teacher s studies can constitute the basic for the elaborating of
the detailed curricula of such studies.



